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AM-11T1SSE)1EM.

Lag;raiiiïe, dans sa loiiLtiie et i^loriciisc caii-ièri-, s'est appluine

siiecessiveiiifMit aux (Ii\ erses branches des ^latheiiiaticiiies. riiii

tontes, sans exeeptioii. diit e<)iiser'\e rempreiiite de son espiit

iri\ entil et |)i()tond.

« La Science matlieinati(|Me. a pu dire sans exai^ératioii le

» Seeretaii'e perpétuel de I Vcadeniie des Sciences, est, i;ràce ii

» Ini, comme lU) vaste et beau palais tlont il a renouvelé les

» fondements, posé le faite, et dans lequel on ne peut faire un pas

» sans ti'onxei' avec admiration les monuments de son iicnie. >

] /,\ publication des OEitvrcs de Ijaii,Taniïe n «'St donc pas seule-

UM'ul im liommai;e rendu à la mémoire du ])lus illustre des (léo-

metres français. Kn rassend)lant ses iiiuiiortels travaux, nous

offrons à ses successeurs le i^uide le pins sur, en même temps ([ue

le modèle le plus accompli (|u"ils jouissent, aujomd'liui encore,

clioisii- à leur début dans la Science, et conserver avec ii;rand

profit, à ([uelf|ue hauteur (ju'ils s'v élèvent.

("liari;é par la confiance du .Ministre de rinstrnction pul)li(|ue

(le di ri lier cette i^rande et im]iortante |iubli(Mtion. j"ai dû r-echei'-

cher tout daboid de (|uelle manière il convenait de disposer les

nombreux .Mémoires composés sur les sujets les plus variés, suivant



VI AVERTISSEMENT.

riiispiiation d'iiii esprit actif et curieux. Quel(|ues pièces claus

lesquelles, sous un même titre, sont ahordées les questions les

plus diverses n'auraient pas permis de réunir en un même faisceau

les recherches (|ui se rapportent h une même branche de la

Science; l'adoption pure et simple de l'ordre chronoloj^ique m'a

semblé d'ailleurs plus respectueuse pour la pensée de l'illustre

Autem-. Otte considération était décisive et les Mémoires de

l.agrange ont été reproduits dans l'ordre même de leur première

publication.

J.-A. SERRET (de l'Institut).
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M. Li: CoMTi: J.-L. LA(ilt\>Gi:,

l'Ail M. 1)1.1. \MHKi:.

Joscpli-I ,(Miis I .A(,iî \\(.K, I (III (les foiidalciirs de lAcadcinic de

riiiiii, Diieftt'iir pendant viiii^l ans de I Académie de Uerliii. jxxir

les Scienees j)li\sie()-iiiallieii]ati(|îies, Associe étrani^er de i Aca-

démie des Sciences de Paris, Meiiil)re de I liislilnt de France el du

l>iii('aii des I ,()ni;itndes, Sénateur et (lomle de IK.nijjire. ("iiaiid-

Otlicier de la l.éi;i()n d Honneur et (irand-droix de lOrdre imp»--

rial de la Uémiion, iia(|iiit à Tniiii le 2") jain ier 1
")('). de .losepli-

l.onis I .aj;rani;(', Trésorier de la ("iiierre, et de Marie- lliérèse

(iros, iille imi(|iie dnn riche médecin de (".amhiano.

Son hisaieiil. Capitaine de cavaleri(» an ser\ iee de France, axait

passé à celui dlùiimamiel II , lloi de Sardaii;ne. (|iii le li\a ii iiiiiii

en le mariant à une dame Coiiti. d une illnsti'c lamille romaine;

il était Parisien dOrinine. et par<>nt d'une ^Marie-Louise. Dame

d atours delà mère de Louis \l\ , et de|)iiis l'emme de IVaiieois-

(jaston de Bétliiine (*).

Ces détails ne sont daiienne importance pour le Géomètre

(*) £/"i;r <•/(' /.rti,'/v/«i,'f, par CossALi. l'adcnu', 181 i.

1. /'
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illustre que sa renommée dispense d'étaler nne généaloii,ie; mais

ils ne sont pas indifférents ponr la France, (jni s'est empressée de

le i-appeler et de le rétablir tians ses anciens droits. Son nom,

celni de sa mère, attestent ime origine française; tons ses Ouvrages

ont été écrits en français; la ville rjni l'a vu naître était devenue

française ; la hrance a donc bien incontestablement le droit de

se glorifier de l'un des pins gi'ands génies (jui aient bonoré les

-Sciences.

Son père était ricbe, il avait fait nu mariage avantageux, mais

il s'était ruiné dans des entreprises basardeuses. N'en plaignons

pas M. l>agrange. liui-mème envisageait ce malbenr comme la

première cause de tout ce (pii lui était ensuite arrivé de plus beii-

i'eii\. S'il avait e// de la Jortuiie, a-t-il dit lui-même, il ii'c/lt pio-

hahlerneiitpasfait son état des Mathématiques, et quels avantages

aurait-il pu trouver dans une antre carrière, qui puissent entrer

en comparaison avec ceux dune vie tranquille et studieuse, aAec

cette suite éclatante de succès non contestés dans un genre réputé

éminemment difficile, et avec cette considération personnelle,

([u'il a vue s'accroître jusqu'au dernier instant?

Le goût pour les ^latbématiques ne fut pourtant pas celui f|u"il

manifesta le premier. Il se passionna pour Cicéron et ^'irgile a\ ant

de pouvoir lire Arcbimède et Newton; bientôt il devint admira-

teur non moins passionné de la Géométrie des anciens, (pi'il pré-

fera d'a])ord à l'Aualvse moderne. Un Mémoire que le célèbie

Halley avait longtemps auparavant composé tout exprès pom-

démontrer la supériorité de l'Analyse, eut la gloire de convertir

M. Lagrange, et lui révéla sa véritable destination.

Il se livra donc à cette nouvelle étude avec les mêmes succès

(|u"il avait obtenus dans la Syntbèse, et qui avaient été si marf|ués.
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i|ii a IVi^c" (le sci/c ans l

*
i il clail l'rotcssciii' de Mal li('iiiati(| lies dans

l'Kcolc i()\alc (1 \ilillciic. i.CxIrciiic |<iiiii'»(' d un l'rolcssciir

n'es} poiii' lui (|ii un avanla|^c de pins, ([iiand il a nianilr.stc des

lalcnis cxtraordinaiics cl (jmc scscicxcs ne sont ])lns des cnfaiits:

Ions ceux de M. I ;aj;raiii;(' claiciil plus ài;cs ^\uv lui, et nCn claicnl

|)as moins allcnlils à ses lc(;()ns. il en (lisliiii;iia (|ii('l(|n('s-niis dont

il lil ses anus.

De celte association iia(|iiil l'Acadcniic de Tnrin, (|iii pnhlia

cil 175*) nn premier Noliimc, sons le titre (\ ./cfcs de la Socirtr

privrc. On \ \oit le jciinc Lai;rani;c dirii;cant les rcelicrclics pli\

-

si(pics (In médecin (lii;iia et les Iravanx {\\\ iiiar(|nis de Saluées. Il

lonrnissait à l'Onccncx la pailie aiiah ti(Hie de ses Mémoires, cn

lui laissant le soin de de\cloppci' les laisonncmeiits sur Icsijiicls

portaient ses tor'mnics. Imi ciïet, on rcmai(|ne (le|a dans ces

Mémoires cette marclie purement aiialvti(|ne (jni depuis a iaii l(

caractcre des i;iandes productions de I .ai;ranj;('. Il axait trouve

niic iK)n\clle tlicorie du lc\ ici'. VWv lait la troisième Partie d nn

Mémoire (|ni eut l)eaiicoii|) de snecès: l'Onccncx, ponr recom-

|)ensc, fut misa la tètt> de la marine (|ne le lloi de Sai'daii;ne foi-

mait alors. I.csdenx premières Parties [)arai.ssent dn même st\h'

et de la même main; sont-elles éii,alemeiit de I ,ai;ianii(\' Il ne les

a pas expressément réclamées, mais ce (|ni ])ent dirii^cr nos con-

jectnres snr le véritable antenr, c est (|ne l'Onccncx cessa hienlol

denricliir les llecneils de la nonvelle Académie, et (|ne Montncla.

ij^norant ce (pii nous a été révélé' par .M. I-aiirani;(' à ses derniers

instants, s étonne (|ne Foncenex. après sètic annonce si axanla-

i^ensement, ait interrompu des reclierelics (jiii |)on\aient lui taire

nn i;i'and nom.

(*) IViUiUcs (lisi'iil i|iiinzi' on (!i\-iifu(.
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M. Lagrange, en abandonnant à son ami des solutions isolées,

publiait en même temps sous son propre nom des théories qu'il

promettait de sni\re et de développer. Ainsi, après avoir donné

(le nouvelles méthodes pour les maxiDia et les minima en tout

genre, après avoir montré l'insuffisanee des formules connues, il

annonce qu'il traitera ce sujet, qui d'ailleurs lui paraît intéressant,

dans un Ouvrage qu'il prépare, où l'on verra déduite des mêmes

principes toute la Mécanique des corps, soit solides, soit fluides;

ainsi, à vingt-trois ans il avait jeté déjà les fondements des grands

Ouvrages qui depuis ont fait l'admiration des savants.

Dans le même volume, il ramène au Gilcul différentiel la théorie

des suites récurrentes et la doctrine des hasards, qui jusqu'à lui

n'avait été traitée que par des voies indirectes, et ({u'ii établit sur

des principes plus naturels et plus généraux.

Ne\\ ton a\ ait entrepris de sovmiettre au calcul les mouvements

des fluides; il avait fait des recherches sur la propagation du son;

ses principes étaient insuffisants et même fautifs, et ses supposi-

tions incompatibles entre eUes; Lagrange le démontre; il fonde

ses nouvelles recherches sur les lois connues de la Dynamirpie ; en

ne considérant dans l'air que les particules qui se trouvent en ligne

droite, il ramène le prol)lème à celui des cordes vibrantes, sur

lequel les plus grands Géomètres étaient divisés; il foit voir ([ue

leurs calculs sont insuffisants pour décider la question, il entre-

prend une solution générale par une analyse aussi neuve qu'inté-

ressante, puisqu'elle permet de résoudre à la fois un nombre

indéfini d'équations, et (ju'elle s'étend jusque sur les fonctions

discontinues; il établit plus solidement la théorie du mélange des

vibrations simples et i-égulières de D. Bernoulli ; il montre les

limites entre lesquelles cette théorie est exacte, et hors desquelles
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elle (l('\ iciil laiili\ (
; alors il paix iciit a la coii^liiiciKiii (loiincc par

.Kiilcr. (•(iiisliiH'lioii vraie. (|ii()i([ii(' I aiitfiir n \ tVit aiii\i' (|iic par

(les calculs (|iii n'ctaiciit point assez, rigoureux: il répond aii\

ol>|ectioiis ele\ ('-es par (rAlenihert : il deinonlre (|ne (|iiel(|ne (ii;nrc

(|ne I On donne à la corde, la durée des oscillations sera toii|onis

ia même. \ci'ile d'expcrience dont d \leiiil)erl a\ail |ni;e la démon s-

tiation lics-diriieile on même impossil)le; il |)asse à la jjiopaua-

tioii (In son, iraile des échos simples et composes, dn mélange de>

sons, de la possibilité ([n'ils se lépaiident dans le même espace

sans .se tronhler, e! démontre rii^oiirensemenl la iK-iu-ration de><

sons liarmoni(|nes; il annonce enlin (|iie son Itnl est de détruire le.-.

préjnt^és de ceiiv (|ni donlent encore si les Matheinatiqnes ponironl

jamais ])oi'leî- de vraies lumières dans la Pin si(|iie.

Si lions axons donne ta.nt d'étendne à revtia.it de i-e Mémoire,

(•"est (pi'il est le premiei- par le(|nel I ,ai;,ranij';e se soit l'ait eoiiiiailre ;

si l'analvse en est dn i^cnre le pins Iranseendanl , l'objel du iTioiiis

a qiiel(|np chose de sensihle. il rappelle des noms et des faits (|(ii

ne sont point étrangers à la plupart de nos aiiditem-s : c fs! (|n il

est snrprenant (|iéiin j)areil début soit celui d nn jenne lioinnu

qni, s'emparant d'im sujet ti'aité par New ton, Taxlor, Bernoiilli.

d'.Alenibert et Euler, parait tout à conj) an milieu de ces i;rands

Géomètres comme leur éii,al, comme nn arbitre cpii, ponr l'aire

ces.ser nne hilte diflicile, lenr montre à chacun en (|noi ils ont rai-

son, en (|noi ils se sont trompés, les jni;(', les reroriiie. et lent

donne la véritable solntion (pi'ils ont entrexne sans \ [loiixoii

atteindre.

Mais (|nel(|ue solides et (|nel(|ne bien fondés ([iie lui ])aiaissenl

ses calculs, lanlenr avoue ([iiiis ne rendent (|ii'imparf'aitement

raison des phénomènes observés, en ce (|ni concerne la théorie (le>
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iiistriiiiients à vent, l;i l;ui;eiir et la position de leurs trous, et la

vitesse du sou eu i^éuéral; il est probable, eu effet, que daus ces*

instruments surtout. 1 air ne doit plus être eonsidéré comme divisé

en lii;nes droites; niais au UKjius la solution explique la fameuse

expérierice de Martini, si 1 on admet (jiie ee célèbre Professeur a

pu se tromper en mettant l'octave à la place du son véritable <ju'il

entendait.

Euler sentit le mérite de la nouvelle méthode, qu'il prit pom*

l'objet de ses méditations les plus profondes; d'Alembert ne se

leiidit pas. Dans ses lettres particulières, comme dans ses Mémoires

imprimés, il proposait de nombreuses objections, auxquelles

Tjagrani^e a répondu depuis, mais (|ui peuvent au moins laisser

<"e doute : Comment, dans une science à la([uelle on accorde uni-

\ersellement le mérite de lexactitude, se peut-il que des génies

(lu premier ordre soient divisés entre eux et puissent dis]iutei'

loni^femps? C'est (|ue, dans les problèmes de ce i;enre, dont les

solutions ne peuvent être soumises à l'épreuve d une expérience

directe, outre la ijartie du calcul qui est assujettie à des lois rii>ou-

leuses et sur lesquelles il n'est pas possible d'avoir deux avis, il v

a toujours une partie métaphvsique (jiii laisse du doute et de 1 obs-

curité. Ci'est ({ue, dans les calculs mêmes, les Géomètres se con-

tentent souvent d indi(juer la marche des démonstrations. (|irils

suppriment des (h-veloppements qui ne sont pas toujours aussi

superflus qu'ils l'ont pensé, (|ue le soin de remplir ces lacunes

exigerait un travail que l'auteur seul a le courage d'entreprendre,

et qu'enfin lui-même, entraîné par son sujet et par l'habitude qu'il

a acquise, se permet de franchir des idées intermédiaires, et devine

son éfjuation délinitive, au lieu d v arriver pas à pas avec une

attention qui é\ itérait toute méprise; c'est ainsi que des calcula-
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leurs |)liis liiiiidcs rclcvciil (|iicl(|iicl(>is dc^ criciiis dans lcs()ii-

vrages ddu lùilrr, d'iiii d Mcmlicil on d nn liai^iaii^c, cl <• i-sl

ainsi (|nc de lrt'S-i;ian(ls i;('nics pcnvcnl ne [)as s accorder font

d ahord, lanle (\c s cire Ins a\cc assez, datlention |)onr se Itien

conipreiidrc.

La |ii'cniici-e rrponse d l'.nlcr Int de faire associei' l.a^ran^c ;i

l'Acadcniie de lîerini. I",n Ini annonçant celte nonnnation, le 9. oe-

tol)re 17 )<), il Ini disait : / dire saliilioii du i)r<>l>lrinc des isoprri-

nù'lics lie laisse iicii à (Irsircf, et je ilic rri<>nis (jiic ce siijvt , dont

je ni'étdis prcsijuc .seul occupé depuis les pi-ciiiieres leiil(ili\'cs.

(til été parlé par nuis dii plus haut dci^ré rie pei'/eefio//. /. inip'ii-

la/iee de lu iiuiliéic ni'u creité à eu tracée, à l'aide de ras luuiières,

une solution aiiul) tiipie à laij/ielle p' lie doniierui uiieiine piihlicité

jiisipi'a ce ipie ruius-nie'iiie ayez piihlié lu suite de vos reclierclies,

pour ne vous enlever uneiine part le de la v:loire (jiii vous est due.

Si ces j)roc(''(lcs délicats et ces l!'in<)ij4'nai;('s de la pins liante

estime (le\aicnl llatter 1111 |enne lionime (jiii n axait pas \ini;t-

i|iiatre ans, ils ne font pas moins d honneur an i;rand homme (|ni.

tenant alors le sceptre des Mathemati(|nes, sait accneillir ainsi

!( )n\ rai;c (|m lin montre son sncccssenr.

Mais ces flottes sont consii;nés dans \\\\v lettre; on ])onrrait

ci'oire (|iie le j;rand et l»on lùiler a pu se laisser aller ;i f[ncl(|n'niie

de ces exagérations (|iie |)erinel le st\le épistolaire: voNons donc

comment il s'est ensuite exprimé dans la dissertation ipie >a lellic

amion(;ait. Kn voici le déhnt :

Aprhs m' être loni;;teiiips et inutilement futit^ué a chercher cette

intéiirale (postcjnam diii et ninitnm desndassem. . . iiec( jnic([nam

iiKpiisivissem), ip/el a été mon éloiinement ipenitiis ol)stii|)iii >

lorsijiie fui appris ipic dans les Mémoires de rnrin le prohll'nic
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se trouvait résolu avec autant de facilité (jue de bonheur. Cette

belle découverte nia causé (Fautant plus (Tadmiration qu'elle est

plus différente des méthodes (jue f avais données et (pi elle les sur-

passc considéicibleinent en simplicité. C'est ainsi f[irEiiler com-

mence le -Mémoire dans lequel il expose, avec sa lucidité ordi-

naire, les fondements de la méthode de son jeune lival, et la théorie

de ce nouveau calcul, qu'il a nommé le ccdcul des variations.

Pour renthe plus sensibles tous les motifs différents qui avaient

fiiit naître cette admiration qn'Euler témoignait avec une si noble

franchise, il ne sera pas inutile de remonter à l'origine des recher-

ches diverses de T^agrange, telle qu'il la donnée lui-même deux

jours avant sa mort.

Les premières tentatives pour déterminer le ma.rimum et le

minimuni dans toutes les formules intégrales indéfinies avaient été

faites à l'occasion de la courbe de la plus vite descente et des iso-

périmètres de Bernoulli. Euler les avait ramenées à \\n^ méthode

générale, dans un ouvrage original, oit brille partout uneprof'omle

science de calcul; mais (piebpie ingénieuse (pie fût sa méthode,

elle n avait pas toute la. simplicité (ju'on peut désirer dcuis un ou-

vrage de pure analyse. 1 /auteur eu con\enait lui-même; il cro\ait

apercevoir la nécessité d'une démonstration indépendante de la

Géométrie et de l\J/ialysc (*).

Dans un Appendice qui est à la (in du volume, et ([ui a pour

titre : Du nn>nvement des projectiles dans un nulieii non résistant,

il paraît entièrement se défier des ressources de l'Analyse, et ter-

mine en disant : Si mou jjrincipe (c'est celui que Lagrange a nommé

depuis le principe de la moindre action) n'est pas suffisamment

(') Dcsideraliii iinijuc iiiethnclu.i n /esnlutioiie gcniiwtricâ et lincciri lilrrn, c/"« paircil loin

Pdp icribi pnssr — Pdp. C est ce que Lagrange di'montra par le rnlriil des rnriiitions.
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(lémonlic, comme << pciKhiiit il est coiijniinc a la véritr, je ne ditidc

pas (111(111 moyen des pinieipes d' une soiiie nu'ldpliysuiue on ne

puisse lui donner la plus 'jurande (vnlenve, et j en laisse le soin a

eeii.e ipii J'oni leur ('lai de la nn''laphysi(pic.

Cet appel. aii(|ii('l ii ont pas n|)()iHlii les iiK'Iaplixsiciciis. fut

<'iitcii(lii |)ar I ,ai;raiii;(', dont II excita I eniiilatioii. l'.ii peu de

temps le |eiiiie lioiiime lioiixa la solution dont ImiIci' axait deses-

péré, il la tionva pai- lAnaKse, et. en rendant compte de la \()ie

(|iii I a\ait condnil à cette (lécon\ eite. il dit expressément, et pom

i'e|tondre an donle dlùiler, (|ii il la i('i;ar(le, non comme nn prin-

cipe metapli\si(|ne. mais comme (m résnltal necessaiic des lois de

la Méeani(pie, comme nn simple corollaire d une loi jilns i^cncrale

dont il a lait depuis la hase de sa MieanUpie analylKpie . (/ oyez

eet()nvrai;e, paL;c y/iG de la seconde édition, on i<S() de la pre-

mière.)

Cette noble cmiilalion (|iii I excitait à triompher des ditliciillés

regardées comme insniinontahles, à rectifier on compléter les

théoiies l'cstces imparfaites, parait a\oir constamment diriiié

-M. I.ai;iani;c dans le choix de ses sn|ets.

D'Alemhert avait crn <|n il était impossible de sonmettre an

calcul les mou\ements d nn lliiide enferme dans nn \ase. si ce

vaseii'axait une certaine lii;nre; Lai^raiii^e démontre, an contraire,

(piil ne saurait ^ a\oir- de dit'licnlté «|ne dans le cas oii le fluide

se diviserait en {)lusieius niasses; mais alors on pourra déter-

miner les endroits ou le fluide doit se dixiser en pln.sienrs por-

tions, dont on déterminera les moin emeuts comme si elles étaient

isolées.

D \leinl)ert avait pensé (]ue dans \\\\v masse fhiide, telle (|ne li!

'I eri-e axait pu lètre ;i lOrii^ine, il n'était pas nécessaire <|ue les
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différentes couches fussent de niveau; Lagrange fait voir que les

écjuations de d'Alembert ne sont elles-mêmes que celles des cou-

ches de niveau.

En combattant d'Alembert avec tous les égards dus à un Géo-

mètre de cet ordre, il emploie souvent de fort beaux théorèmes

qu'il doit à son adversaire; d'Aleml)ert, de son côté, ajoute aux

recherches de Lagrange. « Aotre prolîlème m'a paru si beau, lui

écrivait-il, (|iie j'en ai cherché une autre solution; j'ai trouvé une

méthode plus simple pom- ar^^ er à votre élégante formule. » Ces

exemples, ([u'il serait aisé de nuiltiplier, prouvent avec quelle

aménité correspondaient ces rivaux célèbres qui, se mesurant sans

cesse, vaincus comme vainqueius, trouvaient à chaque instant,

dans leurs discussions mêmes, des raisons pour s'estimer (la\an-

tage, et ménageaient à leur antagoniste les occasions qui devaient

le conduire à de nouveaux triomphes.

L'Académie des Sciences de Paris avait proposé pour le sujet

diin de ses prix la théorie de la libration de la Lime, c'est-à-dire

qu'elle demandait la cause qui foit que la Lune, en tournant au-

tour de la Terre, lui montre toujours cependant la même face, à

la réserve tle ([uelques variations observées par les Astronomes et

dont Cassini L' avait fort bien expliqué le mécanisme. Il s'agissait

de trouver les moyens de calculer ces phénomènes et de les dé-

duire analyti(fuement du principe de la gravitation universelle. In

pareil choix était un appel au génie de Lagrange, une occasion

(|ni lui était offerte d'appliquer ses principes et ses découvertes

analvti(|ues. î/attente de d'Alembert ne fut point trompée; la

pièce de liagrange est un de ses ])lns beaux titres de gloire; on y

voit les premiers développements de ses idées et le germe de la

Mécanique analvtique. D'Alemliert lui écrivait : Tai lit avec autant
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(hpUtisir (jiic (le iiiiiT votre Ixllc pircc sur ht Uhratioii, .si (Hi^nc

(lu pri.v (fil Clic (I r(iup(tit(''.

(\v succès inspira a I Acadciiiic la coiiliaiicc de proposer la

théorie des salellites de Jiipiler. l'.iilei', (>lairaiit et d Meinherl

s'étaient exercés sni' le pruMcme des trois corps à I occasion des

inoiix enients de la lame. I>aill\ ap|)li(|nait alors la théorie Av

(jlairaiit an ])rol)lènie des satellites; elle le conduisait à des rcsnl-

lals {|cj;i loit intéressants, mais cette llieoiie était iiisiiriisante; la

Teri'e II a (|n une Lnne. .Inpiler en a (|iiatre. (|iii doneiit coiiti-

nnellemenl se tronhlcr cl se déraiii^er rcci|)ro(|iiemeiit dans leiir>

marches; le ])rol)lème était <'ehii des six coips, le Soleil. Jupiter et

les (|natre lames. M. l/ai;rani;(' attacpia de Iront la diriicnlté, en

triompha lieiirensement , dé'inontia la eanse des inei;alites obser-

vées ])ar les Astronomes, en in(li(|iia (|nel(|nes antres tiop laihles

poiii- a\oii' été démêlées par les observations. I ,a l)ric\ ele du temps

fixé pour le concours, rimiiH'iisité des calculs, soit anal\ ti(pies,

soit iinnuri(|nes, ne peiinit pas (|ne la matière tVit entiéreiiieiit

épui.sée dans nii |»reniier Mémoire; TAntenr en a\erlit Ini-mème.

])rometlant des recherches ultérieures aii\(|iielles d antres travaux .

plus de son i;onl peut-être, rem])èehèreut tonionisdese livrer.

\ iiii;t-(|uatre ans après, M. le Comte l-aplaee re|)ril cette tluM)rie

(lil'licile, \ lit des découvertes intéressantes (|ni la eomplctèrent et

mirent les Astronomes en état de bannir tout eni])irisuie de leurs

Tables.

\ <'rs le même temps, un jiroblèiiie diin tout anti'c i;('nre attirait

Tatteutiou de M. I vagran^e. i'eruiat, I un des ])lns i^rands (ico-

mètres de la France et de son temps, avait laissé, sm- les i)i-o-

pri(''t('"s des nombres, des théorèmes extrêmement renianjiiables.

anxf|uels peut-être il était arrive |)ar voie dinduction, mais dont
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il iuair promis des démonstrations qu'on n'a point trouvées à sa

mort, soit fju'il les eût supprimées comme insuffisantes, soit par

toute auti'e eause difficile à deviner : ces théorèmes, au reste,

pourraient paraître plus curieux qu'utiles; mais on sait (|ue la

difficulté est un attrait pour tous les hommes, et surtout pour les

(Géomètres. Sans un pareil attrait, croit-on qu'ils eussent mis tant

d'importance aux problèmes de la brachistochrone, des isopéri-

mètres et des trajectoires orthogonales? Non sans dovite : ils vou-

laient t'réer la science du calcul, inventer ou perfectionner des

méthodes fjui ne pouvaient manquer de trouver un jour des appli-

cations utiles ; dans cette vue ils s'attachaient à la première f[ues-

tionqui exigeait l'emploi de ressources nouvelles.

Ce fut pour eux une l)ien bonne fortime que le système du

monde, découvert par New ton. Jamais l'Analyse transcendante ne

pouvait trouver un sujet plus digne et plus grand; quelques pro-

grès qu'on y fasse, le premier inventeui* conservera son rang;

aussi M. Lagrange, qui le citait souvent comme le plus grand

génie f[ui eût jamais existé, ajoutait-il aussitôt: et le plus heureux;

on ne fiouve (jiiune fois un système du monde à établir. Il a fallu

cent ans de travaux et de découvertes pour élever l'édifice dont

Newton avait posé les fondements, mais on lui tient compte de

tout, et l'on suppose qu'il a parcouru en entier la carrière qu'il

avait ouverte avec un éclat qui a dû encourager ses successeurs.

Beaucoup de Géomètres, sans doute, s'étaient exercés sur les

théorèmes de Fermât; aucun n'avait réussi. Euler seul avait fait

quelques pas dans cette route difficile oii se sont depuis signalés

M. Legendre et M. Gauss. M. liagrange, en démontrant ou recti-

fiant (|uelques aperçus d' Euler, résolut un problème qui paraît

être la clef de tous les autres, et dont il lit découler un résultat
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utile, fCst-a-dirc la icsoiiitioii complclc des «(juatioii^ du >c(r)iid

dei^ré à deux incoimiic^i t|iii doixciit ctic des nombres erl^i('l•^. (le

Mémoiic, iiiipriiiié eoiiime les piécedeiits |)aiiiii eeii\ de 1 \(a-

déinie de I iiriii, est (•ejx'iidanl date de lîerliii. le uo sepfeiii-

l)i'e ijGS. dette date nous indi(|ne ini des événements si |)en

nombreux (jui ont tail (jiie la \ ie de NI. Lai;;rani;e n est pas tonte

dans ses ( )ii\ raines.

Le séjour de lutin ne lui pUiisfilt i(itèrr, il n'y voyait alors

personne (j(ti cultivât les ]/nt/u'/nafi<jues uvee (juehjue surcl's; il

était impatient cle voir les savants de Paiis avec lescpiels d était in

correspondance. M. de ( -aiaecioli, a\ee lecpiel il \i\ait dans la pln>

grande intimité, venait d être nomme à 1 ambassade d Angleterre,

el dr\ait passer par Paris, oîi même il jirojetait de taire (|nel(|iie

séjoni'. Il proposa ee xovai^eà M. Laii^rani^e, ([ni v consentit a\ee

joie, et tnt aeeneilli comme il a\ait droit de s"\ attendre ])ar

d'Alembert, Claiiant. (".ondorcet. Fontaine. Nollet. Marie et

antres sa\ants. Tomlié dani-crensement malath' à la snite d nn

diner où Nollet ne lui avait tait servir (jue des mets pi-epai'és à

litaliemie. il ne ])nt snixi'cà Londres son ami. (|ni re(;nt inopiné--

nient Tordre de se rendre à son jioste. et tnt ol)lii;é' de le laisseï'

(lan> nn liolel uarni. anx soins dnn liomme de eontiance eliariie

de ponix oii' à toni

.

Cet incident changea ses projets; il ne soni^ea plus qu'à i«'toin-

ner à Turin. II s\ lixiail aux Matliématitpies avec une nonvelK'

ardeur, (juand il apprit (|ue 1' \eademie de lierlin était menacée de

perdre Enler, ([ui soni;('ait à retournera Pétersbouri;. IV Alembert

parle de ce projet d'Huler dans une lettre à ^ oltaire. le 5 mars i -6():

J'en serais fâché, ajoute-t-il. c'est tiii homme peu amusant, mais

un très-iiiarul (îéomètre. Peu importait à d'Alembert (|ue Vhomme
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peu (iiinisant s'éloii;nàt tie Paris de 7 degrés vers le pùle; il pouvait

lire les Ouvrages du grand Géomètre dans le Recueil de Péters-

l)()ing aussi bien que dans celui de Berlin. Ce qui fâchait d'Alem-

hert, c'était la crainte de se voir appelé à le remplacer, et l'em-

harias de répondre à des offres qu'il était bien i-ésolu de ne point

accepter. Frédéric, en effet, proposa de nouveau à tl'Aleinbert la

place de Président de son Académie, qu'il lui tenait en réserve

depuis la mort de Maujiertuis. D'Alembert lui suggéra l'idée de

mettre Lagrange à la place d'Euler, et, si nous en croyons V His-

toire secrète de la cour de Berlin, tome II, page 474 1 Euler avait

déjit désigné Lagrange connue le seul Itouniie capable de nuirclier

sur sa ligne. Et en effet, il était naturel qii'Euler, qui voulait

obtenir la permission de cjuitter Berlin, et d'Alembert, qui cher-

chait MU prétexte pour n'y point aller, eussent tous deux, sans

s'être rien communiqué, jeté les veux sur l'homme le plus propre

à entretenir cet éclat que les travaux d'Euler avaient répandu siu-

l'Académie de Prusse.

M. Lagrange fut agréé ; il reçut un traitement de i 5oo écus de

Prusse, environ 6000 de notre monnaie, avec le titre de Directeur

de l'Académie pocu" les Sciences phvsico-mathématif|ues. On peut

être étonné ([u'Euler et Lagrange, mis successivement à la place

de Maupertuis, n'aient obtenu f[ue la moitié de l'héritage que le

Roi voulait domier tout entier à d'Alembert; c'est que ce Prince,

qui dans ses loisirs cultivait la poésie et les arts, n'avait aucune

idée des Sciences, ([u'il se croyait cependant obligé de protéger

comme Roi: c'est qu'il faisait au fond assez peu de cas de la Géo-

métrie, contre laf[uelle il envoyait trois pages de vers à d'Alem-

bert même, qui différait de lui répondre jusqu'à la lin du siège de

Scln\ eidnit/.. par la raison (|ue ce serait tro[) d'avoir ci l(( foiss
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l\ hilriclic et l(( (iroiin'lrir \///- les liras; et (|u Cutin. irial^ri' I iiii-

mciisc rc|)iil:ili()ii (I ImiIci', ou xoiI, ])ar la (•onf'-.pdndaiicc a\cc

Voltaire, (|tK' J'iccK-iic ne le dcsii^iiait ([iic par la (|iialili{'ali<)ti de

son (î/'o/f/rfrc hors^/ic, doiil les oreilles ne sont pus Jailes pour

sentir les (léliealesses de l<i poésie ; à (|iioi \ oitairc a|oiito : .\()iis

sommes un petit nombre <l ddeptes ([iii nous y eonmiissons, le reste

est projnne; |-('iiiar(|iic plus spiritdt'llc (|iic |iistc. et (|ii l'Jilcr. en

parlant de la (jéoniétrie, aurait pu, avec tant d avantai;*'. rétoi'-

(|nci' cotilrc \ ollaire t't l'rédcrif. ( )n \oit l)i<'ii (|nc \ oitairc. (|iii

a\ail si dii;iicni('nt loue Newton, cherche en cet endroit à ilatter

Krcdcric; il tMitic |)ar complaisance dans les idées dn Prince. (|ni

ne voulait mettre à la tète de son Académie (pinn sa\ant ()ni aniait

an moins (|iiel(|nes litres en littérature, dans la crainte (|u'nn ( "«éo-

mètre ne mît pas assez, d intérêt à la direction des tra\an\ litté-

raires, et (|n un littérateur ne fut encore pins déplace à la tète

d'une société composée eu partie de savants dont il u entendrait

j)as même la laui;ue; il avait donc raison de (li\iser la place pour

(pi'elle lût complètement remplie.

M. Jiagraui;e prit possession le (i iiovemhi-e i,7(")(J. Le ])roccs-

verbal (pii eu t'ait mention lui donne le nom de l>ai;rani;e-'roui--

nier. // munt été bien reçu par le Roi, mais il s'opèrent bie/itdt (pie

les .Jlleiminds n\iimenl pas <pie les étrinii^ers viennent oeeiiper

des i>l(iecs dons leur pins; il se mit ci bien étudier leur liingne; il

ne s'oeciipii sérieusement que de ]/<it/it'niiiti(jiies ; il ne se troiH'o

sur le e/i( iiii/i de personne, parce ijii'il ne demandait rien, et /orra

bientôt les .allemands à lui accorder leur estime. Le lloi me traitait

bien, a-t-il dit lui-même, je crois ipi' il me préférait à Eiilcr, <]iii

était lin peu dévot, tandis ijnc moi je restais étrani;er a toute dis-

cussion sur le culte, et ne contrariais les oj)inions de personne.



XXIV NOTICE SUR LV ME ET LES OUVRAGES

Cette réserve prudente, en le privant des avantages d'une faniilia-

lité honorable, ([iii n'eût pas été sans quelques inconvénients, lui

laissait tout son temps pour ses travaux mathématiques, qui ne

lui avaient attiré jusque-là (|ue les éloges les plus flatteurs et les

))lus unanimes. Une seule fois ce concert de louanges fut troublé.

Un Géomètre français, qui réunissait à beaucoup de sagacité un

amour-propre plus grand encore, et ne se donnait guère la peine

d'étudier les Ou \ rages des autres, accusa M. Lagrange de x'étre

é^aré dans la iioiivelle route qu'il avait tracée, faute cVcn avoir

hien entendu la théorie; il lui reprochait de s être trompé dans ses

assertions et ses calculs. Lagrange, dans sa réponse, montre quel-

que étonnement de ces expressions peu obligeantes, auxquelles il

était si peu accoutumé; il s'attendait au moins à les voir motivées

sur (juelqnes raisons bonnes ou nuiuvaises. ]Mais il n'en trou^ait

d'aucun genre. Il fait voir que la solution proposée par Fontaine

était incomplète et illusoire ii certains égards. Fontaine s'était

vanté d'avoir appris aux Géomètres les conditions qui rendent

possiljle l'intégration des équations différentielles à trois variables ;

Lagrange lui fait \oir, par plusieurs citations, que ces conditions

étaient connues des Géomètres longtemps avant que Fontaine fût

en état de les leur enseigner. 11 ne nie pas, au reste, que Fontaine

n'ait pu trouver ces théorèmes de lui-même; du nuùus je suis

persuadé, ajoutait-ii, (péil était aussi eu état que personue de les

trouver.

C'est avec ces égards et cette modération qu'il répond à l'agres-

seur. Condorcet, dans l'Éloge de Fontaine, à l'occasion de cette

dispute, est obligé d'avouer que son confrère s'y était écarté de

cette politesse d'usage, dont jamais il n'est permis de se dispenser,

mais qu'il crovait peut-être moins nécessaire avec des adversaires
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illii>tr('s et dont la L;l<)ii<' il ;i\ait |);is besoin de ces petits nicnai-e-

inents. On seul rc (|iic \aiit (cttc cvciise, siirtont ([iiand ou la

présent'' en tavenid nii lioinnic (|ni. de son propre aveu, s appli-

(juait à étudier l<i vanitr des (iiitvcs pour ht l>k's.scr dans l'ticcd.sioii.

Il faut convenir an nioin> (|nc cclni (|ni s est \ n atta(|Uf de cette

manière (|nan(l il avait raison, et (|ni a su conseiv ei- cette politesse

avec nn adversaire (|ni s'en était dispensé, s"est ac(|!iis iin double

avantai^e sur celui dont il a d'ailleurs v ictoriensenieiit repoussé les

attaques imprudentes.

On u attend pas de nous (|ue nous suivions |jas à pas M. La-

i;ran^(' dans les savantes reclicrclies dont il a rempli les Mrinoires

de licrliii, et uieiiic (|ucl(|ues volumes de 1 Académie de I uiin.

(|ni lui (levait à tous ei;ards son existence. Mais nous ne pouvons

nous disjienser d indi(|ner, au moins en peu de mots, ce (|u elles

renteimeut de |)lus remar(|ualjle. Nous citerons :

Un grand Mémoire oii Ton trouve la démonstration d'une pro-

position curieuse ([u'Kuler n avait pu se démontrer, une nouvelle

extension donnée à ce théorème et des preuves directes de plu-

sieurs ant-res propositions. au\(|iielles Euler n était parvenu (|ue

par voie d induction: et tians le(|uel, après avoir enriclii 1 Anaivsc

de niopliante et de Fermât. 1 \uteiir passe à la théorie des é(jua-

tions aux ilifïérences partielles, e\pli(|ue un paradoxe siuiiuliei

i'emar(|ué par Euler, fait connaitre une classe entière d"(''t|natioiis

dont on n avait (jue quehpies exemples isolés, fait eutièreuicut dis-

paraître le paradoxe en montrant à quoi tiennent, et I intéi^rale

complète de ces écjuations. et la solution sini;ulière (|ui u est pas

comj)rise dans cette intéji,Tale.

Lue Formule j)onr le retour des séries, remar(|ual)le par sa gé-

néialitc et la >iui|)licitt- de la loi. dont il fait une application lieii-

1. . d
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rense au problème de Kepler, et par là parvient à rendre sensible

la convergence de l'expression analytique de l'équation du centre,

convergence qu'on avait toujours supposée sans pouvoii- se la dé-

montrer.

Uji Mémoire important sur la résolution des équations numé-

riques, contenant aussi des remarques neuves sur celle des équa-

tions algébriques. Ce travail a servi de base au Traité qu'il a depuis

publié sous le même titre, et dont il a donné deux éditions.

Un autre Mémoire, non moins important et plus neuf encore,

oii il ramène à des opérations purement algébriques tous les pro-

cédés des Calculs différentiel et intégral, qu'il dégage de toute

idée d'infiniment petits, de fluxions, de limites et d'évanouissantes,

et démontre la légitimité des abréviations que l'on se permet dans

ces deux Calculs, qu'il délivre aussi de toutes les difficultés, de

tous les paradoxes (jui avaient pris naissance dans une métaphy-

sique imparfaite et suspecte.

La démonstration iVun théorème curieux sur les nombres pre-

miers, démonstration ([ue persoime encore n'avait pu trouver et

qui était d'autant plus difficile, ([u'on ne sait comment exprimer

algébriquement les propositions de cette espèce.

L'intégration des différences partielles du premier ordre, pai'

un principe fécond qui suffit pour la plupart des cas on cette

intégration est possible.

Une solution purement analyticjue du problème de la rotation

d'ini corps de figiu-e quelconque, dont il parvint enfin à siu-monter

les difficultés qui l'avaient longtemps arrêté, mais sur lequel les

Géomètres paraissaient attendre avec curiosité quelques dévelop-

pements ultérieurs qu'ils espéraient trouver dans le second volume

de sa nouvelle Mécanique (nuilytiqiie.
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IMiisiciirs Mt'iiioires sur- la théorie oitsciiic et diflicile des ])iol)a-

hilitcs, oii I On adiiiire I iiitei;rale (|iii en lait la hase, le nombre et

I importance des problèmes (|n('lle résont; 1 application <|ne F An-

l<'ni' en lait à la (|nestion. (|iii revient elia(|ne jom- en Astronomie,

(In deiiic' de eonllance (|iie Idn peut aecfn'dei' an l'esnltat nio\en

d nn Liiand nombre d Observations, et oii se tron\ e celte remar(|ne

sinjinlicre et si favorable an\ cercles de borda. (|ne cliaiim des

nombres pairs lemporte snr le nombre im|)air immi'diatement

snpérienr jionr la ])roI)ai)ilité, (|ne lOrrem- sera comprise dans

certaines limites: M. le (lomte I aplace avait de son cote fraxaillé

snr la même llicoiie. M. I;ai;'rani;;e la re])rend à son tonr par des

mo\ens ([ni sCtendeiit an\ e<]nations de tons les ordres doiil ils

donnent les intés^rales finies, et (|ni facilitent dans Ions les cas la

détermination des fonctions arbitraires.

Maclanrni a\ail traite ii la manière des anciens I atliaclion des

spliéroides ellipti(|nes, et Ijai^range jni;eait ce tiavail com])arable

à tont ce (|n Arcliimède a laisse de plus inj^énienv et de pins bean :

il montre ensnile (|ne I AnaKse pent traiter <(• snjet diflicile a\('c

le même snccès; il v rcnssit, mais il s arrête an même point (|ne le

(jéomètre ani;lais. _M. T,ei;;endre et M. I -aplace ont (le])nis ètc" ])lns

loin. AJi'.is tont récemment M . I\ or^ \ ient de nons monticr (|ii mie

considi'-ration extrêmement simple |)ent rendre imitiles beanconj)

de calcnls, atteindre même à des théorèmes an\f|nels les calcnls

les pins prolixes ne conduisent <|ne bien difficilement. Antrefois

les Géomètres, dans cha(|ne (jnestion. s attachaient tlaboid à ti'on-

ver ces apercns. (pii penvent les simplifier on les ramener à des

questions déjà résolnes. ai)rci;er ainsi les calcnls on les rendre

même entièrement inntiles. Depnis la déconxcrtc i\i\ (^alcnl infi-

nitésimal, la facilité, rnnivei'salité de la méthode, (|iii sonxent
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dispense le calculateur d'avoir du génie, a foit (jue dans les cas

])liis difficiles on s'est appliqué principalement à perfectionner

l'instrument universel. ^lais aujourd'hui que les ressources de ce

genre paraissent entièrement épuisées par les travaux d Euler, de

Lagrange et de leurs dignes émules, il serait temps peut-être de

revenir à l'ancienne méthode, et d'imiter D. Bernoulli. que

Condorcet a loué de s'être montré sobre de calculs. Lagrange a

fait \)]us habituellement lui autre usage de ses sublimes talents; il

tire tout de l'Analyse. Il est pourtant plus vrai de dire qu'il a

réuni au plus haut degré l'une et l'autre méthode ; la preuve en

est dans le Calcul des variations, auquel ne peut se comparer, ni

pour la gi-andeur, ni poui- l'universahté, aucune des idées les plus

heineuses des autres Géomètres ; mais s il est question rie ces aper-

<;us ingénieux, dont tout l'avantage se borne à simplifier une

(juestion unique, c'est ainsi que dès les premiers pas il avait ramené

les phénomènes du son à la théorie des cordes vibrantes, et c'est

encore ainsi que dans le dernier travail qu'il a présenté à la Classe,

il était parvenu à simplifier singulièrement sa théorie des variations

des éléments des planètes, et à fiiire de sa solution une méthode

générale pour tous les proljlèmes de Mécanique où les forces per-

turl)atrices sont peu considérables en comparaison des forces prin-

cipales. Mais si le plus souvent on lui voit foire les plus heureux

efforts pour générahser une solution, pour épuiser un sujet, quel-

quefois aussi on le voit se créer des difficultés où il n'en existait

aucune, et appliquer ses méthodes adroites et sa\antes à la solu-

tion de problèmes élémentaires qui n'exigeaient (lu'une construc-

tion du genre le plus simple.

C'est ainsi (]u";i l'occasion du dernier passage de Vénus, il traite

analvtir[uemeut les courbes d'entrée et de sortie pour les diffé-
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rents pays de la Terre. Mais poui' par\<'iiii' li la solulion tits-raci!*'

<t iiirdiocrenieiit exacte donnée par Delilleel Lalaiide, il est ohjii^é

(1 <'iii|)l()\ei' sueeessiveiiieiil des ressources dctoiiiincs. des reiiiar-

([iies pleines de linesse, de faire subir à ses coordonnées nombre

de (ransforniations, tandis (|ue |tar un calcul trii;()ii<iiNririi|iic de

(|n(l(|ii(s lii;ues, on aiiixc à nue Inrninlf pins complète où se

trouvent des leiiues néi-lii^és par La|j;raiii;c' et (|ui. bien (|ue fort

petits, ne son! pas absolument insensibles, \\onons pouitaut

(|u'il sait tirer de sa formule, poni- calculer la parallavedn Soleil,

nu paiti très-a\antagenx, (|ue n avaient apercn ni Dilillc, ni

l-alantle, mais (pu découle avec bien plus de focilitc (\i\ calcul tri-

fi,ononiétri(pie. Ajoutons (Mieore (|ue ce Mémoire, qui m axait cte

totalement inconnu |us(|irau moment oîi
j
ai dû lire tout ce qui

était sorti de sa pinme, paraît avoir servi ii (|ucl(|nes Astronomes

modernes |)onr établir des niétiiodes <|n"ils setToiceut d accré-

diter, et (pie Laj^ran{i;e y donne le premier exem[)le im peu cleudii

d'un |)roblème élémentaire d'Astronomie résolu par la méthode

des trois coordonnées rectani;nlaires, (|ui est dun si i^iaiid et si

indispensable usai^e dans F Astronomie transcendante.

Il lit depuis ime tentative semblable pour le problème des

éclipses; il trouvait (pie les méthodes (piehpiefois ])roli\es de

Duséjonr n'avaient ni la simplicité, ni la facilité (|n'on a droit

d'attendre de l'état actuel de l'Analvsc. Il développe dans ce tra-

vail tontes ses ressources et tonte son adresse; la lecture de son

Mémoire est singnlièrenient attachante, pour un Astronome (pii

n'a encore ancune idée de ces méthodes. Je n'ai point oublié reflet

(|n'il produisit sur moi, il \ a près de trente ans. (|nand jeu lis la

première lecture
;
je me rappelle encore avec (|nels éloges, (pickpics

aniK-es après, M. Oriani me parlait de ce travail; mais (|n()i(|uc
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l'Auteur ait tâché d'en faciliter la partie pratique, à l'aide de Tables

iui^énieuses, on ne voit pas que les Astronomes aient adopté cette

méthode qui, commençant par les formules les plus directes, les

plus rigoureuses et les plus propres, en apparence, à se plier à

tous les cas, se termine cependant en une formule approximative

et, qui plus est, indirecte.

Un autre essai du même genre n'a pas été plus heureux, parce

c|ue le succès était impossible; le problème était trop simple : il

s'agissait de trouver la différence entre les longitudes héliocen-

trique et géométrique d une planète supérieure. L'Anteur v pai-

vient par des artifices de calculs assez remarquables, mais la solu-

tion est foit incommode, malgré l'élégance de la formule.

Parmi ces jeux de son génie qui cherchait des difficultés pour

mieux montrer sa foice, se rangerait encore le Mémoire on il

indif[ue les moyens de construire les Tables astronomiques, d'après

une suite d'observations, et sans connaître la loi des movivements

célestes. C'est le problème que résolvaient de tout temps les Astro-

nomes, par les voies les pins élémentaires. Les moyens de Lagrange

sont plus analvtiques et pins savants; mais dans l'exemple même

(|u'il a choisi, et qui est des plus simples, il est permis de douter

que les movens qu'il emploie soient les plus sûrs et les plus faciles.

Sans doute il n'a voulu que nous montrer les ressources qu'on eût

trouvées dans l'Analyse, si Kepler et Newton ne nous avaient

dévoilé le système du monde et les lois d'après lesquelles s'accom-

plissent les mouvements planétaires, car il n'est pas possible

d'imaginer <|u'il ait pu avoir le moindre doute sur cette loi de la

pesanteur universelle dont il avait lui-même donné de si beaux

développements, quoitjue en plusieurs endroits de ses Ouvrages

il ait pris le soin d'établir ses formules pour une loi quelconque



d'attraction , aliii de les rendre indépeiidanle> de tonte lixpo-

tlièse.

Les Géomètres liront a\ee plaisir les Ilcthcrchcs (iiiah tifjiic.s

sur le i/rohirmc des projections. (|ni n axait |aniais été trait(' d Une

manière si i;(''néiale et si complète; les Xstiononies et les Géof^ra-

phes 11 \ tronvci'ont de |)raticalil<' (|ne ce (|irils ;ivaient appris

da\anc(» |)ar des méthodes pins élémentaires. Si ces derniers M('-

moires n'offrent pas d(> résnilats véritahleinent utiles, onlrecpi iK

(onrnissent nne lecture attachante, ils nons doinient encoi-e cet

avis (pii pent avoir des applications frécpientes : c'est (pie les (pies-

fions aisées ne doivent être traitées (pie par des iii()\ens ci^aleiiient

faciles; (pi'il Tant rcsei'x ci ranalxse savante pour les (piestions (pii

exigent ces ii;ran(ls mo\ens, et (pi il ne tiiiil pas ressembler à ce

personnai;e de la Fable, (pii, ponr se dcli\i"er d une pnce. xonlait

emprnnter à .Inpiter sa fondre, on à ilercnle sa niassne.

Il est à croire (pi'en ces occasions (iai;rani;e ne voulait pas

sérionsement proposer an\ Astronomes ces niclliodes pénibles en

place des niovens plus faciles et pins exacts dont ils sont en pos-

session, mais il faisait de ces pioblèiiies faciles, nsnels. et dcja

résoins, le même usage (pi'ont fait d antres analvstes de (piestioii-.

de pure cnri(Jsité, (pii leur fonrnissaient des exemples de calcul et

des occasi(Tns de développer de non\eaii\ artiliccs anaix li(pies,

tonjonrs bons à connaître.

Aliiis lin travail, grand dans son objet, utile par ses applications

coiitiniielles, et digne en tout de son génie, c'est celui dans le(|iiel

il a calculé les changements successifs (jiii s'opèrent dans les dimen-

sions et les positions des orbites planétaires. Tons les ("léomètres.

depuis ^le\^ton, s'étaient occnjxs de ce problème; leurs formules

différentielles, applifjnées snceessivement à ciKupie planète, pou-
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valent, jusqu'à un certain jioint, et pendant un certain temps,

satisfaire aux besoins de l'Astronomie; mais, après quelque inter-

valle, elles se trouvaient insuffisantes, et les calculs étaient à re-

commencer sm- de nouvelles données. JM. Lagrange considère la

([uestion sous un point de vue qui l'embrasse tout entière, et en

permet la solution la plus complète. An lieu de combiner les

oi'bites deux à deux, comme ses prédécesseurs, il les considère

toutes enseml)le, et, quel f[n'en soit le nombre, il parvient à don-

ner à l'équation une forme qui permet l'intégration, en supposant

d'une part le principe fondamental de la gravitation, et de l'autre

les orbites connues, comme elles le sont pour une certaine époque.

Son analyse détermine ce qu'elles ont été, ce qu'elles deviendront

dans tous les siècles passés et futurs. La solution ne laisse rien à

désirer, si ce n'est une connaissance plus exacte de la masse des

planètes qui n ont point de satellites. Mais cette connaissance

même, avec le temps, pourra s'obtenir par ses formules; en atten-

dant, M. Laplace a tiré du travail de M. Lagrange une solution

plus bornée, mais plus facile, et qui, permettant de remontei'

aux premiers temps de l'Astronomie, s'étend dans l'avenir au

même nombre de siècles, c'est-à-dire à 2000 en avant comme en

arrière.

^I. Laplace était par^ enu par induction à ce théorème impor-

tant de l'invariabilité des grands axes et des mouvements moyens,

qui assure la stabilité du svstème planétaire, et dissipe pour tou-

jours la crainte qu'on aurait pu concevoir que les planètes, conti-

nuellement attirées vers le Soleil, ne dussent finir un jour par se

précipiter sur cet astre. M. Lagrange était déjà parvenu à un ré-

sultat du même genre à peu près pour la Lune; on pouvait douter

cependant que la proposition fût vraie en toute rigueur. M. La-
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grange la (Icmoiitic (lircctcmciit <! sans sii|)|)()scr les orhitfs a inii

près circiilaiics, mais en iicgligcaiit les caiivs cl les produits lii-

iiaii'cs (les masses; M. l'oi^soii a depuis ctciidn la drinoiislralitin

an\ (|iiaiitilés du second ordre; il est à ptcsninei (|nClle >, cl» n-

(Irail de même an\ |)ro(lnits de tons les ordres. An l'cste. ce (jni

est (ait snfiit pcuii- nons demonlicr (|ne tonte crainte à cet c;L:ar(l

serait désormais bien lolle cl l)ien cliimciiiine.

La manière ordinaire d intcgrci' les c(|nations des nion\enienls

planétaires a\ail nn incon\ enient (jui rendait les solutions pres(|nc

illnsoir'cs, ceini des arcs de cercle <|ni croîtraient indeliiinnent

avec le li'mps; on était j)ar\enn, en eerlams cas, à se dcharrasser

de ces arcs incommodes. M. 1 ,aplace avait lait en ce gemc des

remar(|nes très-importanles, mais fondées snr ime métapii\si(|ne

tro|) ingéniense pour otl'rir la clartc' d'ime démonstration pure-

ment analyli(|ne; M. i.ai^rangea reconnu (|u en laisanl varier les

constantes arbitraires, suivant les principes emplovés dans la

théorie (les intégrales particnJicies, on pouvait tou|ouis év iter les

ares de cercle dans le calcul des perturbations.

! ,a f|nestion des trajectoires, ou des tamillcs de combes (|ui cou-

pent sous des angles donnés une inlinité d'autres courbes tontes

dn même genre, avait occupé tous les(iéoniètres. depuis Leibnit/

et Hernoulli jus(|n'à Kiilcr, (|ni ])araissait n avoir rien laisse à dé-

sirer snr cette cpiestion. Lagrange en lit une <|nestiou neuve en la

transportant des simples courbes aux surlaces; elle conduit à nue

équation aux différences partielles, la(|uelle iTest iutci^rable (|iie

dans le cas oîi l'angle d'intersection est dioit.

JNOiis n avons présenté qu'une idée bien imparfaite de la série

immense de travaux qui ont donné tant de |)ri\ an\ Mémoires de

l'Académie de Berlin, tant (|u'elle eut l'avantage inestimable d'être

I. - e
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(liriejée par M. Tvagrange; il est tel de ces Mémoires qui, par son

étendue et par son importance, pourrait passer pour un grand

Oiivrai^e, et cependant ce n'était encore qu'ime partie de ce que

ces vini;t années lui avaient vu produire. Il v avait composé sa

M('i-ain<iue aiidlytiqjie, mais il désirait qu'elle fût imprimée à Paris,

où il espérait que ses formules seraient rendues avec plus de soin

et de fidélité. C'était, d'une autre part, courir de trop grands ha-

sards f[ue de confier un pareil manusci'it aux mains d'un voyageur

([ui n'en sentirait pas assez tout le prix. M. T>agrange en fît une

copie f[ue M. Duchâtelet se chargea de remettre à l'abbé Marie,

avec lequel il était fort lié. Marie répondit dignement à la con-

fiance dont il était honoré. Son premier' soin fut de chercher un

libraire qui voulût se charger de l'entreprise; et, ce qu'on aura

peine à croire aujourd'hui , il n'en pouvait trouver. Plus les mé-

thodes étaient nouvelles, plus la théorie était sublime, moins elles

devaient rencontrer de lecteurs en état de les apprécier, et, Scins

dontei- nullement du mérite de l'Ouvrage, les libraires étaient

excusables de se défier d'un débit qui pouvait se trouver borné à

un petit nombre de Géomètres disséminés sur la face de l'Europe.

Desaint, qui fut le plus hardi de tous cevix auxcjuels ou s'adressa,

ne consentit à se charger de l'impression (|ue sur l'engagement

formel, signé par Marie, de prendre à son compte le restant de

l'édition, si, dans un temps fixé, elle n'était entièrement épuisée.

A ce premier service, Marie en ajouta un autre auquel M. La-

grange fut au moins aussi sensible. Il lui procura un éditeur digne

de présider à l'impression d'un tel ouvrage. M. Legendre se dé-

voua tout entier à cette révision pénible, et s'en trouvait payé par

le sentiment de vénération dont il était pénétré pour l'Auteur, et

par les remercîments rpi'il en reçut dans une lettre que j'ai eue
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entre les mains, cl (|iie .M. Lai^rani^e avait remplie des e\JJlebsi()ll^

de son estime et de sa icconnaissanee.

Le livre n avait |)as encore |)arn ([iiand I Anleni' \inl s établir à

Paris. l'Insienis causes I \ déterminèrent; mais il ne tant pas croire

à tontes celles (pi'oii a alléi;nées.

La luovl (le 1 1 (délie iiviiit (diieiié de liiiuids elHiiia^eitunt s iii

Prusse, et pon\ail en faire craindre de pins i^rands encore: /es

savunls ii y trouvaient plus la nicuie eoitsidérutioit . Il était assez.

natni'él (pie M. Lai;rani;e sentit de nom eau ce dcsii- (jni Taxait

autrefois conduit à Paris; ces causes, avec la publication de sa

MéeanKjue, étaient bien suffisantes; il n est pas nécessaire dx

joindre celles (jti \ ajoutèrent plusieurs biocliures publiées en Alle-

niai^ne, et particulièrement I historien secret de la cour de lîerlin.

Jamais, pendant mi séjour de \ ini;l-cin(| ans en Irance, nous n a-

\ons entendu M. Lai;rani;e proférer la moindre plainte contre le

Ministre (|uOn a accuse de lavoir irrévoeablenient inéeouteuté pm
des mépris et des dégoûts, (pie pur respect pour lui-mciite d lui

était impossible de dissimuler. On ])oiu'rait soupçonner (|ue

M. Lai;rani;e eût a.sse/. de j^énérosité pour oublier ou |)ardonner

des torts dont il aurait ùie la seule vengeance (|ui tVil dii;ne de

lui. celle de quitter une contrée où son méi'ite eût cîc nieconnu.

Mais, interrogé directement sur ce sujet par un Membre de lln-

slitut (M. Burekliardt), il ne tloinia (piedes réponses néi;ati\ es, et

(jui n'in(li(|uaient daiitre cause véritable (pie les mallieuis (piOn

ei'oyait prêts à fondre sur la Prusse. M. llert/.beri; était mort:

-M. Lagranji;e, Comte et Sénateui' fran(;ais, n"a\ait aucun ii'.tcrei de

dissimuler la vérité; ainsi nous dexons nous en rapporter à ses

dénéi>ations constantes.

I liistoiieii (|ue nous avons cité a donc étc mal mfbiuie ; mai-
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l'esprit (le dénigrement et de satire, qui a si justement rendu

son ouvrage suspect, ne doit pas nous empêcher d'en extraire

les lignes oîi il expose, avec l'énergie <|ui lui est particulière,

son opinion, qui est celle de l'Europe, quand il rend justice à

M. Lagrange (*).

(t II me semble, ce sont ses termes, (ju'il y aurait ici en ce mo-

ment une acquisition digne tlu Roi de France. L'illustre Lagrange,

le premier Géomètre (jui ait paru depuis Newton et <[\n, sous tous

les rapports de l'esprit et du génie, est l'homme qui m'a le plus

étonné; Lagrange, le plus sage, et peut-être le seul philosophe

vraiment pratique qui ait jamais existé, recommandable par son

imperturbable sagesse, ses mœurs, sa conduite de tout genre, en

im mot l'objet du plus tendre respect du petit nombre d'hommes

dont il se laisse approcher, Lagrange est mécontent, tout le convie

à se retirer d'un pays où rien n'absout du crime d'être étranger,

et où il ne supportera pas de n'être pour ainsi dire ([u'im objet

de tolérance I-e prince Cardito de Caffredo, ^linistre de \aples

à Copenhague, lui a offert les plus lielles conditions de la part de

son Souverain ; le Grand-Duc, le Iloi de Sardaigne, l'invitent \ i-

vement; mais toutes leurs propositions seront aisément oubliées

pour la nôtre Je suis très-attaché à cette idée, parce c[ue je la

crois noble, et que j'aime tendrement l'homme qui en est l'objet

.1 ai suspendu la déhbération de M. L. G. sur les propositions qui

lui sont faites, pour attendre les nôtres J'ai oublié de vous

dire que l'Ambassadeur (de France) avait, à ma prière, adressé à

M. de Vergennes la proposition d'appeler M. Lagrange. «

L'auteur f[ue nous citons paraît craindre l'opposition de

M. de Breteuil, et, suivant M. Lagrange lui-même, ce fut Vahhé

(*) Histoire secrète de In cour de Berlin, 1789, t. II. p. i;3 et suiv.
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î/rr/'/r (|iii !<• |)i"()posa à M. de Breteuil, <'t ce Minisliv, (|iii (huis

toutes les occasions a été aii-(lc\;iiit des désirs de I \cadéinie des

Sciences, porta celle demande et la lit ai;réer \y,iv I ,onis \ \ I .

f.c .successeur de hiédéric, <jiioi(iii il s'iiitéi-cssàt médioereiiieni

(iii.f sciences, faisait (jr/e/(//tes f{i/fic///fés de laisser pmtii' un savant

(jiie son prédécesseur avait appelé et (pé il honorait il une estmie

particulière. Après (|nel(|iies démarches, Laii;rani;e olilint ijnOn

ne s'opposât pins à son départ; on v mit ])om' condition (|n il

donneiail encore |)lnsie(irs Mémoires à I Académie de Berlin. Les

xoimnes de \~^}'>- l 7<) ' f't i <So3 pronxeiit {|n il lut lidèle à sa

promesse.

V.V f'nt en i j-Sj (|ne M. [-ai;rani;(' \int à l*ai-is. siéi^er à V \cadt''-

mie des Sciences, dont il était dejinis (]nin/.e ans -associé étranger

.

Pour lui donner droit de snfTrai;e dans tontes les délibérations,

on cliani;ea ce titre en celui de Pensionnaire vétéran. Ses noM\ eaM\

confrères .se montrèrent à lenvi heureux et i;lorieu\ de le posséder;

la Reine I accueillit avec hicuvcillaucc ; elle le considérait coinuic

^Jlleuiand; il lui avait été reconiuiaiidé de / tenue, (hi lui donna

un loi^enient au Louvre; il y vécut heureux pisipi ii la révolution.

La satisfaction dont il jouissait se répandait peu au dehors : tou-

jours affable et bon quand on l'interroi^eait, il se pressait peu de

]>arlei\ paraissait distrait et mélancolique; souvent, dans une icii-

nion qui devait être selon son j^oùt. au milieu de ces savants i\\\ il

était venu chercher de si loin. |)aiiMi les hommes les plus distin^iu's

de tout pavs qui se rassemblaient toutes les semaines che/ l'illustre

Lavoisier, jelai vu rêveur, debout contre une fenêtre où lien pour-

tant n'attirait ses regards; il y restait étranger à tout ce (|ui se disait

antom- de lui ; il avouait lui-même t|ue son enthousiasme était

éteint. (|u'il avait ])erdu le goût des recherches niatli('mati(|iies.
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Sil apprenait (in'iiu Géomètre s'occupât de quelque travail, Tant

mieux, disait-il, je l'avais commencé, je serai dispensé de l'achever.

Mais cette tête pensante ne pouvait que changer l'objet de ses

méditations. La métaphysique, l'histoire de l'esprit humain, celle

des différentes religions, la théorie générale des langues, la méde-

cme, la botanique, s'étaient partagé ses loisirs. Quand la conver-

sation se portait sur les matières ([ui paraissaient lui devoir être

les plus étrangères, on était frappé d'un trait inattendu, d'une

pensée fine, d'ime vue profonde, qui décelaient de longues ré-

flexions. Entouré de Chimistes qui venaient de réformer toutes les

théories, et jusqu'au langage de leur science, il se mit au courant

de leurs découvertes qui donnaient à des faits, auparavant isolés

et inexplicables, cette liaison qu'ont entre elles les différentes par-

ties des Mathématif(ues : il consentit à acquérir ces connaissances

qui lui avaient autrefois semblé si obsem^es, et qui étaient devenues

aisées comme V AJi^s^ehre. On a été étonné de cette comparaison,

on a cru qu'elle ne pouvait venir à l'esprit que d'un Lagrange.

Elle nous parait aussi simple c(ue juste, mais il faut la prendre

dans son véritable sens. L'Algèbre, qui présente tant de problèmes

insolubles, tant de difficultés contre lesquelles sont venus se l)riser

tous les efforts de Lagrange lui-même, ne pouvait lui paraître une

étude si facile ; mais il comparait les éléments de la Chimie à ceux

de l'Algèbre ; ces nouveaux éléments faisaient corps, ils étaient

intelligibles, ils offraient phis de certitude; ils ressemblaient à ceux

de l'Algèbre qui, dans la partie qui est faite, n'offre rien de bien

difficile à concevoir, aucune véi-ité à laquelle on ne puisse pai've-

nir par une suite de raisonnements de l'évidence la plus palpable.

L'entrée de la science chimique lui parut offrir ces mêmes avan-

tages, avec un peu moins de certitude et de stabilité probable-
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ment; ooiiiiiie l'AIgt'Ijrc, clic a sans doute aussi ses diflicnltcs. ses

paradoxes ([n"on n'expli(|iieia (|n"avcc heancoii]) de sai^acité, de

réflexions et de temps; elle aura ses pi-ol)lènies (jui demeureront

toujours insolui)les.

(lest dans ce repos pliilosophi(|iic (|uil xccut iiis(|u ii la i évo-

lution, sans rien ajouter à ses découvertes matliéniati(|ucs. sans

même ouviir une seule t'ois sa Mécdiiiqitc (intdytiqiic. cpii a\ait

|)ai'u depuis plus de deux ans.

I,a révolution offrit aux savants l'occasion dune i;iande et dil-

licile iimo\afion : l'établissement dim svstème métri(|ue. tonde

sur la nature, et parfaitement analoiiue à notre échelle (\i\ inimc'-

ration. 1 >aii;rani'e fut i\\\ des Commissaires (|ue 1' \cadcniie cliari;ea

de ce travail: il en fut un des plus ardents promotenrs: il \oulait

le système décimal dans tonte sa pureté; il ne pardonnait pas à

Borda la coniplaisam'c (piil avait eue de taire exécuter des (|nart^

de uictrc. Il était peu frappé de rohjection (]ue l'on tii-ait contre

ce système du petit nombre des diviseurs de sa base. Il r<'i;Tettait

presque (ju'elle ne fût pas un nombre premiei . tel (|ue i i . (|ui

nécessairement eût donne im même dénominateur à tontes les fra»--

tions. On ici^ardera. si l'on vent, cette idée comme une de ces

exat^érations (|ui échappent aux meilleuis esprits dans le téti de la

dispute; mais il nemplovait ce uombi-c i i (jne ])our ceaiter le

nombre 12. cpie des novateurs plus intrépides amaient voulu

substituer à celui de 10. qui fait partout la base de la unmcratiou.

A la suppression des Académies, on consei'xa tcniponurenn-nt

la Commission chargée de ItMablisseinent du nouveau sxstcme.

Trois mois à peine étaient écoulés, que. ])()ur vpurcv (>etle Com-

missioTi. on raya de sa liste les noms de l,a\oisier. Horda. I.a])lacc.

CiOnlomb, Brisson, et celui de 1' \sti-oiionic (|ni opérait en l'rance.
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Lagrange fut conservé. En qualité de Président, par une lettre

longue et pleine de bonté, il m'avertit (jiie j'allais recevoir 1 avis

ofiiciel de ma destitution. Dès qu'il me sut de retour, il vint me

témoigner le regret que lui causait l'éloignement d un si grand

nombre de confrères. Je ne sais, disait-il, pourquoi ils ui'ojd con-

servé. Mais, à moins d être totale, il était difficile que la suppres-

sion s'étendit jusqu'à lui. Plus la Commission avait éprouvé de

pertes, plus il lui importait de ne pas se priver de la considération

attachée au nom de Lagrange; on le savait d'ailleurs unif[uement

dé\oué aux sciences; il n'avait aucune place, ni dans l'ordre ci\ il.

ni dans l'administration; la modération de son caractère 1 avait

empêché d'exprimer ce qu il ne pou\ait se défendre de penser en

secret. Mais jamais je n'oublierai la conversation cjue j eus avec

lui à cette époque. C'était le lendemain de ce jour où un juge-

ment atroce et absurde, en révoltant tout ce ([ui avait quelque

idée de justice, avait mis les savants dans le deuil, en frappant le

plus illustre plivsicien de l'Europe. // ne leur u fullu qu'un uni-

ment, me disait-il. pour fuire toin1>er cette te'te, et cent années peut-

être ne suffiront pus pour en r'eproduire une semblable. Xous gé-

missions ensemble des funestes suites de l'expérience dangereuse

(ju avaient tentée les Français. Quelque temps auparavant nou^

avions eu ime conversation du même yenre dans le cabinet de

Lavoisier, à l'occasion du procès du malheureux Bailly. Tous ces

projets chimériques d'amélioration lui paraissaient des preuves fort

é(|uivoqnes de la grandeur de l'esprit humain : / oulez-vous le voir

véritablement grand, entrez dans le cabinet de AU^wton décompu-

saut la luuiit're. ou dévoilant le système du momie.

Déjà depuis longtemps il regrettait de n'avoir pas écouté la voix

de ses amis qui. dès le commencement de nos troubles, lui avaient
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conseille (le clicnlicr un asik- (|ii il aurait IrouNt- si facilciiKtit .

Tant (|uc la révolution uv parut uiena<<'i- (juc le traitement dont il

jouissail eu i'Vanee, il avait nei;lii;é cette consideiation pour la

curiosité de voir de plus pre> une de ces ijrandes secf)nsses cpi il

serait toujours plus prudent d Observer d un peu loin. /// / fi\

voidii, se répétait-il ii lui-inènie, en me conlianl ses rej^rets; en

vain un Décret ^pe<ial. proposé pai- Diiséjoiii-, à 1" Assemblée con-

stituante, lui avail assuré le pavement de sa |)ension; vainement

lui eùt-on teiui parole, la dépréciation du papier-moimaie snflisait

|)our lendre ce Décret illusoire. Il avait été nonnné Membre d un

Hnieau de eonsnltation cliari-é d'exainincM' et de récompenser les

uiventions utiles: on lavait fait I un des \(lininistrateur's de la

.Monnaie, mais cette (Commission lui oitiail peu d'objets capables

de fixer son attention, et ne pouvait en aucun >ens dissiper ses

ui([iii(tudes. On v oulut de nonv eau lattirer à lieilin. et lui rendre

sa première existence; il v avait consenti. Hérault de Seclielles. à

(pii il st'tait adressé pour un passe-port, lui offrait ]»()ui' plu-, de

sûreté une mission en Piusse. M. Lagran^c ne put consentir a

(juitter sa {)ati'ie; cette répugnance, (pTil rci^ardait alois coiunie

lui inalliem-. tut |)Our lui une source de fortune et de iiloire

nouvelle.

L Ecole Normale, dont il fut nonnné Professeur, mais qui n eut

fpi'nne existence éphémère, lui donna à peine le temps d'exposei-

ses idées sur les fondements de 1 \iithméti([ue, de lAlgèbre et d»-

leurs applications à la Géométrie.

- L'Ecole Polvtechnique. fruit dune idée pins heureuse, eut aussi

des succès plus durables; et ])arnii les meilleurs effets (ju ClIe a

produits, nous pouvons mettre au ]>iemier rani;; celui d'avoir

rendu M. T-ai;range à l'AnaKse. (>e lut la (|u'il eut occasion de

1- ./
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développer les idées dont le yerme était dans un Mémoire f|n il

avait publié en i 772, et dont l'objet était d'enseiiiiner la véritable

métaphysique du Calcul intégral. Pour l'entendre, et jonir plus tôt

de ces heureux développements, on vit les Professeurs se mêler

aux jeunes élèves. C'est alors (|u'il composa ses Fonctions analy-

tiques, et les Leçons sur ce calcul, dont il a donné plusieiu's édi-

tions. Ceux (lui out été i) jxtrtée de suivre ces intéressantes leçons,

a dit un de ces Professeurs (M. Lacroix), out en le plaisir de lui

'Voir créer sous les yeu.v des auditeurs presque toutes les portions

de sa théorie, et conserveront précicuseuwnt plusieurs variantes

(pie icciieillera l'/ustoire de la Science, connue des exemples de la

iiiarclic que sidt dans l\://udrse le géiùe de l'invention

.

Ce fut alors aussi qu'il publia son Traité de la Résolution des

équations ////mériq/ies, avec des iNotes sur plusieurs points tle la

théorie des é([uations algébriques.

On dit qu'Archimède, dont la grande réputation est surtout

fondée, au moins chez les historiens, sur des machines de tout

genre, et principalement celles (|ui avaient retardé la prise de

Syracuse, dédaignait ces inventions mécaniques, sur lestjuelles il

n'a rien écrit; on dit qu'il ne mettait d'importance ([u'à ses Ou-

vrages de pure théorie. On pomrait (|uel([uefois penser (jiie nos

grands Géomètres partagent, à cet égartl, l'opinion d'Archimède.

Us legardent im problème connue résolu f|uand il n'offre pins de

diflicultés analytiques, f[n'il ne reste plus à faire ([ue des diffé-

rentiations, des substitutions et des réductions, opérations qui,

dans le fait, n'exigent guère que de la patience et ime certaine

habitude. Satisfaits d'avoir écarté les difficultés plus réelles, ils

s'inquiètent trop peu de l'embarras où ils laissent les calculateurs

et du travail (|ue doit leur imposer l'usage de la f(n-nuile, même
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• iprcs (|ii clU' ;i ('le coiiv en;! I (Ici lient icdiiile. Nfxis ii osci huis assii-

ifi- (MIC I iij^riiiiiic ii";iit pas ('le le j)liis soiiveiil de cctle ()|jiiiioii.

Pliisd iiiic lois ihi ('\|)i iiiic (iii\ Cl Icniciit son vœu de \ oir encou-

rager les rccliciclics piircnicnl aiial\ ti(|(ie.s : cl, iiicinc (|iiaiid il

parait se |)roposcr la pins i;rande lacililc des calculs usuels, c'est

encore 1 \iial\sc principalenicnl (]ii il pcrtcctiomic.

La résolution i;cncialc des c<|nalions alji,él)rif(nes est sujette ;i

des diriicnlt(''s réputées insnriuontahles: mais, dans la ])ratifnic.

tout prohlciiic dctciiiiinc conduit à nue éf[uation «lout tous les coef-

ficients soûl donnes en nonihrcs : il snftirait donc d a\ oir une iiic-

tliode sure |)our troin cr toutes les laciues de cette c(| nation. (|uOn

noimiie iiutncvUiiic. (]"«'sl rohjel (|iie se propose .M. I.ai^rani^e: il

aiiaKse les méthodes couiines. en démontre 1 incertitude et I in-

suffisance; il rc'duit le problème à la détermination d'une (juautitc

])lus petite (|ue la pins petite dittt'rence entre les racines, ("/est

beaucoup. ( )u ne peut trop admiicr la science anal\ti(pie <|ui

brille partout dans cet ()uvraj;e; mais, malizré tontes les ressources

(\\\ génie de Lai>raiii>e, on ne peut se dissimuler (jue le travail ne

soit <'ucore bien loui;, et les cah-ulateurs continueront sans doute

de donner la préférence à des m()\ens moins directs et ])lus expé-

(fitits. Quatre fois 1 Auteur e>t rexcnu sur ce sujet : il est à croire

(|n nue solution commode et ijéuérale nous sera toujours refusée,

ou (|ue ^\v\ moins ce sej-a par d'autres mo\ens (|u'il landia la clier-

clier. I /Auteur seml)le lavoir reconnu Ini-mème. en lecommau-

dant celui de M. Tjudan comme le plus facile et le j)lus vU'iXdnl

jH^itr ii'soikIic toutes les ('(piatuxis dont toutes les idci/ies sont

réelles

.

Le désir fie mnltijilier les applications utiles lui fit entieprendr<'

une nou\cllc é-dition de sa MécdUKjiie ((iKilvttqiu^ : son jjrojet était
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d'en développer les parties les plus usuelles. 11 y travaillait avec

toute l'ardeur et la force de tête cju'il y aurait mise dans son meil-

leur temps ; mais cette application lui laissait une fatigue qui allait

c[ueIquefois à le foire tomber en défaillance. Il fut trouvé en cet

état par M™^ Lagrange. Sa tête, en tombant, avait porté sur l'angle

d'un meuble, et ce choc ne lui avait pas rendu l'usage de ses sens.

C'était un avertissement de se ménager davantage; il en jugea

d'abord ainsi; mais il avait trop à cœur de terminer la rédaction

de cet Ouvrage, dont l'impression, longtemps suspendue, n'a été

terminée qu'en i8i5. Le premier volume avait paru f[uelque

temps avant sa mort ; il avait été suivi d'une nouvelle édition des

Fonctions analytiques . Tant de travaux l'épuisèrent. Vers la fin

de mars, la lièvre se déclara, l'appétit était nul, le sommeil agité,

la bouche aride; il éprouvait des défaillances alarmantes, surtout

à l'heure de son réveil. Il sentit son danger; mais, conservant son

imperturbable sérénité, il étudiait ce f[ui se passait en lui; et, connue

s'il n'eût fait qu'assister à une grande et rare expérience, il y don-

nait toute son attention. Ses remarques n'ont point été perdues;

l'amitié lui amena, le 8 avril an matin, MM. Lacépède et Monge,

et M. Chaptal, qui se fit un devoir religieux de recueillir les prin-

cipaux traits d'une conversation qui fut la dernière. (JNous avons

suivi scrupuleusement toutes les indications qu'elle contient, et les

passages que nous avons soulignés sans autre citation sont fidèle-

ment copiés sur le manuscrit de M. le Comte Chaptal.)

Il les reçut avec attendrissement et cordialité. J'ai été bien mal

avant-hier, mes amis, leur dit-il, je me sentais n/onrir; mon corps

s'affaiblissait peu a pen, mesfacultés morales et phjsiqnes s'étei-

gnaient insensiblement ; j'observais avec plaisir la progression

bien graduée de la diminution de nws forces, et j'arrivais an
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terme sans doiilcni . sans iey;icts, et par une pente hieii (loiui:.

Oh! 1(1 iiioil n'est pas à icdoiiter, et liiis(pi('llc rient .u///.s (Ion-

ien r, eCst nnederniereJunriiiin (jui n est m pénihle m désn^rénhle.

Alors il k'iir cxposjiit st's idét'S sur la \\e. dont il croNait (|iie

le siéi^e est partout, dans Ions les ()i't;arH's, dans tout I cnseinMc

de la riiacliinc, (|ni, clie/. lui. s alfliiMissait éi;al<'iiient paitonl cl

par les tMciiies degrés. (Jnelcpies instnnls de pins, il n'y nvnit plus

de Joiutions nulle part , In nmrt était partout : la nioii n est ipie

le repos absolu du corps.

Je voulais mourir, ajouta-t-il avec plus de t'oi'ce, oui, je vou-

lais mourir, et j y trouvais du plaisir; mais ma femme n d pas

voulu : \' eusse préféré en ces tnoments une féiiime moins bonne,

moins empressée ii ranimer mes forées , et ipii m'eût laissé finir

doucement . J' ai fourni ma carrière;
f

ai aeipiis ipielipie céléhrité

flans les Mathématiques. Je n <ii liai personne, je n eii pénntfait de

mal, et il faut bien finir; mais ma femme n'a pas voulu.

(voniiiie il s'était lort anime, surtout à ces (U'rniers mots, ses

amis, mali^re tout l'intérêt quils mettaient à l'eriteudic, voulaient

.se retirer; il se mit à leiu' faire l'histoire de sa \ ie, tle ses travaux,

de ses snceès, de son séjour à Berlin (où plusieurs fois il nous

avait dit (|u il avait \u de ]irès //// Roi), de son ariivee à Paris,

(le la tran(|uillite dont il \ axait joui d ahord, tles incpiietudes (jue

lui a\ait ensuite causées la révolution, de la manière i;rande et

inespérée dont il en avait été dédonmiai;t' par un Prince pins

i^rand, |)lus puissant (il aurait |)n dire encore |)lns en état de

lapiirécier ), (|ni I axait comble d lionnems et de (lii;nites, et (|ui,

tout recenmient encore, venait de lui en\o\er le i^i'and cordon de

jOrdre de la Ileunion; ajoutons enlin (|ni, après lui a\ oii- doinie.

pendant sa \ie, les preuves non é(|ui\o(|ues de la plus liante
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estime, vient de faire, pour sa veuve el sf)ii frère, plus ([ue jamais

Frédéric n'avait fait pour lui-même pendant tout le temps ([u'il

avait illustré son Académie.

Il n'a^ait ambitionné ni ces hoinieiirs ni ces richesses, mais il

les recevait avec une respectueuse l'econnaissance, et s'en réjouis-

sait ])our l'avantage des sciences. Il comptait se parer de ces titres

au frontispice de l'Ouvrage qu'il faisait imprimer, pour montrer à

l'uuivers à cjuel point les savants étaient honorés en France.

On voit, par ces derniers mots, f[u'il n'avait pas perdu tout

espoir de guérison; il croyait seulement que sa convalescence

serait longue; il offrait ensuite, des f[ue ses forces seraient reve-

nues, d'aller dîner chez M. le Comte de Lacépède avec MM. les

Comtes Monge et Chaptal, et là il se proposait de leur donner

sui- sa vie et ses Ouvrages d'autres détails (|u'ils ne pourraient

trouver nulle part. Ces détails sont irrévocal)lement perdus. Nous

ignorons même encore ce qu'il avait voulu, et ce qu'il aura pu

ajouter au second volume de sa Méc<mi(jin\ i\u\ était déjà sous

presse. (Ce volume a paru en 1816.)

Pcuddiit cette convcisatio/) , (lui dura plus de deux heures , lu

DU'nuiire lui luuiujuu souvent ; il fuisuit de vidais effoi'ts pour se

rappeler les noms et les dates, mais sou iliseours fut toujours

suivi, plein de fortes pensées et d'expressions iuirdies. Cet emploi

qu'il lit de ses forces les épuisa. A peine ses amis étaient retirés,

qu'il tomba dans un al)attement profond, et il mourut le surlen-

demain 10 avril, à neuf heures trois quarts tlu matin.

M. Lagrange était d'une complexion délicate, mais lionne; sa

tranquillité, sa modération, un régime austère et frugal, dont il

s'écartait rarement, lui ont fait prolonger sa carrière juscju'à l'âge

de soixante-dix-sept ans deux mois et di\ jours. Il avait été marié
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(lfii\ lois; lit prciiiicic fois à lîcriiii, pour faire coininc tons les

aiitics Acadciniciciis. dont aiiciin n Clait cclibatairc. Il avait tait

vfiiiidc Tiiriii iiiic paiciitc (|ii il cpoiisa, et f|u il perdit apie*i nue

Ionique maladie, pendant la(|nelle il Ini avait prodif>né les soins

,les pins tendres, les pins sonfeiuis et les pins ingénieux, (^)nand

depnis il eponsa en hianee AI"" fienionnier. fille de notre célèbre

Astronome, il nons disait : Je n'dt point en tt' ciijiuits de mon

prcnuci i/ini-idi^i-. je ne sais si j'en anrai dn second, je n en

désire i^-ncre. Ce (|n"il sonluiitail prineipalenient, c'était inie eoin-

paj^iie aimable, dont la soeiele put Ini offrir (|nel(|nes délasse-

ments dans les intervalles de ses tra\an\. et, il cet éi;ard. il ne

Ini resta rien à desirei-. M""' la Comtesse Lagraiii^e, lille, j)etite-

(ille et nièce de Membics de lAcadémie des Sciences, était dii;ne

d'apprécier le nom {|n il Ini ferait porter. Cet avantai^e réparant

à ses venx l'inéi^alité de lenrs ài;es, elle ne tarda pas à concevoir

ponr Ini le pins tendre attachement. Il en était reconnaissant an

point <|n'il souffrait difficilement d'être sépaié d'elle, qne c'était

ponr elle senle (|n'il sentait ([ueUpie rei^ret de (piitler la vie, et

(pientin on l'a |)lnsienrs fois entendn dire que de tons ses succès,

ce ipi il prisait le plus, c'était ([u'ils Ini eussent tait obtenir une

compaii;ne si tendre et si dévouée. Pendant les dix jours (|ne dura

sa maladie, elle ne le pei'dit pas de vue un seul instant, et les

emplova constannnent à réparer ses forces et à pioloni^ei- son

existence.

Il aimait la retraite, mais il n'en fit pas nn devoir à la jeune

épouse (juil s'était associée; il sortit donc pins souvent, et se

montra dans le monde, oii d'aillein's ses dignités roblii;eaienl de

|)araitre. Très-sonvent on |)on\ait s'apercevoir (|n'il \ suivait les

méditations connnencées dans son cabinet; on a dit cpi'il n ("tait
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pas insensible aux charmes de la mnsi(|ue. En effet, quand une

réiniion était nombreuse, il n'était pas fâelié (juim eoncert vînt

interrompre les conversations et fixer toutes les attentions. Dans

inie de ces occasions, je lui demandais ce qu'il pensait de la mu-

sique : Je r(l'une parce (jii elle ni isole; j'en écoute les trois pre-

mières mesures, à la cpiatriènie je ne distingue j)lus rien, je me

livre Cl mes réflexions, rien ne né interrompt , et c est ainsi cpie j <ii

résolu plus (l un problème difficile. Ainsi, pour lui, la plus belle

œuvre de musique devait être celle ii laquelle il avait dû les inspi-

rations les plus heureuses.

Quoiqu'il fût doué d'une figure vénérable, sur laquelle se pei-

gnait son beau caractère, jamais il n'avait voulu consentir que l'on

fit son portrait; plus d'une fois, par une adresse fort excusable,

on s'était introduit aux séances de l'Institut, pour le dessiner à

son insu. Un artiste, envoyé par l'Académie de Turin, traça de

cette manière l'esquisse d'après laquelle il a fait le buste qui a été

plusieurs mois exposé dans la salle de nos séances particulières,

et qui orne aujourd'hui notre bibliothèque. Ses traits ont été

moulés après sa mort, et précédemment, pendant qu'il sommeillait

.

on en avait fait un dessin qu'on dit fort ressemblant.

Doux, et même timide dans la conversation, il aimait particu-

lièrement à interroger, soit pour faire valoir les autres, soit pour

ajouter leurs réflexions à ses vastes connaissances. Quand il parlait,

c'était toujours sur le ton du doute, et sa première phrase com-

mençait ordinairement par /(? ne sais pas. Il respectait toutes les

opinions, était i)ieu éloigné de donner les siennes pour des règles;

ce n'est pas qu'il fût aisé de l'en faire changer, et ([uil ne les dé-

fendit parfois avec une chaleur qui allait croissant jusqu'à ce (ju'il

s'aperçût de quelque altération en lui-même; alors il revenait à
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sa 1raii((iiilliU' ordiiiaiic I n jour. a|)ics une diicusiioii (\c (•llr

espèce. M. I .aj^raii^e étant sorti, lîorda. resté seul avec moi. lais.sa

éeliapner ces mots : Je suis faclir d' (ivoir a le dire d un lioinnu' tel

que M. /.(li^idiiiic, 'niais je n'en connais pas de plus cntc'té. Si

Horda tilt sorti le premier, La^range m'en eut dit autant sans

doute de son confrère, homme de sens et de heaiieonp (respril,

<|ni. comme l.ai;iaui:e, ne clianii,eait [)as volontiers les idées (|u il

n"a\ait adoptées ((n'après un mur examen.

Souvent ou remar(|nait dans son ton une léiière et douce ironie,

sur liiiteiitidii de la(|uelle il ('tait ])OSsihle de se méprendre, et

dont je II ai pas mi d'exempU' <|ne personne ait pu se tenir offensé;

ainsi il me disait un jour: « Ces Astronomes sont siui^uliers; ils ne

veulent ])as croire à une théorie, ([iiand elle ne s'accorde pas avec

leurs ol)ser\atioiis. » (^e (|ui avait amené cette réflexion, son

regard en la ])roférant eu marquait assez le sens véritable, et je

ne me eiiis pas obligé de défendre les Astronomes.

Parmi tant de cliefs-d'rein re (|iie Ton doit à son génie,' sa Mcca-

niquc est sans contredit le plus giand. le plus reniar(|iial)le et le

plu-> important. Les lonctions analyti(]ucs ne sont quau second

rang, malgré la fécondité de l'idée principale et la bcaiitc' des dé-

veloppements. L ne notation moins connnode. des calculs plus em-

barrassants, (|noi{|ue plus liiiniiieiix. empêcheront les (léomètres

d emplover. si ce n est en cei'tains cas difficiles et douteux, ses

symboles et ses dénominations; il suffit (|u il les ait rassurés sui' la

légitimité des procédés plus expéditifs du (>al(iil différentiel et inté-

gral. Lui-niènie a siii\i la notation conumme dans la seconde

édition de sa Mérauujuc. .

Ce grand Ouvrage est tout fondé sur le Calcul des variations,

dont il est 1 inventeni': tout \ découle d une foiimile uui(|iie. et

1. a
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d'im principe coiinii avant Itii, mais dont on était loin de soup-

çonner tonte liitilité. Cette sublime composition réunit eu outre

tous ceux de ses traxanx précédents qu'il a pu y rattacher; elle se

distingue encore par l'esprit philosophique qui y règne d'un bout

à l'autre : elle est aussi la plus belle histoire de cette partie de la

science, une histoire telle qu'elle ne pouvait être écrite que par un

homme au niveau de sou sujet, et supérieur à tous ses devanciers,

dont il analyse les Ouvrages; elle forme une lecture du pins haut

intérêt, même pour celui (jiii serait hors d'état d'en apprécier tous

les calculs de détails. Un pareil lecteur y apercevra du moins la

liaison intime de tous les principes sur lesquels les plus grands

Géomètres ont appuyé leurs recherches de Mécanique. 11 > verra

la loi géométrique des mouvements célestes, déduite de simples

considérations mécaniques et analytiques. De ces problèmes qui

servent à calculer le véritable système du monde, l'iluteur passe à

des questions plus difficiles, plus compliquées, et ([ui tiendraient

à un autre ordre de choses; ces l'echerches ne sont que de pure

curiosité, l'Auteur en avertit; mais elles prouvent toute l'étendue

de ses ressoui'ces. Ou \ voit enfin sa nouvelle Théorie f/e.s- variations

(les constantes arbitraires du n/o/tvcn/enf des />/a/)ètcs. qui avait

paru avec tant d'éclat dans les Mémoires deV Institnt, où elle avait

prouvé que l'Auteur, à l'âge de plus de soixante-t[uinze ans, n'était

pas descendu du haut rang qu'il occupait depuis si longtemps, tie

l'aveu de tons les (léomètres.

Partout dans ses écrits, quand il rap])orte mi théorème inij^or-

tant, il en fait hommage au premier auteur

Quand il lectilie les idées de ses prédécesseurs ou de ses con-

temporains, c'est avec tous les égards dus au génie; quand il dé-

montre les erreurs de ceux qui l'ont attaqué, c'est avec l'inqwssi-
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l)ilit<' (I MM \ lai ( iconit'tn' et I»' cmIiiic d mm (IciriunstiatfMi . \mcimi

(!«' SCS I i\i(M\ ctlchro ii i-Mt des idées jthis lincs. |»Ims |Mstes. |)Ims

générales et plus proloiules; enlin. i;ràee a ses Iicmichx tia\aM\,

la Seieiiee Miatliéinali(|iie est aM|<)Mi(l Imii commiic imi \aste et IxaM

palais dont il .1 renouvelé les ioiidenieiits. pose le taite. et dans

leipiel on ne peut laiic MM pas sans ti(ni\ei a \ ce adiiiiialioii des

inoMMineMls de son génie.
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MKTiioDi: ni: mwimis et mïmhis.

[Mifccllaiicd T(mriiifii,\iii, l. 1, i/Sg.)

1. Les (icoiiièlrcs sa\ciil (Irpiiis lonii;t('iiij)S (|iii' l(iis(|uc l:i |iirinière

différentielle (l'iiiie \;ii'i;il)le (|iiel((in(|iie disjiiiriiit .s;ins (|iie l;i secdiule

(Iisp;u'aisse en même temps, elle devient toujours un maximum on un

minimum: et en particulier elle est un nia.iiniiim . si sa différentiel le

seconde <'st négative, et un minimum, si cette différentielle est positive.

Si la différentielle sect)nde disparait en même temps que la première,

alors la quantité n'est ni un maximum, ni un minimum, à moins que la

troisième différeutitdie ne dis|)araisse de même, dans le(|Utd cas la pro-

|)osée deviendra un maxtnutm. si la différenlielic (|uatrii'uie est néi^a-

live. et un mininuim. si elle est posilivt'. et ainsi de suite. Kn i^eneral.

pour {|u'une quantité soil un mcLvimum ou un minirmim. il faut (jiu' les

ordres successifs des dil'iéreulielles. (|ui s'évanouissent ensemlile. soient

en nombre impair, cl alors elle est sûrement un mn.vimum ou un nu'ni-

mum . selon (]ue la différentielle qui suit la dernière évanouissante se

Irouve négative on positive. Voyez Maclairin. Traite des Flu.vions

.

p. 238 et 85;.

2. Tout ceci supposé et i)ien entendu, que Z représente une fonction

algébri(jue des variables /. w, x, y et qu'on se propose Av la i-endre

un maximum ou un minimum. Soit, selon les règles ordinaires,

dZ = pdt H- q du -+- rdx -+- sdy -)-...,
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et l'on iiur;i d'iilidnl cette équation

pdt -r- qdi( -+- rd.v + sdy + . . . = o.

Mais comme la relation entre t, ii, x,... est encore indéterminée, de

même que celle de leurs dilTérentielies dt, du, d.r et (]ne d'ailleurs

l'équation donnée doit être vraie quel que soit leur rapport, il est évi-

dent (jue pour les chasser tout à l'ait de l'équation, il faut égaler séparé-

ment à zéro chaque membre pdt, qdu, i-dx, d'oii l'on tire autant

d'équations particulières (|u'il y a de variables, savoir :

p=zo, (j=zo, ;'=o, ....

Par II' moyen de toutes ces é([uations on trouvera les valeurs de clnuiue

inc(UHUie /. //, r,..., qui, substituées dans la fonction proposée Z. la

rendrcuit un nutaimitm ou un niininuu».

3. Passons maintenant à l'examen de la seconde diiTérentielle. Km

supposant, ce qui est permis, les premières différentielles dt. du, d.r

constantes, on aura
»

d- Z = dpdt +- ilqdti -^ drdx -\- dsdy -f- . . . .

Soit

dp = \dt -h B du -+- Bd.v + Gf/)- -i- . . .

,

d(j =zBdt+ C du + E d.r -+- H dy -h . . .

,

dr = Ddt -+- E du + F f/.r + !(/)• -+-...,

ds = G (// -f- H du -*- I d.r + L (/) -+-...,

ce qui donnera

d'7. = .\d/' -+- 2Bdtdu -+- (Zdu^- -+- iDdtdx + îEdud.r

-+- ¥dx- -+- -jÇidldy -h i}idudy -h il d.r dy -^ Ldy- + . . ..

Pour commeiicei' par le cas le plus simple, supposons (ju'il n'y ait

qu'une seule variable /, de sorte (jue d'Z =\dt-; on voit d'abord ([ue,

puisque dt- est toujours positif, la différentielle d-Z doit avoir le même

signe que la (piantiti' A: donc, si A est positif, Z sera un luinututr/i, et si
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A esl iK'iiîitil" il s('r;i iiii iiki.i iimini ; si A ^o on siiivni Ifs rcylcs dnii-

nées (1 j.

5. I,('s v;iri;ililrs coiilrmirs iliiiis Z siiiciil (lfii\, siivoii- / cl //; ;ilui>

d- z = \<lP -4- ' \Ult<lii -4 Ciln .

II parail an prcmioi' aspect liicii diriicilc de ((miiailic si celle cxpressinn

(i-'A ddil cire |)()sili\c du iiei;;ili\i', sans (|ii'nii ;iil le rappnrl de <li \\ tlii.

<|iii n'esl pasdoiiné; car', puls({iren ( liaiii;(';iiil ce rappnrl hi Idiiclidrr

(l''A ddil aussi vai'ier', il srrrridc irrdnliilahle (lu'elle p(iiiri:i airs>i p:isser-

du pdsilU'iur m'i^alil'. el du ir(''L;arrr arr p^silit', pendaril (|iie les (|ri:iiirrlc>

A, ]{. (! l'csleril les rrK'iircs. Orr'oii (hirine ce|)cn(laril ;i la prupdsce

A(/^' + i]U/l</i( -+- (:<//r

celle l'dr'rue

cl (irr \cira (|uc, cdriirrie les ear'rcs [dl -^ -r— cl dir uni lciu|iim> le

iriènie sigrre -h, Uiulc la (juarrlilc sera irecessaiicrrreril posiliNC si les

(jeux cocflieients A et (', soril jxisilits. et au e(uiti"aii'e (die devieridr'a

iiéiiçalive, l(irs(pic ceirx-ci sei'orrl lous deux riej^alils, (|irel (pre snil le i;ip-

poi'l de (Il il du. On ani';i d(nic porrr' le cas du iniminu/n

savoir'

c > — uu (.;v

>

\i\

ce (pii donne de nièine

C>o;

à moins donc (pie les (pianlil('s A. B. (', n'aieirl ces eondili(Uis

A>o, (,>o et \C>B',
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hi proposée Z ne pourra pas être un minimum. En second lieu on trou-

vtTii pour le maxinuim

A<o. C-Ç<o,

savoir

C<^. CA>B%

puis(|ue A est négatif, ce qui donne encore

C<o;

donc les conditions pour le maximum seront en partie les mêmes, et en

partie précisément contraires à celles du minimitm.

h. Si A ou (i, ou toutes deux sont égales à zéro sans nue B le soil~ 1

aussi, la condition de AC > B" ne pourra pas subsister, ainsi la quanlitc

proposée ne deviendra jamais un vrai maximum cui minimum; la même

chose arrivera toutes les l'ois (]ue A et C seront de signe contraire, car

puisque B" est toujours positif la condition de AC > B" devient impos-

si])le. Si B s'évanouissait encore en même temps que A ou (',. d-Z se

trouverait réduite au cas d'une seule variable, et par conséquent pourrait

être de nouveau un maximum ou un minimum, ou ni l'un ni l'autre,

selon ce qu'on a dit pour le premier cas. Enfin, si la quantité d^V. était

toute égale à zéro, savoir

A = o, B = o. C o,

il faudrait recourir à la différentielle troisième; que si celle-ci se trouve

n'être pas égale à zéro, la quantité Z ne peut être ni un maximum ni un

minimum; et au contraire, si elle évanouit en même temps que la se-

conde, on cherchera tout de suite la quatrième; et si elle n'est pas éva-

nouissante, il sera facile, par la méthode dont nous nous sommes servi

ci-devant, de connaître si elle est positive ou négative, ce qui déterminera

de nouveau le maximum ou le minimum.
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(). Li)r.s(juc les varial)li!S hoiil ti'uis, savoir /, u, .v, la (lilïcreiiliellf (/-'/,

prend <'('ltc funiH'

d'Z = \dO -(- ?Bdldu -4- Cdu' -i- -y.hdtd.r +- ^Kdiidx -+- V dx'

(|ii'i)ii rcduiia il'ai)()r(l à

A {dt H j— H — -t-
(
*' - T )

''" -t- -i t 7- dudx -(-(!• r-
)
dx\

Soit posé

''-H^"' ^-T^''' ^--K^"'
el 1)11 aura

Wdii WdxV
d -/, = \ I rt/ H j 1

——
j

-f- udw 4- •hUitilx +- c(/x';

(lii'oii opère à présent sur <-es trois derniers membres, comme nu a lait

ci-dessus [ïj, el toute la dit't'érentielle proposée d-'/. devieiidia

, -Il Bdii l)dx\- , , bdx i' I .

or, les carres [dl-\ r 1 j— 1 î [au-\ 1 et d.v etaiil l(»U|(lu^^

positifs, toute la dilïérenlii'lle sera de même positive si les coet'ticieiits A,

(/ et r — — ont cliaciiii le sii;iie ^; on a donc nour le rmiintutni l<'s
Il ' '

conditions suixaiiles

\ > o, (j > o. va > /*',

ou, en remetlant au lieu de a, h, c leurs valeurs.

A>o, •.-^>o, (L__) (^F--)>(h- ^-j,

savoir

A > o. CA> B' et (.A — B . ( FA — D' )> E\ — BD ]',
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(l'(n'i il n-sultc ciuure

Oo, F>o et FA>D-.

On liduvcra |»ar les mêmes principes pour le nutiumiin

A < o, CA > B^ et ( CA — H
) ( FA — I)^

)> ( EA — BD )-,

et par couséqUeiit

C < o, F < o et ¥k > 1»^

7. Si les (juai)lités A et (j évanouissent seules, ou toutes deux, ou une

simplement, la seconde condition devient impossible; si c'est F qui éva-

nouit, alors la troisième devient impossible; car (CA — B'-) (— D-), qui

est nécessairement négatif à cause de CA > B\ doit toujours se trouver

moindre de (EA — BD)'', d'où il suit (|ue Z ne saurait être un ma.rimurii

ou un miniiniim. si A, (J, F prises séparément ou ensemble, comme on

voudra, sont égales à zéro. Si par l'évanouissement des termes la diffé-

rentielle d'-Z se réduisait à deux variables, ou à une seulement, elle

tomberait dans le second cas ou dans le premier, et on devrait suivre les

règles données (3 et suiv.). Enfin . si toute la r/-Z se trouvait égale à zéro,

et que la différentielle troisième ne fut pas de même égale à zéro, on

serait sur que la proposée Z ne pourrait jamais devenir ni un marimunt.

ni un minimum; et quand celte différentielle troisième évanouirait avec

la seconde, par des transformations semblables à celles (|ue nous avons

prati(iuées, on pourrait dans la quatrième différentielle distinguer le cas

du minimum et du ma.rinumi et ceux qui sont inutiles.

8. On peut étendre la niénie théiu'ie aux fonctions de quatre ou plus

variables. Quiconque aura bien saisi l'esprit des réductions que j'ai em-

ployées jusqu'ici, pourra sans peine découvrir celles qui conviendront à

cliaque cas particulier. yVu reste, pour ne pas se méprendre dans ces

recbercbes. il faut remarquer que les transformées pourraient bien venir

différentes de celles (jue nous avons données; mais en examinant la

(bose (le {)lus près, on trouvera infailliblement que, ([uelles qu'elles
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soient, elles pouirmit tnii jours se nduirc a cclk-s-ii . ou :iu moins y t'-lir

fomprises.

!(. ( JuuiMc je crois (clIc liicoiic culii-rcuicul nouvelle, il ne sera peul-

iHre pas inutile d ajoutci- les ri'tli'xions suixaulcs. Oui-I (|uc soit le nombre

ili'.s \aiialil('s (|ui cnticnl dans la riimiinn |iiiipo>cc Z. si on 1rs regarde

cliacuni' en iiailiculici', cl (|u'oii cherche le tixi.iunitin ou ininuiniin (|ui

lui convient pendant (|uc touti-s les aulics dcnieurenl les nienies. on

trouvera à part les premières tlirterentiellcs /^r//, <fdu, rdx (huit

chacune clant égalée à zéro nous (humerait les niénies écpiations (pu*

ci-dessus 2,

y; = o, (y r= o, r= o, . .

De la même manière passant aux dilTerentiidlcs secondes, on trouverait

c(dles-ci séparément \dl- , V.dir, Ydx-, Lr/v- et par conséipn-nt si A,

('., F. 1 sont toutes positives ou négatives, (ui pourrait croire (pie cela

suffit pnui' (|ue les \aleuis de /, //, -f tirées des e(|nati(ins /> ^ (»,

(/ = () rendent necessaireineni la proposée Z un iini>nniim ou un

inariniiun. Il est vrai, en cITet, (pu' par rapport ii ( hacune de ces varial)les

considérées à part, la (piantilé doiniée Z devra toujours être la plus

grande ou la plus petite: mais est-il certain (jue ce (pii vaut pcun- cha-

cune prise sé|)arémenl doive aussi valoir pour toutes eusemhie? Exami-

nons la eliose plus intimement.

Kl. Oue la |)ropiisee Z c(Uitienne les seules vaiialiles / et //. et (Ui

pouii'a la regarder c(unme Tiu^donnée à une surface, (huit t et // sont les

deux autres; donc la (question dans ce cas se réduit ii trouver la plus

grande ou la plus petite ordonnée d'une surface dont re(pniti(Ui est

donnée, savoir

(/Z =y<(// -^ (^du.

Si l'on fait a constant, elle >e icduil d'ahord à

d'L—iult,
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et dans ce cas elle exprime toutes les sections de la même superficie

parallèles à l'axe des (, à mesure que la quantité u reçoit des valeurs

différentes. Soit donc posé /j= o, et on aura f2) une valeur de t qui

donnera la plus grande ou la plus petite ordonnée Z dans chacune de ces

sections parallèles; mais, puisque u est constant, si l'on différentie de

nouveau dZ, on a

d'Z = \di',

et par conséquent on jugera du maximum ou ininimutn par la seule va-

leur de A, après y avoir cependant substitué à la place de t la valeur (|ui'

fournit l'équation ^ = o. Savoir si A se trouve positive ou négative,

quelle que soit la valeur de u, ou bien si, en changeant u, elle peut aussi

changer de signe, on conclura dans le premier cas que toutes lesdites

sections ont un maximum ou un minimum, et dans le second qu'elles

"Ut entre certaines limites un maximum, entre d'autres un ininiinurn.

Si A est égal à zéro, quelle que soit la valeur de la constante u, alors

aucune desdites sections n'aura ni un r>i(i.rinuim ni un tninimiim. Mais,

si A devient seulement égal à zéro, lorsque u a de certaines valeurs don-

nées, dans ces cas seulement les sections correspondantes seront desti-

tuées du maximum ou du minimum. Le lieu de toutes ces ordonnées qui

sont un maximum ou un minimum, ou ni l'un ni l'autre, sera contenu

dans l'équation p := o, en ayant égard à la seule variabilité de u; elles

formeront donc dans la même superficie une section qui sera à simple

ou à double courbure, et qui sera déterminée par les deux écpiations

conjointes
dZ= pdt + qdu et /» = o,

ou
d7.:=:qdu et p = o.

On voit par là ([ue, pour trouver le maximum, ou le minimum de la sur-

face entière, il faudra chercher la plus grande ou la plus petite ordonnée

qui convient à cette même section; on aura donc de nouveau

ce qui donnera la valeur de l'autre variable u.
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11. laissons niirnilcnaiil à la (litiV-rcnticlh' de q: elle a (t(' d'aliord

sti[)p(>S(''(' '^3; égale ii Wdt - i.dir. mais |p(iis(|iif dans ce cas / est dé-

Icriiiinc pai' ii dans rc(]iiati(in p ^^o, on l)icn dans sa (lilTcicnludlt'

A r// -+- \i</u = f>. fh est l'jjal à — - ce i\\\\ iriid

dq r= I r- -4- C
j
du;

R- R-
il résulte donc (|uc si r "•" ^' f'^^ positif, savoir si C > —-• l"oi"donn«''<'

R- R-
sera la inoiiidr'c; si (! < y' '''I'' ^'''•' !' |diis grande, et si C, = —^ (die ne

sera ni l'une ni Tantre, à moins (jue les conditions recpiises dans les dif-

férenliellcs des genres pins élevés ne soient icniplies. Oi'. en r('lle( hissanl

sur vcs ma.rimiwi et niuiinnirn . il seia aisé de comprendre (pie l'ordon-

née Z ne pouria |)as être un rnd.tirniim entre toutes les autics, à moins

qu'elle ne soit la plus grande de tontes cidies (]ui sont conleiuH's dans la

section déterminée par d'L = qdu, et de plus que toutes les ordoniu-es

(|ui composent cette même section ne soient encore elles-mêmes des

maximum i\di\^ les sections parallèles correspondantes lOj.On prouvdia

de même que la quantité Z ne saurait être absolument un minimum sans

(]u'elle soit de même un minimum dans la section qui contient tous les

minimum. V.;\v i\;m^ tous les auti'es cas l'ordonnée serait (tu la [)lus grande

ou la plus petite d'entre c(dles (pii ne s(uit ni les plus grandes ni les plus

petites, ou liien entre les plus grandes ou les plus petites, (die ne serait

ni la plus grande ni la plus petite, ou entin elle serait la plus grande

d'entre les plus petites, ou au contraire, ce (]ui ne donne pas un vrai

maximum, ou minimum connue on cherche. De tout ceci je conclus donc

(|u'après avoir tiré d(>s équations p = <>, </ = o, les valeurs de / et //. et

les avoir suhsliliu'i's ilaus A cl dans (1 — ~, il faut , [MUir (|iit' Z soit un

vrai îna.rinfurn, axw A soit néualit'cl

C<-T-. i^avuir (:\>B^
A
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t't au coiitrairi', si Z doit être un vrai minimum, on doit trouver A positit

Ht

<;>^- ou (:a>b%

conformément à la théorie générale expliquée (4 et suiv.).

12. Si, au lieu de considérer d'abord u constant et / variable, on avait

fait u variable et t constant, on serait parvenu aux déterminations sui-

vantes

C<o et AC>B
p(Mir k- nut.iinniTn. et

C> o (H A( ;> B-

pour le Tuininium. ce (jui revient au uiéme. Au reste, cette méthode (|ue

nous venons d'employer pour découvrir les conditions des maximum et

minimum dans les fonctions à deux seules changeantes, est également

applicable à toutes les autres fonctions plus composées, elle a même

l'avantage d'être plus analytique et plus directe que la première, c'est

pourquoi je tâcherai ici de la développer dans toute sa généralité.

13. Soient les variables contenues dans Z en tel uomlire qu'on voudra;

j<' ne considère d'abord qu'une variable seule, et je tire par la différen-

tiatiou l'équation ^wy\v\{' maximum ou minimum (jui lui ((uivient: |)uis

en passant à la différentielle seconde, je trouve les conditions qui déter-

minent la proposée à être un r/uiaimiwi ou un minimum. lUi ni l'un ni

l'autre. Après cette première opération, je substitue dans Z ou dans ses

différentielles simplement la valeur de la première variable trouvée, et

je procède sur une autre variable de la inéme manière; ensuite, metlaul

de nouveau dans la fonction proposée Z la valeur (ju'on aura trouvée

pour cette seconde variable, on passera à l'examen d'une troisième va-

riable, et ainsi de suite, etc. Soit t la première variable qu'on veut cousi-

dérei' dans Z. et on aura

dl=pdt et (l-'/. — \dt'.
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(ri)ii
i>
— (), et A > o |)inir le inimmum. A < d pour li- maiirinuii I .

Oui' / et // soiciil il présent loiitcs deux \;iri;ilil('s, il ru r<>iiltcr;i

JJ.z^pdt + tj (lu

,

i|iii, ;i cjuisf (]t' /) = o, se rtMlnil ii

i/y. <jiiu,

d'où l'on lire

il'7. — [\\(tt -hi.(fii)</ii:

iiijiis [)iii.S(|m'/; =^ n, dp le sera ;uissi, cl |);u' ((m.siMjuciil

Vf// -t- \U/n =o,

II' ijiii iloiiiii'

B (/«

l'ttr v;iliMir sul)stilil('i' ihms i/-7. I;i rii;ing»'i';i ni

j'iuiiMi ilojic y = o cl

pour le ntuniniini. cl

. B'

[)oiir le Dui.itimiin. savoir, puisque A csl positif dans le pieniier cas cl

négatif dans le second, en mnllipliant par A. il résultera lonjoiiis la

iiiènie cundilion de XV. > B". Si, outre les deux pi-ecedciitcs. il v a cncoïc

une troisième varialile x à considérer, je clienlic la valeur de d'A eu

égard il ces trois varialiles /, //, .» . et je ti'ouvc

dj. =r pdt -^ (/(/// -h idx.
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re qui, à cause dep = o, q ^ o, se change en

dZr= rdx;

donc lii différenlielle seconde sera

d'Z = {Ddt -hE dit -+- F d.r ) dx.

A présent, par le moyen des équations

p = o, (/ ^ o,

ou liicii de leurs différentielles

A(//-i-B(/« -I- P</.r = o et Bf// + Cr/^ -+- Erf.r — o,

je elierclie des valeurs de dt et du en dx, et je trouve

BE — CD , , BD - AE ,

je les substitue dans l'expression de d^Z, ce qui me donne

,,„ /BE-CD^ BD-AE-, „\ , ,

Il résulte donc en premier lieu pour le maximum ou minimum

ensuite

BE - CD ^ BD-AE ^ , ^^

pour le minimum, et < o pour le maximum; ou bien, en ôtant le déno-

minateur Ad — B- (jui est toujours positif, on a

. BDE - CD^ - AE- - FB' -4- ACF > o
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pour h' minimum, et < r) pour If nuuimum. Suit imiltipru-f" celle expres-

sion par A, (|ui est positif diiiis le prciniiT cas et iicgatii' dans le secunil.

et on aura

7. AinHv — ACD' — A'E= - AB'F -\- A'CF> o.

soit poiii' 11' inaiimiim. soit poiii' le minimum, savoir

(CA - IP){FA - D'jXEA - UDf.

On sui\ia le même |)ro(é(lc pour un pins jirami nomlirc di' variables.

1 i. Cette méthode, étant générale pour (]nel(|iH' nombre di' variables

(|U(! ce soit, ne sera pas i)ornée aux seules l'oiutions ali;él»ri(pic.-i, niais

pourra encore s'étendre avec succès aux maximum et minimum (jui sont

d'un ii;enn' pins élevé <'t (|ni apparlicnniMil ;i des ioiinuics intégrales in-

définies. Je me reserve de traiter ce sujet, (pic je crois d'ailleurs enlii'ic-

iiiciit iinuM'aii, dans un ouvrage particulier (pie je |)re|iare sur cette ma-

tière, et dans le()U(d. après avoir expose la iiielliode geiléride et aiia!\ ti(|uc

pour résoudre tons les problèmes toui liant ces sortes de maximum on

minimum, j'en déduirai, par le principe de la moindre (piaiitité d'action,

toute la mécani(|ue des corps soil solides, soit tluides.

15. .le tinirai ce Mémoire par (|U(d(p:es exeiuples des plus simples (pii

éclaircissent la théorie (pi'on vient d'établir. Soient tant de corps (pron

voudra part'aitemenl élastiques et rangés en ligne droite sans se loiu lier;

su|)pos(Uis (pie le premier vienne cho([uer le second avec une vitesse

donnée c, le second avec la vitesse acipiise du premier choque le troi-

sième, et ainsi de suite; les masses du premier et du dernier étant doii-

néos, on demande celles des corps intermédiaires, atin cpie le dernier

rec.'oive la plus grande vitesse possible. Soit a la masse du premier, cl

h c(dle du dernier; soient ensuite /, //, x, y les masses intermédiaires

inconnues; par les lois du choc on trouvei'a la \itesse coiiimuiiiipiee par

le premier corns a au second / éi-ale a • celle mw donne celui-ci au
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troisième u éeale à , '—y-. ;' ^t ainsi de suite; donc la vitesse que^ {a+ t){t + u) T

recevra le dernier h sera exprimée par

2. . . icalux) . . . b

{a-h t)(t-h u}{u + x)(x-hx). .

.

expression qui doit devenir un maximum. Pour en trouver plus aisément

la différentielle, qu'on la suppose égale à Z, et prenant les logarithmes

d'une part et de l'autre, on trouvera

/a . . .2.ca -h tl -h lu -t- /x H- /»•-+-.. . i

[ = 11,— l{a-h tj~ l{t -\- u] — liu -^- x] — l(x -\-j-} — . . .

)

ce qui donne par la différentialion

(It du clx ilr cit dt -t- du du -t- dx dx -+- dy dZ
t u X y "' a -\- t t -h u u -h X x -+-

> Z "

d'où, en mettant ensemble et réduisant au même dénominateur les

termes affectés des mêmes différentielles, l'on tire

,„ Z{au — t'')dt Z(tx — u-)du Z{^<r— x^]dx
t{a-\- t){t + u) u{t -\- u)[u + x] x[u-Jt- x)[x + r) ''

On aura donc en premier lieu pour le maximum ou minimum les e(|iia-

tions suivantes

aur=t-, lx^=u-, ;/):= x-, ...

,

qui donnent les analogies

a : i ^= t ; u , t : u ^ u : x, u : x =i x ; )•, ....

savoir

'ri a : i : u : X : I' : . . . l>

;

d'où l'on voit (|ue toutes les masses doivent constituer une progression
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i4(i)iiii'|[((|iir. iloiil lis (|cM\ cxlicino suiil les «loiilicrs ^/ cl A. INiiir jiiiii'l

;» prcsciM du ina.xuititni un niminiiini . sdil liiil ir;iliiiiil. |iimii' ;i|irei;(M',
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et ainsi des autres. On aura donc

A = — iinor.a, B ^ aa, C := — ^^
1 D^o, E =; —

5

m ni-

nxa aa
}• = ^7 (1 = 0, H=o, I =r— ,....

m' m'

On voit par là en premier lieu que A est négatif, et que par conséquent

la proposée doit être un maximum si les autres conditions se trouvent

remplies. Or

\C = 4a=rt^ et B'— 3f-«-'.

donc

I" AC>B-

AC - B- = 3 a «s FA - D= = i^^ , EA - BI) = - ^^^^

,

donc

(AC — B')(FA-D-')= ^-^^'. et (EA — BDf = -^

*'''''

m' m-

et par conséquent

2°
( AC - BO ( FA - on> I EA - BD y.

S'il n'y a que deux masses intermédiaires t et u, il suffit d'avoir égard à

la première de ces conditions; s'il y en a trois, il faut encore considérer la

.seconde; s'il y en avait plusieurs autres, il faudrait avoir recours à autant

de conditions qu'il y a de variables. Au reste, dans ce problème, on les

trouvera toutes remplies si on veut bien prendre la peine de pousser plus

loin le calcul; de sorte qu'on peut franchement assurer que, lorsque les

masses intermédiaires, quel ((ue soit leur nombre, sont telles qu'elles for-

ment une progression géométrique entre les deux extrêmes données, la

vitesse que reçoit la dernière par leur moyen est toujours la plus grande

possible. Ce problème a été traité par M. Huyghens, le premier, et depuis

par beaucoup d'autres Géomètres; mais sans avoir aucunement égard aux

nouvelles déterminations, que nous avons cependant trouvées nécessaires

pour s'assurer de l'existence du maximum ou minimum.
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16. Soil l'{;c|ualion géncrah.' pour k's surfaces de second ordre

z' = ax'' -+- 7.bxy +- cr' — ex — fy,

qu'on se propose de trouver le point où l'ordonnép z est la plus tinuide

ou la plus |)elite; on aura, en dilïcrentianl,

%zdz =: laxdx + l.bydx -+- y.bxdy -t- 7.cydy — edx — fdy,

ce qui foui iiil d'ahord les deux é(|ualions suivantes

ax -h by=z -,
i

f
Cl- H- hx^=-,

1

d'où l'on (ire

ev - fbX = =^-i—

)

i(ac — b'
)

eb — fa
y— -

i{ac — b^
)

Différentions de nouveau la différentielle trouvée, et ou auia, puis(iiir

dz = o.

izd''z =: ladx- -+- ^bdxdy -+- icdv^

où les (juantités a?, y ne se trouvent plus. Or, aliu (|ue l'ordonnée z soit

un vrai maximum ou minimum, il faut (|ue u el c soient toutes deux

négatives dans le premier cas, et toutes deux positives (l;ius le second:

de plus, il faut encore que ca > Ir, car sans ccda les valeurs trouvées

pour les ordonnées x et y ne donneraient jamais ni un mu.r imu//i. ni un

nuiumum; en effet, toutes les fois que ca n'est pas plus grand (|ue Ir . le

célèbre M. Euler a démontré par une autre voie, dans l'Appendice a 1'///-

froductio/i à l'Analyse des infiniment petits. (|ue la surface pioposée

s'étend à l'inlini et qu'elle a une asymptote conique. Il parait donc clai-

rement que la méthode pour déterminer les maxinuim et mimmuin.

3.
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(|uaii(l il y a jjlusicurs siirial)l('s, en ne les rci^ardanl (|u'nne à la fuis,

|)ciit souvent être tiès-f'aulive. Car, par exemple, dans le cas précédent,

en traitant d'aliord .r comme varial)le , on trouve la ditTérentielle [Me-

ulière 2 laa- + hy ) (/.x\ et la seconde ladx-; de même, en taisant

varier y, ou a pour- la dit'ferentiidle première 2 icy -\- ba- — -
) dy. et

pour la seconde 2cdy-. Or les deux différentielles premières posées

égales à zéro donnent les mêmes équations qu'on a trouvées, et les deux

secondes font voir (|ue si a et c sont toutes deux positives (ui toutes

deux négatives, l'ordonnée z. est un majcimum ou un minimimi. si ou a

simplement égard à la variabilité des .< et v considérées séparément:

mais on n'est pas en droit de conclure pour cela que r. soit un /tuninui/n

ou un minimum, par rapport à toutes deux ensemhie, comme orr vierrl

de le \(>ir.
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{Miscrlltinfd Tiiunni'n.1111 , t. I, 1759.)

\. Soil proposé»' I'«''(|iiati(in diffe'-rcntii'IIe

dy -t- )\(/.r = 'Ldx,

i)ii \ et Z l'xpiiiiifiil iK's (onctions (iiu-lc(iii(|ucs (le la vaiiahlc oi^; l'on sait

(|ur pour intégrer cette é(juation il suftit de faire

y ^= HZ,

ce (pii (liiune

iif/z -+- zdu 4- HZ \dx =^ 'Ldx,

où Ton |)eiit faire évanouir deux termes |)ar une valeur convcnahic de //

ou de c. Suppos(Uis dcuic

- du -!- //; \(/.r := o,

et (livisaiil pai- r. on aura

du -v- u\dx = o.

t't par consé(pienl

— = — \(/;r et lu = — I \(/i-.
« J

savoir
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oii e est le nomhre dont le logarithme hyperbolique est i. Par cette siij)-

position l;i proposée deviendra

a (h — 7. (Il

•e (lui donne

et en tin

« J " J

!• ,17 d
Zdx

2. En observant le procédé de cette méthode, on verra aisément

(|n'elle doit pouvoir s'appliquer encore avec succès aux équations diffé-

rentielles qui ont la même forme que la précédente, quoi(|ue les diffé-

rences soient supposées finies. Soit donc l'équation

f/r-i- M,r=N,

dont la différentielle dy soit finie, et les autres quantités M et N soient

des fonctions d'une autre variable quelconque r. Supposons en premier

lieu

X=uz,
et l'on aura dans ce cas

dy =: u dz H- z du -t- du dz

,

el l'équation se changera en

udz -¥- z du -+- dudz -+- M «; ^ N.

Qu'on pose comme ci-dessus les deux termes

zdu +- Muz = o,

et on aura

du -I- M« = o,

savoir

M
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|)iFiir iimiikIic 1 l'Ile ('(iiiiitiiiii il;ins iiolrc cjis nii l;i diCféiTiitit'Ilf (//' n'i'Sl

|)!is intiiiiiiiriit |)( litc. (ju'd!! suppose // = e' , cl W\\\ \\\\\\\

Il ^ ilii — e'"'' cl </m = «'(e*— ij;

a ou

^'1 = e-" - I = - M el e-"^i— M,

cl |»i-cii;iiil les loiiaiilliines,

^y/ = /(i-M),

cl eiisuile iiili'tiraul.

/: - Çl[\- Mj;

lii:iis ou s;iil (|uc \\\ siouiuc des loi;;iiilliiMc> de plusieurs U(uulii-es csl

égale ;iu loiiiiiilliiuc du |iiiHlnil de luus ces rioiidiics: doiu-, si l'on

exprime généralenicul par ro i — M, le [iroduit coiitiiiucl de loules les

(|uanlilcs coulcmu-s dans la lorimilc i — .M, ou aui'a

/ = /ro ( I — M ),

et par coiistMiuciil

Par rcvanouisseiueiil de ces deux lernies rccpialioii dcvienl

iiclz -(- (/il (h = N,

d'où l'on tire

N
Il +- (lu

cl. eu intéoraiit,

du

Mais ayant dej;! triuivé ;/ ;= ct i — M . si i'iui exprime pai- M, le Icnuc

eonsécutila M, ou aura

Il -f- ihi =_ CT V I — Ml ),

I. 4
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cl |);h- conséquenl

/* N

f t. |niisi|ui'j»' = zu,

J ro(i — M,)

(Ui liieii, t'ii ajoutant à cette intégration une constante (|uelcon(|iie A.

3. Soit a présent proposée l'équation

r, = R V -H T,

où y, est le terme qui suit v dans la suite îles v: puisque y, = y ^ dy.

elle se réduira à

(/) -K :i — R)> =T.

Qu'on fasse d(jnc

.-R=M, T = N,

et l'on Irouvera [your la valeur de \ l'expression suivand'

'•=-M^-^-/^)'

Si R est une quantité constante, il est clair que wR et ^sR, devieinieni des

puissances de R, dont l'exposant est égal au nombre qui dénote la place

des ternies r et y, dans la suite des v; soit donc m ce nonihre. de sorte

(|ue >',„ soit le même que y, et un aura

N

/T '
1

1^;;;:^; est égal à T I jt;;;:;:;- où les teriues exprimés pai-
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^t;;^^ riiiiiiciil imi' progression i-éoiiictr'Kiiic. duiil il scr;i ;iisc d'uMii! I:i

soimiH'; Sdil celle suiiiiiie, ijui (niniiieiire |);if - • égale À S, saMtir (|iii-

^^TÔ+--^^'^=^^'I! H' H

'I un aiini. en niiiiliplianl par- H

h^h^ ^W^ = ^''^^^'-¥

de celle égalité l'on tirel'a

H"'(K-i)

par ((Hl^se(jllelll

un liien

K- 1

'i . l'iinr se convaincie (|ue celle \aleur de )' salisl'ail enlierenieiil an.\

conditions de l'equalion donnée

)•, =r |{ ) -f 'r lin liicn »„.^, — R )',„ -t- T.

on n'a (|u';i nuilli|iliei- la l'ornude IrouNce |>onr i',„ par li. el Ini ajonler la

(inanlile T. el l'on lionvera le re.siillal

ini se rednil a

AR-+' + T
K — I

(|iii l'sl la \alenr (|ue la l'ornuile générale lions donne ponr le lernie >',„^,
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5. Après avoir trouvé la méthode d'intégrer toute équation differen-

lielle à différences finies, comprise sous la forme générale

on pourra de même procéder à rinlégration des autres qui dépendent de

celle-ci. Or, M. d'Alembert, dans les Mémoires de l'Académie Royale de

Herlin. a fait voir que toutes les équations différentielles, telles (jue

- _|- A £^ _(- B— ('^ -+- — \
dx dx' dx^

OÙ A, B, C,... sont des constantes quelconques, et où X est une fonction

quelconque de x, se réduisent à une équation de celte forme :

dx

où H est une constante et V une fonction de x, laquelle équation est la

même que nous avons appris à intégrer dans le cas même des différences

Unies. Si donc le procédé de M. d'Alembert peut avoir lieu aussi quand

les différences sont finies, on pourra intégrer encore dans cette circon-

stance toute équation différentielle de cette forme:

y -+- kdr -+- B(/- ) + {\d'Y -f- . . . = \,

et par conséuuent l'équation

.), + P.r-.. + Q,r3 + ..- = X,

qu'on peut regarder comme la formule générale des suites récurrentes.

La méthode de M. d'Alembert se trouve détaillée dans le second tome du

Calcul intégral de M. Bougainville; mais, pour épargner de la peine aux

lecteurs, je tâcherai de la développer ici en [wu de mots. Qu'on suppose

dy dp d(j

dx "' dx '''
d.t
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et l'équation proposé*; se changera en

Qu'on iniilti|)lie à présent cliaciinc des (Minations (lu'oii a .siippnsrcs par-

ties eoet't'uicnls indéterminés a, b, c et (ju'on les ajoute loulrs à

eelle-ei, on aura

r-h{\-ha)p-t-{B-i-l>)q — a'-f- l>'-j*- -+- C^ \.' ^ ' r > ' ï
,ii; ,fj^- ,ix-

Soit l'ait eu sorte ([Uc la |iri'iiiii'rc pallie du iircmici' inruihir i\i- rtlte

équation devienne un multiple exact de rintéi;rale de la secoudi'. saxnii

ipie

dy H- ( A + a) dp -^ [^ + h ,dtj =: dr -^ - dp ' d(j,
a ' a

et en comparant terme a terme il en résultera

a a

de ces deux équations Ion lire

/> = B = \a +- a- et a' -h \a' -h bu -h t; = o.
a

dont les racines donneront ti'ois valeurs de a (|ui satisferont éi^alemenl

aux conditions re(|uises. Supposons irtaintenaiit

r-i-{\ -h (i)p -^ a -^ l>)(j — s,

i'eijuation trouvée deviendra

dz ..

laquelle, comparée avec celle du ir" 1 . donnera err intégrant

'\dx
3 = — e

T
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Or-, coiiiiiif lir qu;iiitile rt peut avoir trois valeurs (lifféi'entes, uominoiis-

les «,. a,, «3, et exprinious par Z, la valeur de r (|ui eontient a,, par Z.

eelui (|ui eontient «o, et par Zj eelui qui eontient a^: tm aura tlone les

trois e(|uali()ns suivantes :

.y + ( A -t- rt, )/> -H ( R -+- />,
j 7 = Z,,

r-h{\-ha,)p-h[B-hb,]q = Z,,

r-h{\ -ha^)p-h{B-h b,)q = Z,.

De ces trois equali(ms on tirera la valeur de )', la(|iielle, a eause des

quanliles constantes A, B, a,, a.,,..., se réduira à cette forme

r = FZ -+- GZ ^ HZ .

où F. G, H sont des constantes dont la valeur dépend des autres A, B.

rti. a,,

6. Si Von examine le procédé de celte méthode, il paraîtra clairement

que si ré([uation eût contenu Iteaucoup plus de termes, par exemple

qu'elle eût été

i ^ R 'liZ _,_ c^ D^ -I- E— — X
djc dx- </j'' </x' ilx^

on aurait trouvé de même

y= FZ, -+- GZ -I- HZ -h IZ, + KZ^,

oii les (juantites Z,. Z,, sont des l'oncti(uis de X et x, telles que

„ l f\dx
Z = — e / 5

en posant pour a les racines a,, «j, d , a^, a^ de celle ecjuation

(r -+- \a' +- Rrt' + V.a' +- !)(/ + E = o;
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(le |)ltis (III s'apiTccvi';! i|uc les i)|ici';ilinns (|U(' ie(|inerl cellf iiifiliiidr

jifiivciii c^ulciiiciil se l'iiirc, soil (|ii(' les (liiTcrciicrs sdicnl liiiics, ou

(|ii'i'llrs sdii'iil iiitiniiniMil prlilcs.

7. Avaiil donc rr(jii;ilioii ;i (lilfiTcini's liiiit-s

cl |ios;iiil

y -h Ar/)- |{</')' - (.(J'y ^ !)(/')- E<t) - \.

(iy />. i//> - )/, i/fj r. ilr - s.

on parvicntliM «le l:i nicnic niiinii-rc ii une ei|ualion Icllc (|iic

z - adz = \.

OU

z-^y +[.\. + a)p + \_Yi + l>)q + {i'.-^ c)r + [\) -h tl]i

cl \,\ i|u;inlile (I ili'|ii'Mili';i ilc celte e(|uiilion

a' -\- \<f' ~ WiC -f- {'.lO -^ \\(i ^ K = o.

donl les racines ont ilcjà été supposées a,, a^, a.^. a^. a^. (Jue Ton com-

pare il présent re(|ualioii

z - adz -^ X

avec celle du il" 2. savoii'

,/) ^ \1 v=N.
et on aura

a a

par consé(|uenl

I -I- a
I -M

ce (|ui donne enfin

: m ( I I consi H- I ^-—
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"ou bien, puisque a est constant,

m exprimant cumme ci-dessus le quantième du terme :; dans la série

des s. Si l'on fait de plus X constant, on aura, en prenant la somme de la

• • r d"
nroi^ression géométrique exprimée par / ,

/
1 -I- rt ,

"' r X- .
' -H « )"' — <('" 1z„= consl -— \ •

—

'— .

\ « / L (i-har J

Or, comme a peut avoir les valeurs a,, a.,, «3, «4, (i^, il est clair (ju'en

substituant chacune d'elles dans la formule trouvée, il en résultera

autant de valeurs de z„, qui satisferont toutes également. Soient donc

toutes ces valeurs exprimées par Z,, Z,. Z3, Z^, Z^, et puisque

z = >"-+-
( A H- «)/> -(- (B + 6)ç + (C 4- c)r-f- (D H- f/ji,

on tirera, par le moyen des cinq équations

l'expression suivante de y, savoir

.) = FZ, -+- GZ. -h HZ3 + IZ. -+ KZs.

8. Soit enfin proposée l'équation

.), + A y, -I- B Kî -^- C >, -h . . . = \,

)ù y,, 72' J3>--- expriment des termes consécutifs de la suite des y: il est

l'abord évident que, puisque

et ainsi des autres, cette équation peut être ramenée à la forme de lellt
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(|iif nous vt'iKiiis (rrxiiiniiicf: mais, |)uis{Hi<' le calcul dcvicul de cctli'

lainii lidj) loiii;', il sera iililc de la resdiidie difcctriiiiiil |)ar 1rs mêmes

|iriti(i|ies (|iir nous a\(iiis cmiduM's jns(|irici. I)c |iliis, aliii de |)i>ii\iiir

[dus aiM'iiieMl a|)|di(|Mer celle e(|iiarKiii aii\ séries ifcm renies, il sera

mieux de cdiisiderer les lermes v,, v^, l'a— dans un miire l'cnverse,

savoir (|ue

j\ +- dy, ~)\, y, -\- dy, — .)„

el ainsi des anires. de snfle (|ue les indices i, ?.. V deiiolenl la dis-

lance de clia(|ne lerme an dernier' i, . Supposons

soil donc de nouNcan

soi! encot

r-] = [h. el l'on aura >-, :- p,;

q-, = r, el ry . = /'.. = s, ,

et r(ui aura

y7 = p,. y3 = q<, ji = '^ .ri = ^i' .)„=s..;

sultslilnant ci'S valeurs dans la proposée, (die deviendra

_), + \p, -+- liq, -+- Ci; +- \)s, -+- Es. = \.

Ou on réduise à |)i'('senl les su|)positions precedeiiles en é(]uations, savoir

p, — j'z= o, q, — Pj = o, /', — qi = o, s, — /j ^ o,

el après les avoir multipliées par les (d(d'ticienls iiideleiniines a. h. c—

,

(pr(Ui les ai(Uile toutes il celle (|u"on \ient de tidiivei-. Il en résultera la

suivante

r. -^ -V -^ « 7', -(- ' B + /' '</, -I- (<: -t- fjr, -1- (1) -t- (/;5,

— rtV; — lip. — cq, — <//; -+- E.S'..

\.

nn'on fasse mainlenanl (|ue clia(|ue coet'ticient de la premii're jiartie soit

multiple de la iiiènie manii'ie de son c(urespondant dans la seconde.

1. 5
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l'on parviendra aux mêmes équations qu'on a trouvées (6), el la quantité

a sera déterminée par l'équation

a' -+- Xa> -+- Brt' + C(f- + Dw -i- E = ci,

dont on a supposé les racines a,, a^, «3, Donc, si l'on fait

y, -h{\ -h ci)p, -h(R -h h)(j, -h {('.-h c) 1; -h {D -h </ ]s, = z,y

l'équation se réduira à

z, — az; = X,

qui, par une intégration semhialilc à celle du n" 3. tlouncra

J W"
z,„ ^ a'" I coiist. -t-

^•'"-+-1

où m exprimera le quantième du terme z„, dans la suite des r. Or, comme

pour a l'on peut substituer chacune des cinq racines ^z,. (t.. a^,... de

l'équation o' H- A«* + . . . = o, on aura de même cincj valeurs ditïé-

renles de z.,„ que nous exprimerons comme ci-dessus par Z,. Z^, Z^ ;

donc, à cause que

Zm=y'w -1-(A + «)/A„ + (H + b)q,„ -f ( C -+- c)r,„ H- (I» + (/)i',„,

on |)arviendra, en chassant les lettres />„,, q,.,...., à la tornuilc

r,„ = FZ, + (iZ, + HZ, + IZ. -4- kZs,

où F, G, H,... sont des constantes qu'on doit déterminer par la rouqia-

raison d'autant de termes donnés dans la suite des v.

0. Si X est constant, par ce ([u'on a démontré (4), la sonunc exprimée

par 1 deviendi'a éeale à X—;

r^ et nonimaul I. la coiislanti

ajoutée à celte intégration. (Ui aura tinalemeni

Z = ha'" + X
a'" ( rt — I

)
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d'où l'iui lirriii |);ir c()ns(''(|iiciil 1rs viilt-iirs Z,. L,, Zj. . . m siihstituaiil

à l;i |)l;i(c (le rt SCS va leurs «,, a.. «3

H). De loul loii l'iiii |Miit (li'diiiir le llicoii'iiii' f;i'ii('r;il sui\;iiit: si l'on

;i ré()uatiiiii

où les inilircs des v (Iciiulciil li-iiis places. (|iif l'on ilicrclii' tniitcs les

raciiifs^,, a.,, a-^. r/,— de rc(|iiatioii

a> -H Art' + Hrt' t- Crt' -^ llrt -^ K = I),

<M l'on aura ecntMalcinriil

et. dans le cas 011 X est corislant.

r„ = L ( Frt'" -h Grt"' -!- Hrt"' -+- \n"l -i- K r/'" -1-
. . .

)

+ X ( F ^^^^ + G ^^I^:^ + H Î^I^ -^ I Î^I^ - k "1-=^ -.
\ fl, — I rt.. — I «j — I rt. — I rtj — I

)

Si X = <). on pourra supprinici- la cnnstanlc L. l't l'on aura plus siniplc-

nicnl

r„— Frt7 -(- Grt" ^- \\(t" - la": ^ Krt"' -t-. .
.

,

fornuilf connue pour l'expressiofi du ternie général de la suite des »-.

telle que

,1 m -H \y„-, -^ Hr„ : — <:,)„,- .
-+- n,»m_. -f- E )-m_i -;-...— ».

ce qui n'est autre chose qu'une suite reciniente. dont l'eclndle de lela-

tion est — A — B — C — l) — E — . . .

.

5.
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1 1. Voilà donc la théorie des suites récurrentes réduite au calcul dif-

férentiel, et établie de cette façon sur des principes directs et naturels, au

lieu (jue jusqu'ici elle n'a été traitée que par des voies tout à fait indi-

rectes. De plus, les recherches qu'on a faites sur cette matière ont toujours

été bornées au cas de X = o, et personne, que je sache, n'a jamais entre-

pris d'examiner généralement les autres cas, où X est constant ou même

variable, ce qui peut néanmoins être de la dernière importance pour la

résolution de plusieurs problèmes qui conduisent à de telles équations,

dont la doctrine des hasards est principalement remplie, comme je me

propose de le faire voir une autre fois en appliquant à celte espèce de

calcul la théorie que je viens d'expliquer.
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\A NVTIKK Kl L\ IMKlPMiVTION lll SUN,

MisdUtiiirti 'Viiiiiiiiiii^ui . \.\. 17».)

iMi^oDi ( .H(».\.

OuoiillH' la sciciHi' du ('.iilciil :iil clr [inrlcr dans ces (lciiuci> Iciiips ,\\\

|)liis liaiil (l('i;i(' (le |MTl('(ii(iii , il ne paiait (('iiciKlaiil |ias (iiiim se soil

l)('aiiC()U|) avance dans rapiilicarKHi de cclli' scii'iict' aux plii'UdiuiMit's de

la .Nature. \a\ tliéoric des tlnidcs, (|ui est assuréiiieni une îles plus ini-

purtauti's pour la !'li\sii|iie, est < iieore tri's-inipait'aite dans ses éléments,

malgré les t'ilorls de |)iusieurs i;i"in(ls liduniies cpii ont tenle de l'appm-

Idudir. Il en est de nu'nie de la matii'rc (|ue j'entreprends d'examiner ici.

e( (pTini [lenl avec raison rei^arder connue un des principaux points de

celle théorie. Car le s(ni ne ctuisistani (jne dans de certains (diranlemeuls

imprinu'S aux corps sonores, et connniiui(|iie> an milieu elasti(ine ipii les

environne, ce n'est y\w pai- la connaissance des mou\ements de ce ilnide

ipi'on ]»eut espérer de découvrir sa \crilalde natinc. el de déterminer les

lois (|u'il doit suivre dans sa propai^alion.

Ne\vt(ni. (pii a entrepris le premier de sounu'ltre les tlnidcs au calt ni.

a aussi lait siu' le son les pi'cmii'res rc( lu'rcln's. et il est paivcnn a en

dclenniner la vitesse |iai' une tnrunile ijiii ne s'éloii^ne pas heaucoujt de

l'expérience. .Mais si celte theoiie a pn conlenicr les l'Iivsiciens. doni ia

plupart W\\\\ adoptée, il n'en est pas de UM'Ule des (iéomi'tres (|ui. en

eludiant les denionslialions soi- li's(]m'lles elle esl appu\ee. n'\ ont pas
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tntiivé ce degré de solidité et d'évidence qui caractérise d'ailleurs le leste

de ses Ouvrages. Cependant aucun, que je sache, ne s'est jamais attaché

à découvrir et à faire connaître les principes qui peuvent les rendre in-

suffisantes; encore moins a-t-on entrepris de leur en suitstituer de plus

sûrs et de plus rigoureux {').

Les Commentateurs des Principes ont à la vérité tâché de rétablir cet

endroit par une méthode purement analytique, mais, outre qu'ils n'ont

envisagé la question que sous un point de vue tout à fait particulier,

leurs calculs sont d'ailleurs si coinplitiués, et embarrassés dans des suites

infinies, qu'il ne parait pas qu'on puisse en aucune façon ac([uiescer aux

conclusions qu'ils se sont efforcés d'en déduire.

J'ai donc cru qu'il était nécessaire de reprendre toute la question dans

ses fondements et de la traiter comme un sujet entièrement nouveau,

sans rien emprunter de ceux qui peuvent y avoir travaillé jusqu'à pré-

sent.

Tel est l'objet que je me suis proposé dans les Recherches suivantes.

Pour le faire mieux connaître, je commence par donner une idée de la

théorie de M. Newton, et des difficultés auxquelles elle est sujette.

C'est dans la Section YIII du Livre II des Principes que se trouve ren-

fermée toute cette théorie. L'Auteur considère d'abord la propagation

du mouvement dans les fluides élastiques, et la fait consister dans des

dilatations et des compressions successives, qui forment comme autant

de pulsations, et qui se répandent ;i la ronde par tout le fluide. Il passe

ensuite à examiner comment ces pulsations peuvent être produites par le

(*) Voici comment parle un des plus célèbres Géomètres de notre temps dans son excellent

Traité des J/iii(lr\ ( art. 21vl) : « Ce serait ici le lieu de donner des méthodes pour déterminer la

vitesse du son, mais j'avoue que je ne suis point encore parvenu à trouver sur ce sujet rien

qui pût me satisfaire. Je ne connais jusqu'à présent que deux Auteurs ipu aient donné des

formules pour la vitesse du son, savoir M. Newton dans ses Pri/iri/icy, et M. Euler dans sa

Disseitntioii sut le Feu, qui a partagé le prix de l'Académie en 1738. La formule donnée par

M. Euler sans démonstration est fort différente de celle de M. Newton, e! j'ignore quel chemm

l'v a conduit; à l'égard de la formule de M. Newton, elle est démontrée dans ses Principes,

mais c'est peut-être l'endroit le plus obscur et le plus difficile de cet ouvrage. M. Jean Ber-

nouUi le fils, dans la Pièce sur la Lumière, i|ui a remporté le prix de l'.Xcadémie en 1736, dit

(|u'il n'oserait pas se flatter d entendre cet endro't des Principes. <•.



i:r I. \ l'iioi'vc \Ti(iN 1)1 S(i\. 'il

Irt'iiiissi'iiiciil ili'S |);iili('S (riiii coriis sonore (|ii('I(oié(|IIi'. Il inuiijiiii- |ioiii

i'('I;i (|ii'iiiic |);ii linilc (In lluiilc |iiiiis>rr |);ir les \ ilii;ilioiis (liicor|(s coii-

li^ll coiiilriisc |);ir Mlle ((tl;iilic dishilicr les |):il licllIi'S silivjililcs. jus(|ll';i

»•«' i|iir, la ('ori(!('iisalioii i-laiil iIcxciimc hi plus liiaiidf, les iim'Iiics |iarli-

l'iili's (oiiiinciicciil il se (lilalcr de pari ti d'aiilrc, ce ({iii l'oiiiii' sidoii lui

mil' iidiiiili' de tiliics soiioris (|iii partciil tontes du niriiic point cunniif

d'un (entre conninin. Il \cut de [tins (\uv eliacnne de ces premii'res lilircs

en en^iciidre une anti'c ('-l'aie ii son exti'éniite, lors(|irelle a a( luxe tn]»-

oscillation enlii're, et celle-ci nne troisii'nie, et ainsi snccessivenienl. de

sorte (|u'il se l'ornie, pour ainsi dii'e, antonr dn corps sonoi'e pinsienrs

vonles spiieri(|nes, ({ni aillenl Innjonrs en s'élari^issant, tout de iiH-nie

coninie l'on (diserxc dans les ondes (jni s'excitent sur la siirl'ace d'nin'

eau tran(|nille. jiar l'agitation de (pM'hjne cor|)s ('ti'anticr (pie ic soit.

\ oilà (piels doi\cnl être stdon cet illustre .\nleui' les niouvenieiits des

parlicnles de l'air (pii prodniseni et |)ropai!:enl le son. Mai'- M. Newton

est encore aile plus loin, il a calcnh' tons les nionxcnienls |iarlicnliers (pii

composent ( liacnne des |inlsations. l*onr \ parvenir il regarde les libres

elasli(|nes de l'air comme compos(''es d'une intinile de points pli\si(iucs

disposés en lij^iie droite et ii (''i;ale distance les uns des antres. I,a nn-tiiode

(pi'ii emploie pour déterminer les oscillations de ces points c(jnsisle à les

snp|t()ser d'alioid isochrones et loiijours les iml'incs dans eliacun d'eux.

.M. Newton [)iiiu\(' ensuite (|ue celte liypollièse s'accorde enliei'einent

avec les lois mecani(pies (pii (le|ien(lenl de l'action mutuelle (pu- les

points exercent en verin de leur ressiul : d'oii il conclut (ju'eii elTel ces

mouvements sont t(ds (pi'ii les a supp()S(!'S. et comme ii clnupic oscillation

il doit s'enecmlicr S(don lui une iiou\(dle tilire e^ale et senildalile it la

|)iTmit're, il trouve l'espace (|ne le son parcourt dans un tem|)s donne, en

calculant seulement la duiéo d'une simple vibration.

yi. Jean BernouUi le tils, dans son cxc(dleiit(' l'ic'cr sur lu Ijtmurc, a

aussi di'lermim'', d'après les mêmes liypotlit'ses. la vitesse du son: son

proc(''d('' (lift ère pourtant de celui de .M. Newton en ce (pi'il a d'alKU-d

suppose (pu' les vibrations des particules sont parlailement isocinoiies,

ce (|ue ce gi'and Géomètre s'était proposé de démontrer. Aussi n'est-il

I. {-)
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pas siir|)r(Miaiil que ces doux Auteurs soieni arrivés à la uiciuc l'oriiiuli'

pour la vitesse du son, et l'accord appareul de leurs calculs ne peut être

apporte comme une preuve des fondements de la théorie (|u'(ui vient

d'exposer (').

A l'égard des premières propositions sur la formation des filjres éias-

li(|ues, et surtout de leur comparaison avec les ondes, je crois inutile de

m'arréler davantage à les examiner. Car, outre que plusieurs Auteurs en

ont déjà fait voir le peu de solidité et l'insuflisance même pour l'expli-

cation des phénomènes du son ("), la manière avec laquelle elles sont

présentées dans les Principes fait voir évidemment que l' Au leur ne les

adoptait (pie comme de simples hypothèses pour simplifier la nature d'un

prohlème assez composé de lui-même. Et quand même ces hypothèses

seraient vraies, ne serait-on pas en droit d'en exiger une démonstration?

Or cette démonstration doit nécessairement dépendre de la rés<dulion

(*) M. Bprnonlli prouve à la vérité, clans l'ouvrage cité, que tout coriis qui est tenu en

équilibre par deux puissances égales et directement contraires, s'il vient à être tant soit peu

déplacé, doit faire autour de son point de repos des oscillations simples et régulières. Mais

cette théorie n'est guère applicable qu'au seul cas où il n'y ait qu'un corps mobile. Pour le

faire sentir, supposons d'abord, selon cet Auteur, que le corps soit sollicité selon deux direc-

tions contraires par les forces égales P et Q : il est clair que ces forces ne pourront être (pie

des fonctions (le la distance du corps à un point fixe quelconque; donc, si on lui fait [larcourir

un espace infiniment petit ds, la somme des accroissements de ces deux forces sera exprimée

par/jf/.v, ce cpii donnera par conséquent la force accélératrice qui porte le corps vers son

point d'équilibre; et comme on ne veut considérer que les mouvements infiniment petits, on

supposera ]> constant, d'où la force donnée deviendra proportionnelle à la distance à par-

courir fis, et les oscillations se feront selon les lois connues de l'isochronisme. Mais il n'en

sera pas de môme s'il y a plusieurs cor])S qui se soutiennent mutuellement en équilibre.

ipioi(|ue rangés tous sur la même droite. Dans ce cas les forces P, Q, F,, Q,, P^, Q... . qui

agissent sur chacun d'eux seront des fonctions de leurs distances intermédiaires; ainsi, i-A,. ti.s.,,

i-A'j, . . . représentant les déplacements infiniment petits de tous les corps, on aura pour les forces

accélératrices des expressions de cette forme /^cA, -|-(/f/,v,-t-7vA',-i-. . . où /;, y, /•,... peuvent

être regardées comme constantes. D'où il est aisé de comprendre ipie les mouvements des corps

ne seront plus astreints au simple isoclironisme; et c'est proprement ce qui arrive aux parti-

cules des fibres élasti(|ues de l'air. C'est aussi par cette raison que le calcul qu'on trouve dans

le Commentaire des Principes serait encore insuffisant, même quand il ne renfermerait |ias

lies approximations, puisqu'on n'y considère que trois ou quatre particules mobiles. M. d A-

lembert a fait sentir cette difficulté pour le cas d'une corde vibrante chargée de plusieurs

petits jjoids, p. 359 des Mémoires de l'Académie de Berlin, pour l'année lySo.

{**) l Dvez la suite de l'article des lluides cité ci-dessus; vnyez encore le Mémoire de

M. de Mairan dans les Mémoires de VAcadémie de Paris, année 1737 ; la Physique de Perrault,

et 'd'autres.
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Jjr'nérîllf illl |iln|p|i'lllc |(rn|i(iM'. Il t;illl (lune MVdlUT (|llc l:i lllcoiic de

>l. New tdii sci;iil. inciiif ii (•cl ('•iî;ir<l. Iiicii tidiiiiicc ilc |iiiiivnii<ntiiiciiii-iil

satislairc ii sdii nli)rl. .M;iis il v ;i |iliis. le llit-ori'iui' dans li-.|iiil il dcicr-

iniiir It s lois des usc-illalidiis des |iarli<'iil<'s est l'inidi' sur di's |iriM(i|ics

iiisiirtisaiits fl im'-inr raiilil's.

Le (('IMirr .M. Kiilei- |)arail s'en t-lrc aperçu dès l'aiiiK'!' 1727. coiiimc

l'un voit dans nnc /'//r'.vr sur le San. soulcnnc ii Hàlr la niéinc anufc.

(J'Hcndant M. (li-iiniM- csl. je ciois. Ir |iitniiii' (|iii iii ait donrn' une

prcnvc s(di(li' cl (•(invaincantc '
. Il tait \nir (|mc le |ir(M-cdc de M. Newton

peut ciialcMienl s'apijTKjncr ii dcniuntrer celte aiilce |iin|Hisili(>n, savfiii- :

(|ne les partiriiles elasti(pies >ui\enl dans lem> iimn vcmcnts les lois d'un

corps pcsani ipii ninnir el (|ui londie liju'enienl, ce (|ui ( si tout a l'ail

inconipalihle avec l'isoclirunisiiic des oscillations (pie rilliisire Aiilem

aiiitlais a prétendu ctalilir. Otte rcmarijuc seule |)arailrail siittii-e poni

taire toinix-r entii'rcinent la théorie en (|uestiou. (".ependaiit. coniinc les

grands honnnes ne doivent être juijés que d'après l'exaiin-n le plus exact

et le pins riiionrcnx, on aurait tort de la rejeter avant (pie d'en avoii-

dcniuntre rinsnt'tisaiicc d'une nianii'i'c (|ni ne laisse |)lns rien à desiicr.

\i)ilii le |iicinicr' |ias (pu' j'ai |)ense dcvoii' l'aire en entrant dans les

UiM licnlies (p:c je m'étais proposées sur la nature et la propai^alion

du son.

J'ai donc couinieuci» par ('tudier avec toute l'attention dont j'ai ete ca-

pai)lc les propositions de .M. Newton dont il s'agit, et j'ai trouve en ef't'el

<]u'elles S(Mit t'ondf'os sur des suppositi(Mis inconipatihles entre elles, et

(pii portent necessaireinent ;> taux. C'est ce (jne j'ai tàcln- de taire voii'

|>ar deux voies dil't'erentes dans le Chapitre l" de la Dissertation

sui\ante. Cet oi)jeI ainsi rempli, je nie suis appliipu' ;i rcclicrclier des

unlhodcs directes et g(;'n(Jrales p(Mir résoudre le prohloiiie propost', sans

employer d'autres princi|tes (pie ceux (pii tiennent inuiiediateinenl aux

lois connues de la DynanCujue.

Pour donner à mes Reciierclies le plus de généralité (pi'il est possihle.

C) yovfz les C.ijiriini'ntiiins de;- l'ijncipct
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i-l |)iiiir les rendre en même temps applical)les à ce (|iii se passe réelle-

nienl dans la nature, j'ai d'alK)rd envisagé la ([uestion sous le même point

de vue sous le(|uel tous les Géomètres et les Physiciens l'ont regardée

jusqu'ici, et je doute (|u'on puisse jamais réduire'le problème sur les

mouvements de l'air (|ui produisent le son à un énoncé [)lus simple

(|ue celui-ci, savoir :

Etant donné un nombre uitli/ini de juirliciilcs clastiqnes idniiccs en

ligne droite, qui se soutiennent en équilibre en vertu de leurs forées nui-

tuelles de répulsion . déterminer les mouvements que ees partieules doivent

suiviv da/is le cas qu'elles aient été. com/tie que ce soit, dérangées, sans sortir

de la même droite.

Pour en faciliter la résolution, je suppose seulement que les particules

sont toutes de même grandeur et douées d'une même force élasti(|ue, et.

de plus, que leurs mouvements sont toujours intiniment petits : conditions

([ue je ne crois pas pouvoir porter la moindre atteinte à la nature du pro-

blème envisagé physiquement.

En examinant les équations trouvées d'après ces seules données, je me

suis bientôt aperçu qu'elles ne différaient nullement de celles (|ui appar-

tiennent au |)i'ohlème de cliordis ribrantibus . pourvu (ju'on suppose les

mêmes corpuscules disposés de la même nuinière dans un cas (jue dans

l'autre; d'où il s'ensuit qu'en augmentant leur nombre à l'infini, et dimi-

nuant les masses dans la même raison, le mouvement d'une fibie siuiore

dont les particules élastiques se louchent mutuellement doit être coin-

pai'é à celui d'une corde vil)rante correspondante (').

Oci m'a donc conduit à parler des théories ([ue les grands Oeomi'lres.

MM. Taylor, d'Alembert et Euler, ont données sur ce sujet. J'expose en

peu de mois leurs différends, et les objections (|ue M. I)ani(d IJernoulli a

faites aux deux derniers; et, après avoir soigneusement examiné les rai-

sons des uns et des autres, j'en conclus que les calculs qu'on a faits jns-

(*) C'est une justice i|ue I iin doit ici au célèbre M. d'Aleniberl , que de laiii' iciniir(|uer

(|u'il avait déjà trouvé ce rapport entre les deux problèmes mentionnés dans l'Article \I.VI île

son premier Mrimtiic sur les Cnrilrs rilirtinlcs inséré dans les Mcnifiircs de l\!i(((tciiiic de

r,crtii>; mais il ne parait |)as. ilu moins
(
pie je sache, qu'il en ait jamais l'ail aucun usaj;e.
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(lii'ii |in'Sciil lie .saiir;iH'iit (Icridcr de toiles (|LI<'Sliiiiis, cl (|iir r'cst liçccs-

saircinciil ;i la soliilini) général».' (|ii(' nous avons en vni' (|ii'il l'aut s'en

ia|i|)()rlcr.

.rcnlicprcnds donc rclto suhilion donl l'analyse nii' parait m rllc-

nu'iiic neuve et intéiTSsanle, [)uis(iu'il y a un nouihre indétini d'ei|iia-

tions à résoinlre à la fois. Henrensmienl la nn'tliode (jue j'ai suivie m'a

mené ii des linnuiles (|ui ne sont pas i'oi'l composées, eu ei;ard an i^rainl

iHimliie d'opérations pai' oii j'ai été oldiifé de passer. Je cunsidi re d'ahord

ces i'orinules dans le cas oii le noniltre des corps niuhiles est lini, et j'en

tire aisément tonte la théorie ilu nudange des vibrations simples et regu-

lil'res. (pU' .M. Danicd Henioulli n'a trouvée (pu' |)ar des voies parlicn-

lii'ies et indirectes. Je passe ensuite au cas d'un n(unln'e intiiii de corps

moliiles, et, après avoir prouvé rinsultisance de la théorie iireci'dente

dans ce cas, je tii'e de mes roriniiies la même ciuislructi<iu iln prohliMue

tic i-horilis nhninlihiis. ipie M. l-'.uler a (huniee, et (pli a ete si l'orl cnn-

leslee par .M. d'Alendierl. Je donne de plus a celte conslruclion toute la

geiieralili' (huit (die est capahie, et, par ra|)plication (pie j'en lais an\

cordes de niusi(iue, j'ohtiens une dennuistration générale et rigoureuse

de cette iiup(U'tanle vérité d'expérience, savoir : (|ue, (|n(d(pie ligure

(pi'oii dmine d'ahiud ii la corde, la durée de ses oscillatituis se trouve

iieaiiinoiiis touioiirs la même :' i.

A cette occasion je (l(''velo|)pe la théorie générale des sons harmiini-

(pies (pii resiilteni d'une même corde, de même ipie ccdle des iiislruments

il vent. Ouoi(pie ces deux tlie(U'ies aient ete dejii pidpos(''es, l'une par

iM. Sauveur et l'autre par M. Kiiler. cepeiidaiit je crois être le premier

(|ui lésait immédiatement déduites de l'analyse.

Je viens maintenanl an principal ohjet de mes Re(dierciii's, savoir aux

(
* ) Le .-ii\ ant M. il Alcink'rt cilC' ci-dessu?, dans 1 Ailicio lit ilu son Aildiliun au Mcmoiiv mu-

/l's Cortlfs vihraiitrs , imprirat-i^ dan^ le loilio des Mrntniifs de V.Icailcmiv de lieilin, pour

l'année \-m. fait à ce propos la remarque suivante : « Il est vraisemblable qu'en g(!'m'ral,

(|ueliiue figure que la corde prenne, le temps dune vibration sera toujours le mi^-nie. cl c'tvt

ce ipie l'expcTience parait confirmer, mais ce ipi'il sérail difficile. peut-('lre impossible de

démontrer en rigueur par le calcul, n ,)e ne rapporte ces (lanjles d'un si grand (îéoniélre cpie

pour donner une idée de la diffirul;é du problème que j'ai résolu.
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lois fie la prupagation du son. Je suppose (|u'uiic particule d'air reçoive

du corps sonore une impulsion quelconque, je trouve par l'application

de mes formules qu'il se communique d'une particule à l'autre un mou-

vement qui n'est qu'instantané et qui ne dépend en rien de la force du

premier ébranlement. La vitesse avec laquelle se fait cette communica-

tion est déterminée par la même formule que M. Newton avait déjà don-

ner pour la vitesse du son, et dont les résultats se trouvent assez con-

formes à l'expérience. Le calcul me conduit ici à traiter des échos simples

et com|)osés, et la théorie (|ue j'établis n'est sujette ii aucune des diffi-

cultés qui se rencontrent dans l'explication que les Physiciens en ont

(lonnée jusqu'il présent. Ces Recherches sont suiviesd'un examen du mé-

lange des sons, et de la manière avec laquelle ils peuvent se répandre

dans le même espace sans se troubler ou se confondre en aucune façon.

Je tire entin de mes formules une explication rigoureuse et incontestable

de la résonnance et du frémissement naturel des cordes harmoniques au

bruit de la principale; phénomène connu depuis longtemps, et pour

lequel cui a inventé plusieurs systèmes, sans être parvenu à en (hmner

une raison satisfaisante.

Voilà les principaux objets que j'ai traités dans la Dissertation pré-

sente, et que le défaut de temps et quelques autres obstacles imprévus

m'ont empêché d'expliquer avec plus d'ordre et de netteté. Je suis bien

éloigne de croire qu'elle contienne une théorie complète sur la nature it

la |)ropagation du son; mais ce sera du moins avoir contribué à l'avan-

cement des Sciences physico-mathématiques, (jue d'avoir démontré par

le calcul plusieurs vérités qui avaient jusqu'ici paru inexplicables dans

la nature, et l'accord de mes résultats avec l'expérience servira peut-être

à détruire les préjugés de ceux qui semblent désespérer que les Mathé-

matiques ne puissent jamais porter de vraies lumières dans la Physi(|ue.

C'est un des principaux buts que je m'étais proposés pour le présent.
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I. .rcnti'f'proiuls avant ton! (rcxamiiicr la lliéoric (|ui' .M. Newton a

rcntciiiH'e dans la Section \!II dn I/ivrc II des Principes niatlicmalirjdes.

I.aissant à part tonte dis<'nssion snr la foi'ination des ondes <'t des tlhres

sonores dont on a parlé dans rinliddnction. je m'allaclie principalement

il l'aiiaUse ilii li](''nil'ine, dans lc(|nel il |ii'('lend étahiir (pie clnKpie par-

ticule (l'un llnide élastique lioniou^i'ne suit dans ses inonveineiits les

mémos lois (pi'iiii pendule (pii décrit une cycloide dont la lononeur ei;ale

l'excursion totale de la particule, et (ui la pesanteur qui l'anime est é(|ui-

vaiente ii l'élasticité naturelle du lluide. Pour démontrer (jue cette pro-

position est conlornie à la vérité, snppoS(Mis d'abord, dit M. .Newton,

qn'cdle le soit en el't'et, et voyons ce qui s'ensuivra. Il clierclie donc,

d'apri's une |iareille supposilion. la force accélérati'ice des paiticules. et

il trouve (pie celte force est précisément la même (pii fait ruouvoii- un

pendule dans des aies de la cycloide dcuinee. Pour faire mieux scnlir

rinexaclilude et l'insultisance du procède (pii l'a couduit ;i cette conclu-

sion, j'ai cru devoir convertir le théorJ'me en problème, en supposant

d'abord inconnue ou indétei'minée la loi des mouvements (]u'on se pro-

pose de trouver. Pour cela il n'y a d'autres cliangenients a l'aire aux pro-

positions de M. Newton que de substituer au lien du cercle dont les arcs

cxprinieni les temps, et les coupées les es|)aces parcourus, une autre

courbe (pH'lcon(pH' (pii fasse la même fonction.

.le rapporterai donc ici la proposition dont il s'agit, et j'aurai soin
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fie me servir des mêmes expressions de l'Auteur autant qu'il me sera

pdssihie.

Projiosilio \L\ H , Lih. U. Problema.

2. l'iilsiJius j)er fltiuliun e/as(icu/>t jirojxiiialis i/nenire leii;ent. (jiià sui-

i:;nl(v Jhiidi [Hiiticiilœ motii reciproco hrei'issimo ciintes. et rcdeuiiles accclc-

ninliir. cl retardcdUur.

Désignent (Jig.\] AB, BC, CD pulsuuni sureessivdrum ;ec|uales

Fig. I.

K B E F G E ? Y ' /" fl C 1)

distantias, ABC plagam motus puisuum ah A versus B propagati; E, F, G

|)uncta tria phvsiea medii quiescentis in recta AC ad «quales ah invicem

distantias sita; Ee, F/, Gg spatia tequalia perbrcvia, per quse puncta illo

motureeiproco singulis vibrationibus eunt et redeunt; £, 'j, y loca quœvis

intermedia eorumdem punetorum; etEF, FG lineolas physicas, seu medii

partes lineares punctis illis interjectas, et successive translatas in loeasç;,

9Y. et ej\fg. Rectœ Ee tequalis ducatur recta PS; et super ipsa descrihatai

cii/vd i/i se rediens PHS/;P [fig. 2). Per \\Vi]\\?, peripherimn totam eum par-

Fig. 2.
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jinntt fcit iKiliini cii/yd' /i/o/xisi/a' 1M1S//I\ iinciiniuld est Itiijusrnodi ciina.

\\\ fntiplicrid l'IlS/* ciiitiaiilui' ;i'(|ii;il(s ;ii( ii> III. IK. \t'l //(, // i;im li;ilifiil

l'Mlioiii-iii wA juiijtluTiimt liit;iin. (|ii:iiii IkiIu'iiI a'(|ii;ilcs iTcla- KF, Ki ail

|iiilsiiiiiii iiilcrvalliim tdliiiii \\<., l'I dcmissis ((l'ipciidiciilis I.M. K.N. m-I ////.

kn, (|U(iiiiaiii |Miii(ia il. 1", (i inoliliiis Miiiililnis succi-ssivc at;ilaiiliii-. ••!

vihraruiiics suas iiili'i;ias ex ilii cl rcdilii coiiiitosilas iiilcri-a |ii'raiiiiiil iliirii

|)iilsiis liaiisl'i'iliir a H ad (]. si PII. v(d IMIS// sit l<Mh|iiis ali iiiilin nniliis

|iMinti \\ (fil IM . \i'l IMIS/ lciii|ius ai) iiiilid iiinliis |niin li (i . cl |irn|itcn'a

l'^". F'^. (i/ ciiiiil ipsis 1'!.. l'M, l'.\ iii ilii |iiiii(1miiiiii , \cl ijisis P/. 1'///,

V II in |uiiicl<iriiiii rcililii, a'(|iialcs ics|ic(ii\c. l ride £y scii |-](; — dy — |-]:

III ilii |)iiii(loniiii ;v(|iialis cril \-X\ — L.\, iii rcdilu aiilciii a'(|iiali^ K(j -¥-lii:

scd i-j laliliido csl, scii cxpaiisid |)artis iiicdii EG in l(ici) r/: et |)n)|)(crca

l'xpansio partis illins in ilii rsl ad (•iii> cxpaiisiiuicni iiiediiK rnii . ni

K(. — I..\ ad |-;(i. in ledilii aiilcni ni K(. — ///. m'm K(i — I.N ad Ht;....

I iidc vis (daslica piiiu li I' in Inco iy csl ad cjus vini rlaslicain iiicdiin rem

m loco K(i m -— ;-— ad -rr,. in itii : in lediln veio ni ,-— ,- ad =— ; cl
h(i — LN l-.(i rJi -^ //( h(i

eiideni argiimcntu vires idasiica' piiiirtipiiiin piivsieiirnni H. et {\ in iln

snni ul tt-^ ^tît •"' vr r^^, -i'' ft^ iluetis scilicel //''. '^ iierneiidi-

cnlis l)l{. rn . (|n;e inleiripiant partes anus FH . Kl) aMpiales i|)sis

III. Ik . cl \iriiini dilïereiilia ad niedii \ini clasluain inediiu rein . ni

QM — MH , i , OM-MH , i ,,,, ,,„
KT ÂÏ7,—i?7^ ,=rn~ '"' F7^- l'"^' ^'^1 ul : ad tttt- SIVC II l O.MMK
h(j — Allî h(i — QM h(i p./-' l-'i

ad KG. si inndii u|) ani^nstus viliratinmiin limites siippoiiamus MH. QM
1.
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iiidelinik' minores esse quantilate EG; <|iiare cuiii quantitas EG dcliir.

(lifferentia virium est, ut Q^I — MR. Sed ditïerontia illa (id est excessus

vis elastiea^ puncti e supra vim elasticam puncti y] est vis qua interjcrla

incdii lineola physica -/ acceleratur, et propterea vis acceleratrix liucola-

|)liysica? r/ est, ut differcntia linearum Q^I et MR; igitiir ex Mechaiiica'

principiis differentia ista esse dehehit . iil Jhixio secunda spatii quod desrn-

hilur a particula sy, posita scilicet Jhixione prima temporis consUinlc. hini

rero (pioniam ex hypothesi tempora exprinuinliir per arciis. et spalui pcr

(thsrissas respondentes erunt MR. et Q'Sl fliixiones pti/nœ spatiorum PR, P(j.

(ideutpie QM — MR œquabitiir Jluxioni secundœ spatii PR. vel etiain PM.

quod ah illo infinité parum differt; quuni itaque partes arcus DI, IF œquen-

turinter se, hahebimus ad determinandam eiuxam PH^/; sequentern aqua-

tionern identicam QJM — ^IR = QM — MR. seu d = o quod nihil indtcal.

'.\. Gette eonelusion vague et indéterminée. (|ue nous venons de trou-

ver, nous apprend doue elairement la raison pour laquelle les priueipes

de M. Newton peuvent nous eonduire également à des résultais très-dif-

férents entre eux, eomme M. Cramer l'a ingénieusement démontré dans

riivpothèse (jue les partieules élastiques suivent dans leuis mouvcnifuts

la même loi que les corps pesants (|ui montent ou qui descendent alter-

nativement. Mais suivons encore la théorie de M. Newton, et passons à

la Prop. XLIX, dans laquelle il détermine le temps que eliacjue par-

ticule doit employer a faire une oscillation entière. Or, comme de la

pi'oposition précédente il résulte (|ue toute courbe rentrante PHS/(P peut

égalcmcnl exprimer la relation entre les espaces et les tiMUps, on sera

aussi liieu en droit de sul)stituer an ceirle dans cette proposition une

(dinhe (|nelconque. et d'y appli(|uer géuéraleunuit les menu's raisoiuii'-

ments (jiic M. Newton a faits sur son hypothèse particulièrt'. Soit donc :

Propositio \L1\. l'nibli-Diii.

'i . Dalis rnedii densitate et ri elastica , i/ne/u/e rclocilalent pulsiiuin.

Pingamus médium ab incumbente pondère pro nu)rc aeris nostri com-

piimi, sit(|ue A altitudo medii homogenei, cujiis [)ondus adaMjiiet |iondiis
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iii(-iiii)l)i-iis, cl cnjus ili-iisitas ciKlciii sil l'iiiii ilciisihilc iiicdii i'()iii|ii'cssi.

iii (jtio piilsns |irii|iiii;:iniiir. (>)nsti(iii iiutriii inlcllii^iitiir |)cn(liiliiiii. l'iijiis

loiif^ilndo iiilcr {ninclinii siispr'iisioiiis, i-l (fiili-iiiii (iscillarKinis sil A. il

i|iiii lcin|iiiii- |>i'ii(liiliiiii illiid (isiilhiliniii'iii iiili'^riiiii r\ ilii l'I rt'ditii

t'orii|iusit;iiii |iri;i;^il, (•(iili'in |iiiKiis ciiiidii ciintiticl siiiiliiiin (irciiiiirricn-

lia- circiili i:idiu A drs( ri|ili ;iM|ii;dc. .\:iiii sUiiililjiis, (|ii:i' in /'/vy/. .\l.\ Il

((inslruclii siiiil, si liiii'ohi (iu;i'\is ()liysi(;i |-]|' siiii^nlis \il)ialiuiiilnis dc-

s( rihcndo spalium l*S iirficalur in loco '(/lanis v^ a \i claslica , t|ii;c' <a<ltni

oninino sil. ffiiiim /i/o/Kisi/a s/xi/ionim. cl Icnijutrum scaUt IMISAC /yy///////

seu
'' — \\ , tlinoliinlc .M massant, scii /jo/a/as Imcola' /j/ivsiai [-At.

IIK

pcra^et /lœc vihralioncs sutgalas Icmporc l'IIS, <l oscillalioncs intégras

liinjmn- PUS/d*: id adco, (|iiia vires aM|iiali's ;iM|iialia ((iiitiisciila pcr

a'(|iialia spalia siiiiiil ini|)fll('iil Scd vis claslica. (|ua liiicola |)liysi(a

V\\ in loco (jaoK-is / cxistciis uriicliii' crat in dcnionsltarwiiic Prop. XI,\ Il

ad cjiis viin Idiaiii (daslicani, iil U.M — .MR ad VA\: cl vis ilhi ln|;i. |)(ic csl

pondus iiicuinix'ns. (pio liiicola Kli conipiiinilnr csl ad pondus liiic(da',

m pondci'is inrundicnlis allilinio A ad lincohc lon^iliidincin |-]('i. adcoijin'

ex a'cpiu \is. (jna lincida VA\ m loco (///oc/.v v/ ni'i;flur, csl ad lincohc illins

polidns, ni (JM — .MH A ad VA'r hinc ris isia rril ad rini su/H-nus in-

QM — MK ,, A ,1
ventain— z— .M , ut aa l'orro

HK EG H h

Hk^= vKI ,1 VA, ?VA-.

unilc fjuuni c.v ronslri/clionc pro/iositionis antccrdentis liahcatur

kl PIISAP

KK~ HC
cru ctiarn

HK l'HSAl'

£G HC '

undc proportio riruttn sitjira inventa transnuilalntar ui liane

A

(PHS/fP/-
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QiKirc cuni lenipora, qiiil)iis ;eqiialia corpora per œqualia spalia iiiipcl-

liintur sint reciproce in siihdiiplifata ratione viriiim, erit tempus viltra-

(ionis uiiius urgente vi illa clastica, ad tempus PHS/^P in subduplicata

ratione

A V ^
sou ut

(PHS//P)^ ['HS/(P

Qiiiim itaqiw consequenlia in hac analogia eadem siiil, (vcjualia esse debe-

hiinl el antecedeiilui ; luiir nrietur tempus vibrationis iinius finco/œ EG ur-

f'e/i/e vi ekistica ~- Sed lempore vihrationis unius, ex ilu et leditu eoni-

positcT pulsus ()rogrediendo conficil latitudineni suam BC; eigo tempus,

(|uo pulsus peieurrit spatiuiu BC. erit ~- Tempus auteni, (|uo pulsus
vA

|)ei'eurril spatium Btl <'st ad tempus, ([uo pereuiret longitudiuem eireuui-

terenti;e rv/r////. ciijiis /ddiiis est A fequalem in eadem ratione, scilicet. ni

^ {
posita seilicet pin r. raltoue eireumfetentia' ad ntdiiim), adeoque erit

hoc tempus ^ = rr y A ; sed e.i- theoriu penduinrum re/)eritu/- etiam tempus

oscdlatwms unius penduli lony^itudinis A = -\A; i<leo(|ue tempore

lalis oscillaliunis pulsus pereurret longitudineni liuic cireumlerentise

yequalem.

5. Voilà done un nouveau paradoxe déduit des principes de .M. .Newton,

savoir que, quelle que soit la loi des mouvements des particules élas-

ti(|nes, le temps des oscillations est néanmoins toujours le même. (]es

deux Propositions ([ue nous venons de détaillei'. contiennent toute la

théorie ([ue cet Auteur a donnée concernant les mouvements de l'air (|ui

t'ont l'objet principal de la Dissertation présente; c'est pounpioi nous les

examinerons ici avec tout le soin possible. Pour peu qu'on réfléchisse

sur la nature des démonstrations précédentes, on s'apercevra sans peine

(jue les défauts de cette théorie dépendent moins de l'encliainement des

raisonnements que des principes et des données que l'/Vuteur adopte taci-
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tt'iiK'iil pour l:i sululioii du lunlilènu'. Os donniks clanl (lcv('ln|)|ifcs sf

réduisent aux suivantes :

i" Oiie les niduvciiients de toiiles les |i;irlii nies Miienl e\|iriines |j;ii- le

nii'ine lieu ij;éi)nielri(|ue. d'ini il suit (|u'ils dnivenl elre luu> dniie ineirn-

niiture:

?'' Oue ces particules se c()mniuni(pienl le tuou\e[uenl dans des lenip>

éi^aux. en sorte (|u'elles viennent toutes a passeï' successivenienl par les

niènies dci^rés de mouvement.

Il e.sl constant (ju'ou ne peut admettre aucune de ces suppiisitimis, m

on n'a an|)aravant dénnuitré rpi'tdles 'onl îles consé(juences nécessaiies

(les conditions données du proldi'ine. Or tant s'en faut (pii- dans no lie c;is

la chose soit ainsi, (juan (nnlrair'c ce sont ces mêmes <ondilions ipii

détruisenl eiiiii^rcmenl irllr> ipii di'pendeiil de l'acliiin miitiirlli- ipir le>

parties exercent en vertu de leurs forces répulsives, l'our développer celle

dif'ficulle dans toute sou étendue, ainsi (|ue rimpoil;ince de la matii're et

l'autorité du i^rand lionnne. d<uit les ei;aiements mêmes inuis sont

instructifs. semMeiit l'exiiifr. je vais donnei' l'analvse pure et exacte t\\\

prohli-me d(Uit il s'ai;it. ttdie (juc peuvent la l'ournir les premiers juiii-

ci|)es de MecanicpU'.

(!. Soient, selmi les |Memières suppositions de .M. Newtim Ji^. i.

p. (S . E. F. (i.... des |ioints |iliysi(|ues i|ui c(unposent le milieu elasti(|ue

lors(iu"il est en repos: soient ensuite parvemis ces mêmes points en

H, ç>. y. de sorie ipi'ils restent neaunioins dans la im^me ligne didite \\V.\

qu'on dénote les espaces reclilignes parcourus K:. F-^ et ti'/ par v,. \.j, v,.

et su|)posant (pu' la pieuiii're dislance j-]!". FCi entre ces points suit égale

il /, on aura

97 = /•-(-), )':;

i\v la force (réiasticite natiiielle qui agit entre les points F. i". (i est expri-

mée par ^——
• cciinme il est démontre dans la Piop. M.IX ci-dessus, où

M dénote le poids de ( iiacine particule, et A est la hauteni- d'une cidoniie



51 KE(.IIh:iu;HES SUR L\ NATURE

lidiiKigt'iic (lu même fluide, dont la pesanteur égale le ressort naturel des

|)arlieules; donc, lorsque les points E, F, G viennent à être transportés

en E, o, y, cette force d'élasticité se changera en

A X M A X M
e(jj / + j-,. — r,

pour les points £ et s, et en

A X M _ A X M
97 ' + Ji — .^":

pour les points o et y, et ainsi de suite; par consecjuenl la dilTereuce de

ces deux forces donnera la force motrice de la particule intermédiaire '^,

la(|iielle se trcuivera éeale à AM ( |» c'est-ii-dii'c
'.

^
\ ' + ,r. — X, r +-

r.-.
— y\ ,1

l'gale ;>

AM n-^r^ + V'

( r -+- y, — j-, ) ( r -t- y\ — _n )

Mais, comuK' les particules sont supposées devoir faire des excursions

assez petites, les différences j'o — y, et V;) — r^ des espaces parcourus

s'évanouiront auprès de la quantité /•, d'où il résulte pour la force mo-

trice de la particule F

/

qui est celle qui fait parcourir l'espace Vo. De la même manière on trou-

vera pour les autres particules des expressions des forces motrices toutes

semblables à celle-ci; d'où, si l'on nomme / le temps écoulé depuis le

commencement du mouvement de la particule E, et si l'on fait ses diffé-

rences df constantes, on obtiendra par les principes de la iMécani(|Me

l'équation suivante qui contient les lois du mouvement de la particule F,

savoir

d- f\ 2 A A >•; — 2 i-'j
-+- }'i
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où // rsl l'cspaci' (ju'im corps pcsaiil paii-oinl lilniiin'iil i-n loinliaril

durant le Iciiips T; di- iiirme on aura |)imii la pai liculc suivaulc (j l"('(|ua-

tion

(/'), 2 \/i V, — ?.)-, -H n.

cl ainsi des autres.

I^n gênerai, si l'indice de a- cxpiinic loujoiirs la place ipie lient la

particule i|ui paicourt l'espace r, en comptant depuis la piemii'ie I'. nw

trouvera pour le niouveuicnt de la particule, dont le (pianlicMUc du raui.'

est m, rt'(|uatiou générale

d''-y„, 1 A II
_
^^„.^-l — 2 >•„, +_)-„i-i

dt- ""P r^

Ces é(|ualions, comme il est aisé de le voii', seuil eu nu'ine iiMuilire (|iie les

particules mobiles dont (Ui clierclie les nnuncmenls: c'esl pour(|uoi. le

prolilcme étant déjii absolument dcleiiiiine par lein- moyeu, on est obligé

de s'en tenir iii, de sorte (|ue toute cimdition etrangi're (|ii'on \oudia

introduire ne peiil pas niaii(|ner de rendre la >olulion insut'iisanle et

nuMue t'aulixc. Mais p(mr ((uinaitre distinctement i|uelle atteinte doi\enl

|)orter ;i l'Aiialxse ci-dessus c\pli([uée les liy|)otlii'ses parliculii're> (|ur

M. Newt(Ui a imaginées, pour l'acilitei- peut-être le probli-me. (pii de sa

propi'c nature est lrès-compli(]in'. nous allnns i-ednire ces livpotlii'ses en

l'ormules.

7. Pour (tda nous commeuccrons par remar(|Ui'r i|Uc >i / e>l le temps

écoiili' depuis l<' conuueiuemenl du nioii\enieiil de la particnli' K, il

l'audiM. eu verlu de la seconde liypollii'sc, (ju'il se soil écoule un temps

/ 4- (II, alin (|ue la |)articulc suivante I" ait pu se nnmvoir diManl un

temps /: il faudra aussi nu temps / -f- îdl [loui nu mou\eiii<'nl semblable

de la particule srrivaule (1, et ainsi pour les autro; d'oii il s'cusirit ipie.

|)rris(|rre toutes les paiticulos sont supposées suivie les rnénres lois |iar

riiypotlièso preinièi'o, l'espace parcouru par' le point 1". durant le temps /.
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sera égal à l'espace parcouru par la particule G peiulaiit le temps t -\- dt,

et que l'espace parcouru par le point E pendant le temps / sera le même
que l'espace parcouru par la particule G dans le temps / -t- ar//; or y,,

Vo, V:, expriment les espaces parcourus par les particules E, F, G,...,

dans le même temps /; on aura donc

,>.• = y\ + dy, , j\ = j-, -I- 2 dy, +- d-y\ :

maintenant si l'on substitue ces valeurs de v, et de Ko dans rex|»ression

,>') — 2j'o -I- r,, l'équation qui contient le mouvement de la particule F

se chanaiera en celle-ci

d-}\ _ 2A/1 d-y,_

/' '

mais

et par conséquent

dt' T-

), = )-, -I- f/)-,.

d\)\ = d- y\ -+- d'rr,

on aura donc re(|uation

d\n -+- </^j3 _ aA/f d'y,

dP ~^p-
r--

'

on l)ien, en négligeant le terme d\y.j, et divisant loul par ^/'i,, nous

aurons

I 1 A h

dP~ TV

équation qui, comme on voit, ne contient plus aucune des vaiialiles v,

,

y^, V:,, On trouvera par des raisonnements semblables que toutes les

autres équations se réduiront encore à celle-ci, laquelle par c(uiséquenl

pourra être vraie, quelles que soient les valeurs des v, pourvu (|ue l'on

\\\\ dl-^^-r-r- Maintenant, si l'on nomme 5 le temps d'une oscillation
2 Art '
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eiili('r«', on aura ^ fi'f^. 2, [). 4^j

G = PHS/(1> el (//Kl;

. ''' 5 , „ vnvpar coiiseiiuent, rrn = rrr^ l>ai' la l'nii). ALIX, savoir- :

dt — jr-, cl do =

(l'dii l'iiii titc

«^ m~-^'''

2\fl y2A/l

(|ui se réduit ii la môme «x|)n'ssion (|U(' nous avons déjà trouvée pour la

inesiire du leinp> dans la /'/(>/>. XLIX.

Kn effet, avant supposé 4 i
(|ue la toicc motrice <lans réelielle PHS/<P

est Simplement — ; M, (Ui diut de même ICI e\primei- les lorees

HK
. , ,. , M (/•)

I
• 2 A

moti'u-es des particules par —tt^" "i' ''"''i su|»poser ^ = 1. .

Tout ce (|Ue nous venons de démontrer suftit assez, ce me semble,

pour faire eonnaitre a fond l'insuftisanee et la fausseté de la méthode de

l\l. Newton. Nous allons donc clierclier une autre voie qui nous mène à

une solution du problème dont il s'ai!,il, fondée sur des principes sûrs et

inconteslables.

8. Pour envisager d'abord la (|uestion sous le point de vue le plus

simple et le plus général qu'il soit possible, je regarde avec M. Newton

les fluides élastiques comme des amas de corpuscules (|ui se fuient nnj-

tuellement selon les lois connues de l'élasticité. Imaginons donc une

suite de corps qui aient tous la même masse, et (]ui soient rangés sur une

même ligne droite, à distances égales les uns des autres; supposons de

plus (|ue ces corps se repoussent niutmdlement par des forces élasti(|ues

(jui suivent la raison inverse des distances; et. pour (onteiiir l'action

continuelle de ces forces de répulsion ipii tendent sans cesse à écarter les

corps les uns des autres, qu'on considère les deux extiémes comme fixes

1. 8
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et iiiiinoliih's, en sorte i|ue, quelque mouvement qu'on excite dans leur

système, il demeure toujours renfermé entre les deux limites données.

Maintenant, soit le nombre des corps mobiles égal à m — i, leur masse

égale à ^M, la force du ressort naturel égale à E; en conservant les autres

suppositions ci-dessus (6), on trouvera (jue les mouvements de tout le

système seront contenus dans les équations suivantes :

d'' y; 2 E/( } — a y;

dt' Wr- r

d\r; _ 2EA y, — 2 >-•; + y,

dt'
~~ MT /•

(/^r, 2 E/i }\ — 2rj +.1*2

1ÏF~WP
''

r
^'

Ces équations seront au nombre de m — 1, savoir en même nombre

que les corps mobiles, et de plus toutes semblables, excepté la première

et la dernière, dans lesquelles les quantités jo et j,„, qui représenteraient

selon l'ordre établi les espaces parcourus par le premier et dernier corps,

doivent être, à cause de l'immobilité de ces corps, supposées égales à

zéro; la dernière de ces équations se trouvera donc

d'rm-, 2 E /; — 2 r™-i -h n.----

dp ~~ MT^ r

C'est en intégrant toutes ces équations, et eu tirant des valeurs pour

chaque inconnue y,, V2, >'3,.--. exprimées par la même variable /, que

l'on parviendra à déterminer les mouvements de tous les corps qui com-

posent le système proposé; mais avant que d'entrer dans ces recherches,

il est nécessaire de traiter des causes qui peuvent produire de tels ébran-

lements dans les parties intimes des fluides élastiques. Nous nous borne-

rons ici aux cordes vibrantes, dont les mouvements sont plus connus, et

qui, peut-être, sont les seuls de cette espèce qui ne se refusent pas à

l'analyse.
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CIIAi'ITKi; II.

DES VlUll.VTlO.NS DKS COUDES.

i). Soil AH //,:,'. 'i, une cdrilc huil snii jumi cxIciislMc, cl (jn'uii [niissp

coiisitliMHM' ahslriu liDii l'jiilc de sa ^navitc ri de sa luMlriir; s(:|i|iusiiiis

qu'elle soit altacliéc lixcinriil aux deux points iiiiiiHiliili's A cl I'. (|iii la

lii'iiiicnl IcikIiic avec une t'oici; ('gaU,' au |Miiils I'. Suit, de |)lii.s, cclti' corde

idiai'gée de la ni de eoiinisciiles {•], F. Ci. . . . (jndii \ondra. (|ni aient tons la
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quels qu'ils soient, les équations suivantes :

rf' j, 2 P A r-j
-— iy\

c?' r, 2 P A Y, — 2 y\ -+- y\

rf'ja _ 2PA r^ — 3 >-3 -4- >•;

dont le nombre sera encore m — i, et la dernière sera exprimée par

d\yn,^t aP/î — 2 >•„_, H- >•„,-•.•

Il est visible que toutes ces équations sont entièrement semblables à

celles que nous avons trouvées pour les mouvements des corps élastiques,

et qu'il n'y a qu'à faire P = E, pour qu'elles deviennent tout à fait les

mêmes; d'où il s'ensuit que les deux problèmes qui y répondent sont de

même nature, et qu'en en résolvant un on résout l'autre en même

temps.

10. Imaginons que le nombre des corps, dans l'un et dans l'autre cas,

augmente à l'infini et que leurs masses diminuent en même raison : les

globules rangés en ligne droite formeront des fibres élastiques, telles

qu'on peut les concevoir dans l'air commun, et la corde tendue deviendra

une corde uniformément épaisse dans toute sa longueur, comme le sont

les cordes de musique; le même rapport subsistera donc encore entre les

oscillations des parties de l'une et de l'autre : par conséquent, la théorie

des mouvements des cordes étant connue, on pourra par une simple

application en déduire celle des mouvements de l'air qui produisent le

son. Ces deux problèmes sont donc liés entre eux, non-seulement par

leur nature même, mais encore par les principes d'où dépendent leurs

solutions. (]omnie la matière des vibrations des cordes a déjà été traitée

par de grands Géomètres, il sera à propos de rappeler ici en peu de mots

les principales méthodes qu'ils ont imaginées pour cela. J'entrerai dans

ce détail d'autant plus volontiers que ces Auteurs sont peu d'accord sur
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les prinripos ot dans les résultats, ce (|iii poiirrail l'ain- (loiitcr ili- la i;i>

néralilé et ilo la rigueur de leurs solutions.

I t . i.e premier (|ui ait tenté de soumettre au calcul le mouvement des

cordes vibrantes est le eélèhre M. Tayloi' dans son excellent ouvrai;c Dr

Mcthudo incrcmcntoruni

.

II suppo.se d'abord, et il |)relend même le dénionlrer, (|ne la coide diul

toujours prendre des figures telles, que tous ses points arrivent en même

temps à la situation reetiligne; d'où il déduit que ces figures ne peuvent

èti'e i|ue celles d'une espi'ce de cycloides allongées. (|n'il nomme com-

pagnes (le la cycloicle. N'oici son |)rocédé :

.Nommant .r une abscisse quelconipie AE ifig. 5y, et j l'ordonnée Ke

(|iii dénote la distance du |)oint E de la corde à l'axe dans un temps quel-

Fii:. '.

conque t. on démontrera |)ar le même raisonnement 9 ipie la force

accélératrice du |)oint e vers E est exprimée par — rj -j^- Soit a la lon-

gueur de toute la corde, et S son poids total, on aura

et par conséquent la force accélératrice en c deviendra

P a (i^y

S dx-

Or, afin que toute la corde puisse reprendre sa situation rectiiigne.

l'Auteur suppose cette force proportionnelle à la distance Re, que le

point e doit parcourir; ainsi, en faisant K égale à une ligne quelconque,

il obtient l'équation

«P d^Z — L-
S dx^-

^ K
'
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S
d'où, en faisant —^ =/, il résulte, par les méthodes connues,

et

r= Ysinf^ v'/.'-

é(]uation de la courbe pour un temps quelconcjue /, où l'ordonnée Y est

la plus grande. Or, comme le pointe, en parcourant l'espace eE, est con-

tinuellement poussé par une force accélératrice proportionnelle à l'es-

pace qui reste à parcourir, on aura

(/ r^ 2/i y
~'dp~'W ïv'

2h
d'où, si l'on fait encore, pour abréger, rr^ = g, l'on tirera de nouveau

et

r= Y, sin(/vg').

équation qui donne pour un temps quelconque t le rapport de l'éloigne-

ment y du point e de l'axe à son plus grand éloignement Y, ; donc, si

l'on met au lieu de Y", la valeur de v (|ui convient à la courbe la plus

grande AeB, et que nous avons trouvée plus haut. Y' sin (icV/). il en

résultera l'expression générale des y pour tous les temps t et pdiir

chaque coupée x, savoir

,r= Ysin(:f v'7Jsin(/vg").

et telle est l'équation de la corde vibrante dans l'hypothèse de M. Taylor,

en supposant qu'elle soit en ligne droite au commencement de son mou-

vement.

Si la corde eût d'abord eu la tigure d'une trochoïde allongée, alors

puisque, t croissant,/ diminuerait, on aurait trouvé

r= Y sin ( X V / j ces (/ \g),

où >'= Ysin(a'v/> exprimerait la figure de la corde au commencenieni.
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l'idir (IctiMiiiinor la coristaiili' K (|ni «'iilrc dans li'S (|uaiililcs/<'l g, on

ii'niai(|iirr;i (|iii' iduil clir cfial il zci'o, suit «iiit' a- soit i-i^al ii /A'io, soit

(|ii(' .!• suit égal il a. ijiicilr i|iic suit la vali-iir de /. Or, en |)o.saiit x = <>.

(Hi a d'aliord y = o, parci' que siiio ^= o. Uii'oii lasse doiir x = a <-t

siiilav /) = o; si — est la raison du nivoii du (crclr ;i la linonrcrcmc.

on sait (juc siii—-'=o, picnanl pour s un noiuliic (|uidcon(|ur iMilicr;

(' »'sl poiir(|uoi I on aura

or

!» (|ni iloiinr

ri pai' constMjuent

« v/= — 'i \ f = —

I s m y'P

\ » = Y V TT ~ ^' V "J^

12. Cette solution que nous venons (rex|di(|uer, outre (|u'elle porte

sur riiypothèse entièrement gratuite (jue tous les [toiiits île la rorde

s'étendent en même temps en ligne droite, est eneiu'c liieii éloignet- d'être

générale, même dans cette liypollièse, |)uisqu'il faudrait encore démon-

trer que c'est dans le seul cas des l'orces acccicratrices proportionnelles

aux distances des points de la corde ii Taxe, ipic tous ses poinis peuvent

toucher l'axe dans le mènie instant, ('.'es! pour suppléer ii ce défaut que

le célèbre M. d'Alembert a imaçine une autre métliode de résoudre le

problème de chordis vibrantibiis, |)ris dans le sens le |)lus général ipi'il

soit possible. Cette métliode. qui est sûrement une des plus ingénieuses

qu'on ait tirées jusiju'ici de l'Analyse, se trouve détaillée dans deux

Mémoires que l'Auteur a donnés dans le tome de l'Académie Royale de

Prusse dont nous avons fait mention ci-devant. Je ne rapporterai ici que
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les principes sur lesquels elle est appuyée, et les conséquences (jui en

r'ésultent pour la théorie en question.

On a vu (11) que la force accélératrice du point E en e est exprimée

Prt d'' y
généralement par ;j- j^i quelle que soit la courbe de la corde tendue

AeB; donc, puisque cette force tend à faire parcourir au point E l'espace

T^ f/2
,.

eE = r, elle devra être égale à — -^ -~^\ on aura donc |)Our récpiation

générale de la courbe, dans un temps quelconque ^

S dx' ~ ili dt-
'

Il faut d'abord remarquer dans cette équation que la différentielle d-y

du premier membre doit être prise en regardant l'a: seule comme va-

riable, au lieu que dans la différentielle d-y du second membre c'est le

seul temps / qui iloit varier. Les Géomètres ont coutume de mettre de

telles expressions entre deux parenthèses de la manière suivante, (7^7)'

-1— )' atiii que l'on puisse juger, par la simple inspection, laquelle des

variables iT où t doit être changeante dans la différentiation de v. Soit,

pour abréger, „^„ = c. et on aura a intégrer I e(|uation

d-r\ I d-r<

{w}='[diF)-

Or M. d'Alemberl trouve, par une analyse neuve et ingénieuse, que

l'équation iinie qui répond à celle-ci est

r= W if \,'c-h x)-hT{t <^c— x),

¥ et r exprimant des fonctions quelconques des quantités / vc -- ^' et

t\c — a:. Voilà donc quelle sera l'équation générale de la courbe que

peut former une corde tendue. A l'égard de la nature des fonctions expri-

mées par ¥ et par r, elles sont en elles-mêmes indéterminées; mais.
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|)llis(jllf Ir^ deux IxKlIs ilr la (iildr Sullt Sll|»|»l)SCS lixrs, il ol fvi(li-||l

(|ir('lli'S (Idivfiit salisl'aiiT ii ces di'iix idinlilidiis, sasnir : (|iif j>' soit ('j;al

il /.cru l()rs(|tic .r = o, cl l()rs(|lii' .r = ii. i|iirl (|ur suit le Irinps /: on

ailla |)ar lit les deux iMiiialions

M / \r, -h V I <^cj =o
cl

W ( t \c -h a) -i- V ' I \c — a I =^ <>:

il icsiillc (le la (irciiiii-rc

r = - H

.

cl ainsi la seconde se clianiic en

^t t \c -h a — M' ^ V
(• — ay — o,

la(]iiclle doit cire vcritice par la naliirc ineiiic de la iunclion '1 . Sn|i|)o-

sanl donc une rondion (jntdcoïKiue '1 (|ui soil Iclle. (|iie

^' ^ l \c-^ a :
— M' / ^7- — a],

(|iiellc (|iie soil la valeur de /, on aura iicneraleincnl |ioui' hi coi'de leiidne

re(|nalion

)-=^' ty,C^X!-^\' l^c — xj.

On sait (|uc toute fonction peut être rcprésenlée |)ai' l'ordonnée d'une

courbe. (I(uil l'abscisse soil la variable conlenue dans la Ibnclion propo-

sée; donc, si l'on décrit une courbe (|U(dcon(ine (|ui ail des ordonnées

égales, il toutes les abscisses expiiniees par t \c — a et t \c ~ a. celle

courbe donnera une construction fort siui|)le de recjuation proposée,

car on n'aura (juii |)reudre les ordonnées (jui repondeni aux ahsi isses

/ \ c -f- .1" et t \c — .r, dont la dilïereiice donnera l'ordoiiuiT de la courbe

(jiie l'oruie la corde sonore dans un leuips (|uel((>iiipie /. Or. puis(]ue la

l'onction T doit rester la même, soil qu'on ajoute ou (pTon letr.inclie de

J. M
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la changeante t\,ic la quantité «, si l'on suppose, dans l'équation générale

,r= V (< v'c -I- ^) - ^F (/ v'c - -r),

(jue le temps / soit augmenté de la quantité "^? la valeur de y n'en

sera en rien dérangée, et ainsi la eorde, au bout d'un temps égal à

!-4 = 2 T 1/ ;^^^ » reprendra toujours la ligure qu'elle avait au eoui-

uieneement de ce temps; mais, si la corde dans ses mouvements se

trouve une fois étendue en ligne droite, elle reviendra en cette situation

après chaque temps /, ([ui contiendra un certain nombre de fois exacte-

ment le temps T 1 / Tpy'i on a donc une intinité d'autres courbes diffé-

rentes de la compagne de la troclioide allongée, donnée par M. Taylor, (|ui

toutes sont douées de cette propriété, que tous leurs points se retrouvent

en même temps dans l'axe. M. d'Alembert a fait ensuite beaucoup de

recherches ingénieuses sur la nature de ces courbes, (ju'il nomme géné-

ralrices, et sur la manière dont elles peuvent être engendrées; mais

.comme ces discussions n'ont pas un rappoil immédiat au sujet que nous

avons en vue, nous nous contenterons de renvoyer le lecteui' aux

Mémoires cités.

13. M. Euler a traité depuis dans le tome suivant le même problème

par une méthode analogue à c<'lle dont nous venons de pai'Iei'. H parvient

à cette équation

_^= cp (.r H- / y'c ) + cp ( .r — / ycj

,

dans laquelle la fonction o doit être telle, que

<p (/ y/'c) -(- cp (— <y'c) = et 9 (« + / y'c) -I- cp (rt — <y/'c)^o,

quelle que soit la valeur de t, ce qui ne diffère pas essentiellement de ce

(|u'on a trouvé ci-devant. M. Euler conclut de là que toute courbe angiii-
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Jornic {.cXaWlA) Ji^. (y,, cinirniiu'c de |iarl t'I d'aiitiT à l'ititiiii |i;ir tJcs

();i flics scnihlyltlcs OA, \a\\. \M>\) situées allernativcnif ni ini-di-ssus

Fie. 6.

t'f au-drssoiis (le l'axe, sei'a |)iti|iie ii ic|)rés('iiter l;i tniicliuii '^. sml (|ue

cette cuiirhe soit rétiiilicrc mi i|irillc suit inciiulicrc. D'où il s'ensuit <|Ue,

|)uis(|UC ail (•(iiimicncciiieiil du iiiniivcnieiit l'eiiiiatioii de la coiirhe est

y = aç; {xj, il sui'lira de coiisideier la courlie initiale de la corde AaB,

(|uelle (|ir(dle soit, cl si on réitère sa description au-dessous et au-dessus

de l'axe de paît el d'autre à rintini. la moitié de la soniine des ordonnées,

t|ui répondent aux aliscisses .1 -^ t \ c, .v — l \c dans la coiirhe composée

<^fA«HA, sera l'ordonnée à l'abscisse a- dans la courlie de la corde tendue

après un lem[)s (pielcoïKine /.

I i. Cette construction de M. Kiiler est évideiniiieiit heancoiip plus

générale (|ue celle (pie .M. d"Aleiiil)erl a imaiiinée, celui-ci avant toujours

supposé ([ue la courbe génératrice soit régulière, el (|u"elle puisse élre

renfermée dans une é(|uation continue. C'est dans cette idée ([ne ce grand

(iéomètre a cru (ju'une telle construction devenait insiit'tisante toutes les

fois (|ue dans la courbe généi'atrice on n'aniail pas suivi la loi de coiiti-

nuilé. et il s'est contenté d'en avertir le public dans une Addilidii a ses

Mémoires, ini|)riinée dans le tome de l'aimée 17 h).

.M. Euler a tàclie de répondre ;i celle (ibje( lion dans le tome pour l'an-

née \-Wi: il reprend ici toute l'analvse du prcddème, el il soulienl con-

stamment contre .M. d'.\lembert (]ue pour l'exactitude de la construction

donnée, il n'est nullement nécessaire d'avoir égard à la loi de continuité

dans la fonction o, qui dépend de la courbe initiale de la corde. >[ais

mille M. d.Vlembert n'a a|)piiile aucune raison particulière pour

ppuver >oii (dijection. M. lùiler n'en a aussi apporté ancniie. d'où ii

suit ipic la i|iicsli(iii reste encore iiidciise. M. d'Aleiiibril pruiiict dans

9-

co

a
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sa nouvelle édition de rexcellent Traité de Dynamique de Fannée passée

un écrit assez étendu sur cette matière; mais je ne sais pas s'il a encore

vu le jour; en attendant, qu'il me soit permis de faire sur cette dispute

la réflexion suivante.

15. Il est certain que les principes du Calcul différentiel et intégral

dépendent de la considération des fonctions variables algébriques; il

ne parait donc pas qu'on puisse donner plus d'étendue aux conclusions

tirées de ces principes que n'en comporte la nature même de ces fonc-

tions. Or personne ne saurait douter que dans les fonctions algébriques

toutes leurs différentes valeurs ne soient liées ensemble par la loi de

continuité; c'est pourquoi il semble indubitable (|ue les conséquences,

(jui se déduisent par les règles du Calcul différentiel et intégral, seront

toujours illégitimes dans tous les cas où cette loi n'est pas supposée avoir

lieu. Il s'ensuit de là que, puisque la construction de M. Euler est dé-

duite immédiatement de l'intégration de l'équation différentielle donnée,

cette construction n'est applicable par sa propre nature qu'aux courbes

continues, et qui peuvent éti'e exprimées par une fonction ([uelcon(|ue

des variables t et x. Je conclus donc que toutes les preuves qu'on peut

apporter pour décider une telle question, en supposant d'abord que l'or-

donnée v de la courbe soit une fonction de t et w, comme l'ont fait jus-

qu'ici M. d'Alembert et 31. Euler, sont absolument insuffisantes, et que

ce n'est que par un calcul, tel ([ue celui que nous avons en vue, dans

le(|uel on considère les mouvements des points de la corde, cliacun en

particulier, (ju'on peut espérer de parvenir à une conclusion (|ui soit à

l'abri de toute atteinte.

16. Pendant le cours d'une telle dispute entre deux des plus grands

Géomètres de notre siècle, il s'est élevé un troisième adversaire contre

tous les deux : c'est le célèbre M. Daniel Bernoulli, si avantageusement

connu par ses excellents Ouvrages. Celui-ci, dans un Mémoire imprimé

parmi ceux de l'Académie Royale de Berlin de l'année lySS, prétend

avoir démontré que la solution de M. Taylor de chordis ri/>ra/i/i//us est
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seule cai);!!»!!' de siitisl'iiii'c ii Ions les cas |)Ossil)l('S d'iiii li'l |ircilili-iiir. il

il (Hahlil (('Ile |iio|)nsiliiiii iicncralf. (|iic, <|iicl i|m' |iiiissc clic le iiiniivc-

mclll d'iinc conlc Icndlic, clic wr l'urilicr:! linijiMlls t\\\i- des llnclioidcs

ali(»iij'ccs. ou hicii (|iic sa liguir sera un imdaiiiii' di' dcii\ oii |dusicuis

coiirltcs de celte espèce. Or nous avons Ironve plus iiaut 1 1 (|nc. dans

riiypodièse de M. Tayloi-, rfMpiali(»n de lu coi'de vilirante est jj;enéfale-

ineiil

„ . ism.r\ ( STT.I /ifiV

donc, posant dift'éreiilcs constantes x,
ft, y, c?.... |)our Y, et uietlaut au

lieu de .V les n(uultrcs i, a, ^ il résulte pour l'iMpialion i;cnciale de

la c(ii(le, S(don .M. Hei'lioulli,

. fô r
l

ijst i
-y. h P

)-=:3!Sni cos l -^ V/ -c

-

,3sni COS
r>.a VTrV-sTT

. 3mx / 3nj/ ,
' // P \

-/ siii — cos I ^j^ y/ —^

—

, . 'irrj.r 1 4m/ /S.// P
sni COS I -^-n^ t / -^

—

I.' Auteur déduit cette iui;enieusc tlieiuie par une cspL'ce d'inductiiui

(|u"il tiri' de la considéralion des uuuiveiuenls d'un niuulire de corps (pii

sont su|)|)OS('s t'ornier <les vibrations régulières et isoelirones; il démontre

que s'il n'y a cpi'un seul corps, il doit suivre les lois connues de l'iso-

clironisme; (]ue s'il y en a deux, leurs vibrations peuvent être censées

composées de deux vibrations isochr(Uies de la premièi'e es|)éce, et ainsi

de suite; d'(Mi il conclut (pie retpiatiou licucrale rappiu'lee ci-dessus sei'a

propre à exprimer ttuiles ces espèces de uuiuvements. eu |ueii;(iit autant

de termes (pi'il y a de corps; cl (pie. dans le cas de la c(U(le tendue, le

nond)re des termes doit élre inliui; il appuie de |)lus son sentiment sur
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IVxpérience (|ui nous enseigne que dune même corde il résulte plu-

sieurs sons harmonieux, qui répondent, pour ainsi dire, à chaque ternie

de son équation. Enfin il étend cette théorie à tous les mouvements réci-

proques infiniment petits, qui ont lieu dans la nature, et il croit pouvoir

en déduire beaucoup de consécjuences importantes. Toutes ces choses

sont exposées en détail par l'Auteur dans la pièce citée, à laquelle nous

renvoyons les lecteurs; il me suffira d'en avoir donné en général une

idée assez nette.

Le dessein de M. Bernoulli était donc de faire voir que les calculs de

MM. d'Alembert et Euler ne nous apprenaient rien de plus (|ue ce (|u'(m

pouvait déduire de ceux de M. Taylor, et même que ces calculs, (juoique

extrêmement simples, pouvaient répandre sur la nature des vibrations

des cordes une lumière qu'on attendrait en vain de l'Analyse abstraite et

tapineuse de ces deux Géomètres.

17. L'un d'eux, savoir M. Euler, s'est hâté de répondre à ces objec-

tions dans la même Dissertation citée, (pii est imprimée à la suite de

'•l'Ile de M. Bernoulli. Il objecte à son tour à celui-ci (|ue son équation

pour la courbe sonore, quoique continuée à l'infini, ne peut cependant

«exprimer tous les mouvements possibles d'une corde tendue; car. si l'on

pose / = o, l'équation de la courbe devient

r = y. sm 1- 3 sin 1- v sui
2rt 2« 2«

Par conséquent il faudrait que cette équation renfermât toutes les figures

qu'on peut donner à une corde tendue, savoir toutes les courbes pos-

sibles, ce qui ne paraît pas être à cause de certaines propriétés qui sem-

blent distinguer les courbes comprises dans cette équation de toutes les

autres courbes qu'on pourrait imaginer; ces propriétés sont les mêmes

.]ue M. d'Alembert requiert dans ses courbes génératrices, savoir, (|n"eu

augmentant ou diminuant l'abscisse d'un multiple quelconque de l'axe,

la valeur de l'ordonnée r ne change point. En effet l'on peut, ce me
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s<;nil)le, (h'-inonli'cr (|ur huiles les ((nnlifs dciiifcs de i rs |iiii|iri(''t(''s |niiir-

roiil se ii'diiiir ii l'c(|iiation ci-dt'ssiis. D'où il s'ciisiiil (|iii', (|ii(ii(|iic

M. (l'Ah'iiiIxTt ail trouvé l'Aiialysc Tayloriciuic iiisiiftisaiilc |)oni('ii liiiT

une résolution iiéiiéiali', iii'aiimoiiis il parait rniivcnii- avec .M. Hciiioiilli

dans le fond de la cliosi', savoir, (|mc le |)r(d)li'ini' ne snit ics(diiliii' dans

d'antres cas (jue dans ceux de la tioclioido on dn niélaiiiie de jdnsieiiis

troeinndes.

18. On voit de lii (|ne les objections di' MM. I?ei imiilli il d' Alendierl

contre M. Knlei', (|iM»i(]u'(dles diflereiil l)eaucon|i les unes des antres,

tii'niient néanmoins anx nu'nn's principes. .Vn reste, ni M. IJei'nonlIi ni

.M. lùiler n'ont l'ail voir directement si tontes les eonrlies (jne peut loiiner

une corde tendue sont comprises ou non dans l'iMpuitiiui rapporti'e; eai-.

puisipie dans cette eciuation <liaque leiuie répond, pour ainsi dire, aux

mouvements de (lia(|ne point de la corde, il eut l'allii pour cela donner

d'aliord une solution i;énci'ale du pr<d)li'nie de la iiirde \iliraule dans

l'iiypotiii'se (pi'tdie l'ut i liari;i'e d'un unnilire indelini de (i)r|is; s(dntion

quo xM. lienioulli même avtun' n'avoir jamais vue, et «pi'il eioit de plus

(|U(! personiii' n'a jamais donnée.

Il résulte do lont cet exposé ([ne l'Analyse (jue nous avons propo.see

dans le C.liapitre précédent est, peul-éire. la seule (|ni puisse jeter sur ces

niatii'res oliscnres nue Inniil're sullisanti' ;i e(daii'cir les doutes ipi'on doit

former de |)art et d'autre, ,1e vais ihuu' eutrepr-eudie celle Analyse, et je

tàclierai de la développer dans toute son étendue, non-seiileinenl parce

qu'elle doit satisfaire a tons les (d)jels (|ue muis avons ici en vue, mais

enccu'e parce qu'(dle est. ce nie semble, entièrement neuve. |)uis(|n'il

s'agit de déterminer les nmnvemeuts de tant de corps (|u'on en voudra

sn|)poser, sans c(uicevoir d'abord (|u'il y ail entre eux aucune loi de con-

tinuité par la(|nel[e ils soieni liés, pour ainsi dire, et cunteiuis dans une

même tornuile.
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CHAPITRE III.

SOMTIDN tu: PROBLEME GÉNÉRAL PROPOSÉ DANS LES CHAPITRES PRECEDENT!^

2E /(

19. Soit, pour abréger, ..
,
^e; on aura '8, les équations suivantes

e[y\ — iy\).

d'y.

dt-

d-y\

e\y\ — 2r.--f- r. ),

dt-

d^ >-, _
dt^ ~

d'r.-,

e{y\ — 2.y\ -i- y;).

e{r, — 2_r. + rs),

dr-
e( — 2_)-,„_, -+-}„,_,].

Pour intégrer toutes ces équations, ou n'a qu'à recourir ;i la méthode

que M. d'Alembert nous a donnée dans les Mémoires de l'Académie

Royale de Jierlin. On supposera d'al)ord, selon cette méthode.

d);^t<,dt, dy:^u-,dt, dy; = ii,dl, dr.^iudt dy;,,^, =^ u,,,-, dt

;

ce ((ui changera les équations différentielles du second ludrc (hms les

suivantes du jireniier :

du, = e{y\ — 2y;)dl,

dih = e (y\ — 2 ); -t- r. ) dt,

dui = e [y-i — 2 >', +y^)dt,

dui^ e{y\ — 2 r, -t- y; ) dt.

du„-, = e[ — 2 >•„_, -+- r,„_: , dt.

Il est à remarquer que les quantités //,, Un, u^ expriment les vi-
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tosses fies rorps (|iii paicoiiiciil Ic^ csiiaccs )',, v^, >',..... rt (|ir;iiiisi il c^l

('iicdi'c iiiiportaiil de (Iriciiiiiiiri- leurs valeurs.

Prc-sciilciiK-iil il l'aut imilliplicr loiitcs ces (Miiiarniii--, iii(iin> une ii \(i-

loiilc, par (les ((tcriiciciils iii(l('ti'riniii(''s, cl lo ajniitrr crisiiilc dans une

iiK'iiic suininc. Sniciil M,, \l .. M les coci'liciriil-- i|iii ilnivcni imilli-

plii'r les (Icriiii'iTS ((pialioiis, et .\
,

. N.j, N;, i-cn\ i|ni iiiiil lipliriit les

aiili'cs : (III aura

M, (il/, -hN.f/)-, + M_(/hj +- N,(/i;^ \l,i/ii,-h N.(/) ,-4-. . . -h M,„^ ,(/",„ , -t- .N,„. ,</)•„,_,

- [N,«, -he{M_- -..M, j}\]d( -t- [N,«, H- e(M, - a.M, +- M,)r.]ift

+- [N,H, + e{ .Mi - -'.M, + M..).)-,] (It-f...

-+- [N,„. ,«„_, + e(— ?.M,„_, -h -M,„_,)r,„_,, ](//,

où l'on supposera |)oiir plus de l'acilile le premier eoerricieiil M, := i .

Soit t'ait en sorte cpie le premier memlire de ei'tte e(|iiatioii devielllH'

un iiuilti|)le exact de la dif't'ereiili( Ile du second ; et siipposaiil U un coct-

licient constant (|Uclcon(|ue, (Ui trouvera par la ciMiipaiais(Ui des termes

RM, =N„ HM,-^N,, KM, = .N,,.... HM^_, = N„,_,.

ensuite

UN, = e ( M, - > M, u H\ ^ e ( M^ — 2M, -t- M, ,

RN, = e(M>-?.M,+ M,. HN„_, = «>(— 2M,„__, -hM,„„..,;

i'n substituant dans ces dornil'res éipiations les valeurs des N tirées des

premit'i'es, il en résultera

R=M, = etM -2M,),

R=M,::rt (M.--M.+ M,j,

R^M3 = e(M, -3,M,, -+-M,),

R=M,„_, = e{- 2M,„_, + M„,_,).

R-
Soil posé h 2 = K, cl vu onldimant les leniies on parv'u'iulra aii\
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équations

M. = KM,,

M, = KM, - M„

M. = KMa - M„

M,„_, = KM,,,

d'où l'on doit tirer les valeurs des M.

Poui' y parvenir, je considère que, ces é([uatioiis étant toutes seni-

l)lahles, on peut les exprimer généralement par

M^=KM,_,-M_„

posant pour [x tous les nombres entiers positifs depuis zéro jus([u'à

m — r, laquelle équation contient évidemment une suite récurrente, dont

l'échelle de relation est K, — i . On aura donc, pour la valeur de M , l'ex-

pression Aa'' + BIr' , où A et B sont des constantes, et a et b expriment

les racines de l'équation du second degré s'^ — K:; -i- i = o. De cette

équation l'on tire

Ï-Vl
ce (|ui donne

a =^
K /K'

Vt

Pour déterminer les constantes A et B, on fera la comparaison des deux

premiers termes, savoir M,, et M, ; or My est évidemment ég;»4 à zéro,

puisque l'équation (|u'il devrait multiplier ne se trouve pas, et M, est

égal à I par su[)position; on aura donc

A + B = o el \a-hlM>^i,

d'où l'on déduit

B = -A, \{a~b)=i, A =-^ Cl J{ —
a — b a — h^
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CCS vmIciiis chinl Mili^liliici's, il m ti'-M.iltrra

M «"-'"'
/' a — b

Nous iivoiis supposé f8y (]U(' le iinruluf îles r(pi;ilioiis (•tiiil m - i : il

t'iiul dfiiK' ipif If ciirlViciciil i{iii aurait niulliplii' rr(|ii:ilioii suivatilc soil

ilr liii-iiH MIC t'i;al a zito; savtiir, il faut ipir

<r - tr
M,„=o, ou hii'ii iiui' ;— =r o.

(i — ('

Voilii rc(|iialion (pii nous iloiiiicia la \alcMr (Ir la ipiaiilitc H (pii élail

ciicoii' inconnue.

20. l'dur ri'soiidic (ctlc cipialion, j'ai recours au fameux lliéureuie de

M. Cotes, par linpiel on trouve

a'" — b"' =^{a — b)i/ a- — zah cos — -h h- \/ a- — lab cos — -t- /'

V /H V "'

l /«- — ?.abX\/ a- — ?.ab cos —^ -i- /»•

.

m

en prenant un noniiirc de t'acteuis étial ii //t, de sorte (\uv le dernier

devienne

l/«- — ?,rt
, (m — ijcj ,,
bcos^ 1- ftS

où ro dénote la cii'conlëreiK é du cercle, dont lo rayon est i. On a doiu-,

dans notre cas.

V a^— 2ab cos h b- \ / a- — lab cos —- -i- /»'

m V m

/ , 3 ro , / , (m — I ) SI ,

,

X t/ a- — ?.«/' cos 1- b' . . . i « — 2fl/»cos ^-.i>- =^ o,

V ni \ m

ce (]ui donne autant d'équalious particulières qu'il va de facteurs, savoir.
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en dégageant ces expressions des radicaux,

I ^ I -,

a- — aaoros — + f>- := o,m

a' — lab cos (- o- :^ o,
m

a- ^- lab cos \- b- = o,
m

, [m — I ) ro .

,

a- — lab cos h 6' = o.

Soit V un nombre quelconque entier depuis zéro jusqu'à »? — i , et

toutes ces équations se réduiront à celle-ci

a- — 3. ao cos h o- := o ;

si l'on substitue les valeurs trouvées de a et b f 19 ), elle se change en

K* — 2 — 2 cos — = o,m
d'où l'on tire

tr. l ^^
K- = 2 1 + cos —

\ m

ce qui se réduit, par les théorèmes de la multiplication des angles, à

K- = 4 cos
\ 2 /;;

d'où l'on a enfui

K =d=2cos

21. Je remarque d'abord que la variété des signes dans cette expres-

sion de K est inutile, parce que, en faisant v plus grand que —
^ la formule

nous redonne les mêmes valeurs que quand v était plus petit, mais avec
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d«;s signes contraires; on aur;i ditnc siniplfuienl

K ?. cos )

•> m

|)()s;inl |iiiur v Iniis les nombres entiers positils, (l('|mis zéro jusqu'il

m ] . P;ir cctlc viilciH' ^l'fiiiiilr de K, <in Irnuvcr;! 18 celle de R |iiir

le moyen ilc r(M|u;ilinn

- -(- a - k,
e

(•;ir ou iiura

l\- — ie (cos 1
I
=-:•— ie (sin -,—

)

\ -ini I \ 4 '" /

|iar les tliéoii'iues cités, (i'oii il résulte

K ^± a i e sin -,— i — i

.

4'"

Ou déduira eiu'oi'e de la valeur de K ctdies des (|uautités a et h. comme

il suit :

a = cos 1- \ / cos — 1 , 6 = cos t / cos
2 //( V \ 2 "I / 2 /H V \ 2 ni

savoir

a = cos h sm v — • > " ^^ cos sm v
— '

.

2 m im 2 m 2 m

d'où l'on tir(\ en sulistituant.

VCÎ . VCT V." / VGJ . >n7 \
.'

is h sin V — ' — cos sm v — M
int im I \ 2 m 2 m I

M.

2 sin V
~ •

laquelle expression se réduit encore, par les mêmes théorèmes ci-

dessus, à

UVffl
sm

^'/-^ ^-
sm

2 /7!
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22. Toutes ces opérations achevées, retournons à présent sur nos pas

pour pr(jcé(ler à l'intégration de l'équation différentielle (19). Soit, pour

ahréger,

M, «, ^ M, II, -I- Mj // , -I- . . . H- M„^, «,„_,

-(- R (
M,j-, + M,.)-, -t- Mjja + . .

. -H M,„_, v™_, ) = s,

elle deviendra par ce moyen

É?2 = R : lit,

dont l'intésrrale se trouve

où c est le nombre dont le logarithme hyperbolique est i, et F dénote

une constante quelconque, égale à la valeur de : qui répond au cas de

t = n; on aura donc, en restituant au lieu de :; sa valeur première,

M, II, -+- Mw/.. -t- MsJ/j -I- . . . + M,„_i f/^_,

-I- R(M,.r, -+ M,r, -t- M,y, -^ . .
. -t- M_,,>-„_, )

= Fc-"';

et, puisque

II, dt = dr,, irdt = (/)•;, Uidt = dy^, ....

si l'on multiplie toute l'équation par ^//, il en résultera

M,d)\ + M,d_y, -+- M3 (/>•,, + ...-h M„,_, (/)•„,_.

-I- R (M,.)-, -)- M,y, -t- MaT-, H- ... -4- M„,_, >•._, ) dt = Fc^'di,

et multipliant encore par c^' et intégrant de nouveau,

(M,r, -i-M,n + M3.r3-+ ...-+- M„,_, r™-, J
c*

' =—5--*-G.

Pour déterminer les constantes F et G, soient V,, V.,, V,,..., Y,„^, . et

Y,, Y2, Y;, Y,„_,, les valeurs de u,. «0, ii^ '/,„_,. et de y,, y,,

Vs v,„_,, au commencement du mouvement, lorsque / = o; suppo-

sons de plus, pour abréger,

M, Y, -H M: Y, -h M3Y3 +...-)- M„,_, Y,^, = P,

M, V, + M, V, + M:. Y3 + . . . -+- M„,_, V„_, = Q ;
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on iilllii (I ;il)oi'(l

F = O -4- UI«,

fiisiiilr, pusaiil /o (l;iiis l;i (Icruicic ((iiKilinii,

on cil tilt'

7. It

3.l{ 9\{ 9.1{
'

1", (

donc, eu (livis;iiil r('(|iuiliiiM piirr' , on lriin\i'r;i iiiiiilciiiriit

M,.)-, + M,.)-.. + M.,.»-., + . . . -t- M,„.-,.>-„,_,

I r (lui, il r;iiis(' de \{ = ± 2 \ ('s'\\\ 7-— \ — 1 . se réduit ;i
'

I
ni

M,.)-, + M...)-, + M,.)-. +. . .+ M,„__,,)-,„„,

Q sni i 2/ v''S"i 7

—

= l'cos ?.< vesiil ^— + - -— ^ ' •-

\ 4/« / - . VÎT!
->. \ tf sni ,

soil (ju'iHi idciuic (liiiis II le sii;nc -h ou le signe —, conniii' nous l'cu-

soigiHMit les expressions cxpoiientitdles imaginaires des sinns et cosinus,

si familii-res aujourd'liui aux (iconii'trcs.

•2'^. Celte c(|nalinn. tonte simple (pi'cllc est. siitVit iieaninoins pour

dclcnnincr les valeurs des inconiuics i, . v^. V;,, (|iii sont au nombre

de /// — j . Poui- s'en convaincre, lUi n'a (pi'ii rétlechir (|u'cllc contient le

nomlti'c indelermine v, (|ui peut avoir' les valeurs 1, >. >, jus(pra

/// — I , d'où il résultera autant d'c(|uations. Tout se réduit donc ;i deler-

minei', par le moveii de toutes ces e(piatious. les valeurs de 1 lia(|ue in-

connue (|u'(dles coiitieniicnt : c'esl ce (|ue nous allmis eutiepreiidre.

Je comuience pai' mettre au lieu des i|uaiilites M leurs \aleurs trou-

vées '21), et eft'aeanl le dénominateur couiuiun siu-' (lui s'evarionil
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naturellement de l'équation, je pose pour plus de commodité

„ ,, . vtïf -. . avtn .. . 3<>G3 .. . {m — ijvîô
P = \ , sin h Yî SHi h \ 3 sm h . . . + \ ,„_, sin ?

211) im im "iin

,. ,- . vra ,, . 2vro ,. . 3>!5J .. . ( '" — \')v!s

Q„= V
, sin h \:Sin h VjSin h. . . H- \m_, sin ?

2/H im im ini

uù les indices de P et Q dénoteront simplement les valeurs paiticulières

de V qui leur appartiennent.

Ainsi l'équation générale ci-dessus deviendra

vro . 7.'^m . 3vnj . ( '" — ijvro
), Sin h ); sin h Yi sin h . . . -i- >-„,_i sin

o.m ' n.m '

am ' im

i - '-^^

Q^ sin I
2 / \ e sin j

P., ces
I
2/ ^ e sin -7—

]

'

4»; ' - . vro
ave sin 7

—

4Wi

Soit encore, pour abréger.

•/vn

, , O sin 2/ V e sin -,— ,

_ / , - . vro \ ' \ ' 4»î/ c
P'' cos 2 < V e sin -,— H ^ —-= ï?.,

,

\ 4"' ' -
• ''5T

2 V e sm 7

—

et posant successivement à la place de v tous les nombres naturels depuis

zéro jusqu'à m — i, on aura les équations suivantes

Ts . 2 û5 . 3 ro . \
m — i)m „

r, sin H )•• sin h rjSin h. . . + >•»,_. sin = s,,
2»! 2»i *^ lin nm

. 2ro . ^m . &m . i{m — i)w „
)•, sin h > sin^!^ h >-3 sin h . . . -t- r,„-i sin = ?.-,

2 ni 2/» ' int 2m

. 3cT . 6(37 . qm . 3(/>! — i]m „
>, sin 1- r- sin \- nsm h. . . + >•,„_, sin = s^,

2111
• 2in ' 2 111 2m

. (m — ira . 2[m — i,ro . (w— i)-ct „
}•, sin h r- sin h . . . -i- r„,„, sin — = »,„_,

,

2m 2m ' 2m

dont le nombre sera /« — i

.

Il faudrait à présent, selon les règles ordinaires, substituer les valeurs

des inconnues v,, Vj, J3,... d'une équation dans les autres successive-
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lilclil. |KUir iitriscr- ;i lllir (|IH ne ciiiitifiiiii' |ilil> i|ll'uiic miiIc de ( es

\ :in;ilil('s; tlKiis il csl t'iicilc de Miir (in'cii s'\ |)lili:inl ilc crtlc t;icoii un

liiiiiIxTiiit (liiiis (les cmIcuIs im|ir;ilir;ililcs ii ciiiisf ilii iioiiilnc inilclciinnif

(l'i'ijiiiilioiis cl (l'iiicdiiiitirs; il csl (loue iicccssairc t\{- sui\rc une ;iiilrc

luiilc : \(iici celle (jni iii';i [uiiii i;i [dus |iiii|)rc.

'2'l . Je iiiiilli[ilie (I'iiImiiiI cli;iclinc de ces ei|ii;iliullN |i;ir llli des ciielti-

ciciils iiidcleriiiinr, I),. !),, I),., ])., en sii|)|)OSiiiil (|iie le |Meiiiicr I),

soil éi-id il I : ellsllile je les :ijn|||e Idilles cllscnilile : j';ii

y, I), sin h l).. siii — -+- I) siii h .

> m :> ni

(m
T. I), siii —^ -t- 1), sin— -*- l>. sin

y.m ? 111 -> m

I> sin h T), sm h I) siii 1- .

>m '//( •'//(

l),„ , sm
•> //(

'{m — i)ra
1>„,^, sin

D,„ , sin
'il m J

,
77!

> m

= D,S, +1)38, + l),S3 +. ..-4- 1),„^.S,„_,.

Qu'on veuille à présent l:i vnleiir d'un v<ni(dc(tiiiiiie, y.w exemple de r„,

nii Iciji evaiKiilic les coefiiciciils des Jinlrcs v. cl l'iiii (i|>liciidi;i re(|ii;ilii>n

simple

•,, I), sin ^— + D: sm 1- l> siii +-...-)- I)„,_, sm —
= D, S, -t- D,S, -h 1),S, -+-... ^ !)„,_., S,„__,.

On deleiiniiier;i ensuite les viilcnis des (|u;iiililcs I),.. I)-,. 1), (|iii

sont en iiomlire de /« — 2, p;ii' les ci|u;ili(ms p:ii liculièies (|u'uii ;ini;i en

snppiisaiil éi;;aix ii zcio les cDct'Iicicnls de Ions les aiilres ^': on aura |iar

lii rei|ualion ^cni'rale

i), sm h l» sm h I). sm h ... -h !),„_, sm ^ — = o,

I. I
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laquelle devra èlre vraie, (juelque nombre posilit' entier ([ii'on |)(jse au

lieu (le À, depuis o jusqu'à m— i , excepté p.,

25. Pour tirer de eette e(|ualioii les valeurs des quantités D, je re-

marque d'ahord (jue tout sinus d'un angle multiple se réduit à une suite

de puissances entières et positives du cosinus de l'angle simple, dont le

plus grand exposant est égal au nombre (jui en dénote le nuiltiple dimi-

nue de l'unité, toute la suite étant encore multipliée par le sinus de

l'angle simple. Donc, si l'on dévelopj)e de cette façon tous les sinus des

ansles multiples de -— et (lu'on divise ensuite l'éciualion i)ar sin—- -, on

|)arviendra ;i une autre équation, qui ne contiendra que des puissances

de (OS—^5 et dont le deeré sera m — 2; de là il suit (lu'en reyardanl

cos —- comme l'inconnue de cette é(|uation, ses racines devront être

CT 5 m 3 ro [m — i ) nr
ces 1 ces : ros Î---5 cos >

itn 2.m 2111 2m

excepte cos^
' 2 m

Par conséquent, toute l'équation ne pourra être (jue le produit conti-

nuel des facteurs

cos — cos 1 cos cos 1 cos — cos ^ 1

2 m 2 m 2. III 2m 2m 2 m

Im ( /» — 1)70
cos cos 5

'.>.m 2 m

en omettant toutefois le facteur intermédiaire cos-' cos-^--
2 m 2 m

C'est pourquoi, si l'on nonunc I. une c(uistanle (jnelcon(|ue, on aur;

,^ . fe ... 2lm r. • [I>l — l)lr7i

I), sui 1- 1». SOI h. . . -I- L),„_, sni
2111

'

2111 21)1 , , /W
L eus cos—

\ 2111 21)1hs \ 2111
sm—

2111

i 7.TTS 2Ts\ I iTs Jro \ / te (/» — i)ro\
X cos cos — cOi cos— • • cos cos •

\ 2m 2m J \ 21)1 21)1/ \ 2 1)1 21)1 I
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l.c llicoti'llic (l(''j;i Clic (ic \\. (jilcs lions (Idlllic r('(|li;ilinii

I'-"
- r" =-' (/>' - '/') (/'' - '/"/ f"**

^„,
-^ '1') (p' - 'M f^os '^^-^r)

(3c7 \ r [m — I 777

p- - -y-pq cos— -^ y^j • • [/»' - ^Pi tf>^ -^7,7 + q' '

CM iriniiclIiMil jiiiciiii (les l'iiclcnis iiilcrinciruiiii's; que rmi c(iiii|)iiic (Iuir-

CCS f':ict('ms iivcc ceux de re(|ii;ilioii |irecc(liiite, en l';iis;iiil

/m
p- -i- a' — cos— 5 a ixi =1^ ^ 2/11 ' '

pf l'on aura

/>- -+- -ypq -h q'' =: i -h cos = 2 cos -

—

'->. /« \ 4 ni j

IJ^
I . '^ \-

ir — npq -h a- =; cos - — t ^ — ?. sin—
' /Il 2,„ \ 4 /» /

d'iiii. en e\lr;ivaiil les racines, il résulte

/57

el eului

p -t- o = d:: \ ?. cos—

.
'

. t.m
p — q — ±y,-}. sin— \ — 1

/Bî . AfT!

cos 7 h Sin 7— •

\3

/ro . Irr,

COS Slll :— i

-fW 4rti

V2

Par constMiuent on aura

»' = - COS ; 1- sin— VI = - fos 1- sin — i — i ,

2 \ 4 »( _| /H ' / 2 \ •> rt( > /;; /

' / ÀCJ . /.ÎD \ I
; 'tJS . /.5J \

'i = ~
\
fosr sin^— V

— I =- fos sin— i — i b
2 \ 4nj 4»J / 2 V 2W 2/« '

/

/) — ^ = sin— \ — I.
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De incmc,

Itû . Ara ,

Ara . Ara
cos 7 h sin 7— i — '

4m 4'"

Xro . Ara
cos sin— v—

I
/ Ara . Ara ,

\-"' 2 2

' 2"'
\ 4'" 4'» /

2™

. Ara ,

sin — y— I

Toutes CCS valeurs étaiil ainsi ti'onvées. on divisera //-'"—

7

(y"' - f) iP' - 2/>7 eos^ -f- r/'M , ce (|ui donne

2'n

. Ara
sin—

. Ara / Ara W-ra
2"'-' sin— cos cos-!

—

? ni \ ?.ni 2m

la(|iielle expression niultipliée par], devra èlre égale au premier ineinhre

de. l'équation trouvée dans cet article ; donc, en ôtant de part et d'autre le

Ara
diviseur commun sin — ^ on ti'ouvera

2 w

^ . Ara „ . 2Ara „ . 3Ara „ . (m — ijAra
Disin hDsin 1- D, sin h. . . + D,„ -,sin^

7.111
'

7.1)1 7.111 7 111

. Ara

, siii —
L 7

-t'n—

!

Ara u.ra
cos cos -—

7m 7.m

é(|uation (|ui d(»it èti'e identique.

... 1 1 • 1 • • • Ara ura , >

Si (One on inultiiMie toute I eiiuatuni iiai cos cos^

—

, et (lU a-
' ' '

7.m 7m'
près avoir réduit les produits des sinus par les cosinus en simples sinus.

on fasse la comparaison des termes, on trouvera les valeurs clierdiees
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(les (|ii;inlil('s iiKlclcriniiiiTs 1). l'uiir rairc cctlc opt'iMlimi |pIu> iummiichI.

(•iiiiiinciM()ii> |i;ir iiiiiiriiilii'i' ht suite i|iii l'ornif le |iri-iii(iT iiiciiiliic (l<-

l'i'i|U:iliuii i;i|i|iiiiti'c |>;il' 2 COS

—

- : fil ilr\ r|u|i|i;i[|l cIkiiihc- piiidnil |i:illi-

cillicr, cl cil or(|i)iiii;iiil les tci'llics, il vicli(li;i

1) sin 1 l> • l>, isiii 1- I). ' Il siii h
?.ni 7.m 'ni

. [m — Il /m . /TT!

U„,_, sm 1- !)„, , sin - •

IJisiiilc, si l'on iiiultinlir hi iiiciiif série par -^cds—^- el iMi'oii re

liaiii-lie ce dernier pfdilnit de rantic, du pai'vicndra ;i l'e(|nali(m

( I», - >1), cos ^— \ sin —^ -i- ( l)j — 2D; cos ^—^ Ui ) sin —
\ am/ -xm \ 7.ni I .>.m

-I- D. — aDj COS ^ K Di sui
2 ni ' j.ni

(
— 2D™_, cos ^-—(- D„^, )sin

^ 2/71 /

( m — I
I >m ^ , . / 57

1- l)„_i sin — -

I. . ,rr—
- sm—

On aura dinic

I) — 2 L), cos = o,

D3 — 2DjCus-^- -i- D, = o,
3.m

I). -2D.ros^^-^l);=o.
2 /;i

— 2D,„_, cos^ H D„
2m

D,„_, :

d'où l'on doit tiror les valeurs des (|nanlites I).

Il est visiide au premier aspect (|ue les (juantili's 1) coiistitiieiil un
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progression réciiiiciitc, dans laquellt". en conimeneanl [lac le bas, il esl

2'n-;

I),„_. = 2D„,-,cos^- D,„,
11)1

Dm_3 = 2D„,_, ces '

U,„_,

,

7.m

Le terme général de cette suite se trouveia coninie ci-dessus \9)

exprimé de cette façon

D™_„ = Aa''-t-R/>",

oi'i a et // sont les racines de l'équation du second degré

y.ro
Z^ — 2 Z CCS h I = o.

2m

Pour déterminer les constantes A et B. qu'on pose n = o ei m = i, on

aura

Ah-B = o et Art-i-B/> = ,

ce qui donne

2"'—' {a — b) 1"'-' {a — b)

et par conséquent

^ L n" — b"

2""^ a —

Or, si l'on substitue au lieu de a et è les racines de l'équation proposée,

il en résultera, par un procédé semblable à celui du n" 25.

. n ars
, sm —^—

a" — o" 2 m
a — b

, uro
sin-!

—

2W
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(I un

'Jm—H - -

, SIII

2'"-'
. U.ra

Slll - -
'.>. /H

et posMiil |MMii- |ili:^ (le (•(iiiininditr w— ri = ^.

IIKJIS

I),=

. \ m — s] IJ.TÏ!

. SI 11
-

L am

sin

Slll ( lit - «1 -— -- sin —
9.m \ 2 a /H

. 4' 'JTS
Sin-—

nii le si<i[iu' -(- (loil (''tic pris timlfs les luis (iiic a csl un iHMnlirr iiii|i;iir

li le siiiiic - (Hi;iii(l ij. csl piiii'; un ;nii;t donc ciilin

, Slll
L ?. III

d telle csl lu viilciir i;ciici;ilc de 1), d'uii (l(''|)en(l hi rcsniiilion des ('(Hin-

dous du n" -2'.).

m. Re|)i-eii(>iis iiMiiiileiiaiiI rc(|u;ili(iii du n" 2't, cl siilisliliMiil chiiissoii

second m cm lue les \;dcnis tinnvees des <i nanti les D.on la réduira d'aliord ii

,. v.ra . >. j.m ,, . 3 UCT ,. . ' m — iiu.m
I), Slll h Dsiii ^ 1- DiSin -^ h. . . -i- 1),„_, sin

ym
L

>.m >.iii < m

a'"-' sin

. . vra ^, . a 7.ra ^, . i -jm . m — i y v.ro
>,siii h^.siii — ^^iSlll-^ h...-4-X^ , sin^ -—

. y.CT
I

>.lll illl Mil f.lU

y.m

A l'cuanl du |)ieiniei' ineinlii'c. on icinariincra 2ô i|iie

I), SM) K I). Slll >- I» slll
am a nt ' m

I),„^, sin
//( — I l.rs

L
a"'~'

. AC7
sin —

cos cos ^

—

y m > m
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DoiK , si l'on sii|i|)(ise À = u., (ui aiii'ii

D, sin '— -I- 0., sin — h U, sin ^- -(-... + D,„_, sin —

sin
fj.m

fos ros -—
2m 2m

mais (iiiis(jii(' [j. est un nonilir»* fnticr, (in a sin— = o, donc Ir dciniiT

nicniidc (le rc(|uati<)n se réduit à —^ x - INun' en ti'duvei- la vraie va-
' 2'"^' G

ietii-. sdil supposé/, varialde, et différentiant à pari le numérateur et le

dénominateur de la formule générale

sin-

ces fos-^

—

im ±m

ni Ironvera

//( cos
im

— sin

oi' a. élanl un nombre entier, eos-- est égal a it i , le sii;iie supérieur re-

pond à a pair, l'intérieur à u. impair; on aura donc

D, sin h D, sin -^ 1- D, sin -i--
2m 2 ni 2 m

m

sin
f^ro

,

,

. ( /H — I ) y.ST
1»,,,^, sin

et ainsi l'écpiation précédente deviendra

m L
.'"„

2'"-' sin
[J.TS

?"' sin
f/ro

X . . uro ^ . 2anj ^ . ip-W
h, sin h hj sin —— + S., sin —— + . . . + S,„_, sin

ni — I ) am
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d'où l'on lii(

^t' n,

ijxs ^, .
}. uro , . 3 UBJ „ . [ni — i ; hts

^ siii -^ 1- t». sin — h ^JSlrl — 1-. . . -t- &„_, sin —
?.m fin 7.171 f.ni

\ oilii donc i|iii'llc doil l'irc rc\[(rcssioii ^éiicralc des v (|iii dcnolt'iil

li'S fs|i:i(t's |);iicoiitiis par chaciiii do ciuiis dans un l(nl|l^ <|iiflcoiH|nr /.

•11
. l'onr (iinnaitir |)his clairiMncnt la naluic de ri'(|iialion Inuivéi».

on \ MilislilHi la lc> valfiiis des (|uaiUilcs S,, S.j, S3,... du n° 23, vv qui

donnera linalinH'nl la iVinnulc

r„ = — V, sni -— ros h* / \ e sni ;

—

• '' /// f.m \ ^nii

-i P sni -^— (OS ?. / 1 e sni •;

—

m T-ni \ i\mj

2 . 3acT /' - . 3nj\
-i P, sni —^— Côs :>, / i e sili -7

—

«I ?. /H \ 4'"

— Pm-, sin — cos ->/
\ fsin

,-, . UCT . / - . în \

Q, sin ;^^ sin
[ 2 < y e sin y— 1

m \e

m V e

Slll -7

—

Q. sin —— sin 2 / i c sin -7—
2W \ 4"' '

. 2 57
sm 7

—

4/H

yjSiii -^— sm 2/ yesin-T— 1

I -2111 \ ^mf
m \ e 3si

Qm-, sin — sm 2r. <»sin^—-,
—

2«( L ' 4"' J
m \e sm

(m — i)î3

4/n

s (|iiaiitilc> P,. 1\. P;,.... cl (J,. g,. O;,.... dr|»fiidrnl ilc la |iivmifiv
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sitLialioii (les corps et do leurs premières vitesses, selon les suppositions

du n" 22.

De eette expression de y„ on tirera aisément eelle de ii„, qui expiiuie l;i

Vitesse avec laquelle l'espace v^. est parcouru; car puisque ",/ = ^- on

n'aura qu'a différentier l'équation donnée en faisant t variable, et on

trouvera l'expression suivante :

4 v^e n . ^ . ij.vs . l ^ - . rs \
Il ^= P, sni -,— sm — sm ?.t vt'sui 7

—

4m 1m

4VP
m

„ . 2 57 . 7, uro . / - . 2 ro \
P, sm 7— sm sm it i/esm -,

—
\m ?,w \ 4'" '

i/e_ . 3cT . 3uro . 3nT4vé't. - JW . J"ro . / -
. izs \

-î-^— P3 sm 7— sm —— sm 2 < v e sm -,
—

m 4 '" " ;» \ 4 '" '

4v<?
P»,-, sin

«( 4/7(

. ( m — 1 )ro . (m — i

sm
)IJ.TS . \ ,

- . (W — 1)57
I- sm 2 / V ^ SOI 7

L 4'« J

— QiSin-*— cos a/vf^sm^r-
rn 7.m \ L^ni I

2 . 2(HW / -
. 257— Q, sm —— cos 2 ? v e sm -,—

m 2111 \ \m

2 _ . 3a57 / - . 3c7— Qssm—'— COS it vesm^

—

m ini \ ' \m

- r\ ("' — ') "57— Q„,_, sm — COSm 2 /)(

2/ \,'e sm 7

L 4'"

CHAPITRE IV.

ANALYSE DU CAS OU LE NOMBRE DE* COHF> MOBILES EST FINI

28. Nous regarderons les quantités v comme des ordonnées à l'axe AB

{^g. 7). qui est supposé divisé en un nombre m de parties égales à /•; et

les indices de ces variables exprimeront le quantième de la place qu'elles

occupent sur l'axe, en comptant depuis l'extrémité A. Ainsi le polygone



KT I, \ i'i!(ii'\(. \ rioN m: son.

(|ir(iii |ioiiii;i r:iii'f laisser |i:ii' les cxtrciiiilcs di- ttniles ics ordonnées ser;i

\,i li^lirr (le l;i cuidr Icildllr l'I cliiHL,'!'!' il cIliKIlIc iilliilc d'ilt) |i(iids M. cl il

'•e- -/

st'i';i cil iiiciiic Iciiiiis le heu jii'niiic(ri(|iic des c\(iirsi(iiis des e(ir|)s (d;isli-

i|iies M, disposes dans hi iiieiiie lii;iie diuile AH, sidoii ce (|ii"()ii a de-

iiHintii' dans les (lliapilres |iicee<leiits.

Il es| d'ahoid évident (|lle la Inriiiiile ipii diuilie la valelll- de 1„ esl

cDiiUJosee d'une suite de toiniiiles tidies (|iie

. . s U.JS
A siii —— (•ns (2^1 ^-sin V— I

-+- H

îv.m . / - . sm
\—— sin 7. / V c "^ni 7

—

j.m \ -i/n I

sin
4»»

(|in' je deiioteiai d(iréiia\ aiit par ç-,,: A et 15 sont des ediislaiites ijui dé-

pendent (In premier état du système des eorps, et 5 exprime un iHiinlue

(|ne!e()n(jne dans la snite natiiiidle 1 , :>.,
'^

/>i — 1 : ainsi, si l'iin run-

slriiit un nomlire rfi — 1 de polyiiones (|ni icpoiidenl tons i> cette expies-

sion iïénérale. en y sii|)p(isant .v sneeessiveineiit et;al à 1 , 2. ^ /// 1

.

et (pi'on prenne le premier pdiir axe du second, le seeond |)(nii' axe du

Iriiisiémi', et ainsi de snite. le dernier ijui sera t'ormi' sur Ions les antres

conliendra les vraies valeurs de tontes les variaides y. d'oii l'on voit (|iie

les inouvements rectilii;iies des corps ({iii parcourent les espaces v,. 1...

>'. pourront être censés composes d'autant de monvcmciits |iarticuliers

(|n'il y a de corps mobiles.

l"]xaminons de plus pri's la conipositioii de ces monvemeiits.

2'.*. Soit posé çj„ = f). on aura les deux e(|uations

siii [
:> I i c sm 7

—

. su.u^ / - . .sm
sm -^— = et A cos >/ 1 f- sm-7-

2m '
j

//;

sm-
sm
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qui détermineront les points où chacun des polygones simples pourra

couper son propre axe. Il est visible que la première aura lieu toutes les

tois que -^ sera égal a zéro ou a un nombre entier quelconque: soit

donc l,- un tel nombre, on aura

s a , km
^- = h et ij. = —

.

m s

laquelle valeur de [t. satisfera toujours, (juel {|ue soit le temps /.

Soit 5 = r , on aura

u ou liin = o , m , Mil, ... ;

d'où il s'ensuit que le polygone ne pourra rencontrer l'axe AB (|ue flans

ses deux extrémités A et B; il sera donc tout au-dessus ou au-dessous de

lui, comme on voit Jig. 7, p. 91

.

Soit * = 2, on aura

lim m
u. ou — = 0, —i rii,...\

2 2

le polygone coupera donc j'axe au milieu C. et il aura par conse(|ueiit

une moitié au-dessus et l'autre au-dessous, comme dans \'àJig. 8.

Fig. s.

Soit s = 3, on aui'i!'a

/lin m 1 m
u. uu -5- =1 o, ^5 -TT-i m,

5 o j

et le polygone rencontrera l'axe deux fois el le divisera en trois parties



rrr i. \ I'Kopm; viikn i>i son. îw

égales: il aiir;i ddiic uni' ti^iiic miiiIiIiiIiIi' ;i ii'IIc iiii'nii voit //'i;. (). ci

Fig. 9.

ainsi <ir siiilc. h'uii Inii cuiicliiia (|iir les |)ol\ i^oiics aiiniiil l(iii|iims

aiitanl de vi-iilics d'égale longueur (|u'il y a d'unités dans le iKunltre ,s.

:?<). l'reselllenienl . si l'on s'allache il la seciinde eiinalinn, on liiMi\e|-a

en la l'i'diiisani

• /
-

. -557 \
sin •>/ 1 csin 7

—

\ si 11 ;

4»(

^B..v-(si,r^,)'

l'osiiiis, |iiiui' alii'égei",

. . STS
A sni 7

—

4 /H

n/^-K'-î^.)'

z,

on en lireia

- . sm . ., arcsiii/
•/vesniT— = arcsiii/ cl / =:

4'" -
. STS

?. ye sin
4/H

é(|ualion (|ni |)oiiria elre \iaie quel (|ue soil le noinlire <i., [laree (|ii'il \\ \

eiilie [luinl: d'oii il suit (|iie les [Kilygoiies lie [leiiveiil jamais enii|iei-

leurs axes eu d'aulres |ioinls (|ue dans ceux (|iie nous a\(iiis deli'iiiiiiies

ci-dessus, à inoiiis (|u'ils ne se ciuitondent eiitii'reinenl avec les axes

iiieines, ce ([ni arrixcra loiiles les l'ois (jiie / aura la valeur assignée. ()i-.

coinine il y a une inlinite d'arcs (|ui re|ion(lent Ions aux mêmes sinus, la

(|iiantile / pourra aussi recevoir une intinilé de valeins. Pour les trouver,

soionl 5 le moindre arc ([ui reponil au sinusZ, et /• un nombre {|U{dcon(|ue
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Hiilicr. on aura ffénéralemenl

kxxs -1-6 2
ou encore

-
. SIS -

. sm
'4'" 4"'

il résulte donc de cette formule qu'après que le polygone se sera pour la

preniière fois étendu en ligne droite, il retournera dans cet état à cha(|ue

intervalle de temps exprimé par < qu'on devra par conséquent
V3

2v e sm 7

—

4"'

regarder comme le temps d'une oscillation entière, d'où l'on voit ([ue

ces temps, toutes choses d'ailleurs égales, seront en raison inverse de

sin 7— : donc le temps d'une vibration pour la première figure sera à

celui de la seconde, de la troisième comme sin— est à siuT

—

? m 4 '"

3ro , , . rocomme sin 7— est a sin 7—
\m 4 m

31. Les lois des mouvements de chacun des polygones simples nous

feront aisément connaître par leur combinaison ceux du polygone com-

posé. Nous venons de voir que le premier polygone qui a pour axe la

droite AB n'a qu'un seul ventre, et que ses vibrations s'achèvent dans un

temps proportionnel à ; que le second, qui a pour axe celui-ei,

sin -—
4 m

i-onlieiit deux ventres, et qu'il emploie dans chaque vibration un temps

proportionnel à . et ainsi de suite. Il s'ensuit de là que. puis(|ue

sin

ces temps sont presque toujours incommensurables entre eux, il arrivera

très-rarement que le polygone composé s'étende tout en ligne droite:

c'est pourquoi ses vibrations paraîtront tout à fait irrégulières, ([uoi-

qu'elles soient composées d'un nombre de vibrations simples, régulières

et isochrones en elles-mêmes.

32. Otte théorie générale, que nous avons immcdiatement déduite
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(le nus l'iinimlcs, a|)|)li<|iii-(' ;iii\ iiiniivciiiriil ^ di's cnrdcs \ilii;mtcs. «'sl l:i

mcrrii- (|iic M. |);iiiicl IJcrridulli ;i iiiM'iitiM' sur- ii- sujet, ((iriiiin I';i

expose dans le (iliapiire II; si (loue vc. ^raini liuiniiii' a |iii < ruiit' i|ii'iiiii'

solution piircmenl :irialyli(|iic étail en elle-niéine ineapaltle de lairc cdii-

iiailic la véi'itahle nature île ces uiouveinenis, ces l'echiMches |i<iui'i'<int

ouvrir une route nouvelle pour l'aii'e des applirations de calnil a des

sujets (|ui n'eu pai'aissaieut pas susceplihics, et sei'vii' ii |)ertcerniune|-

l'Analvse. Au l'este. ou ne |ieul li'op estimer la saL;a(ile et la penelialmn

de ce ((dèlue (jéonù'tre, ipii. pai' un pur exanieii svnllu'tiipu' de la (|ues-

tion proposée, est paiveiiu a l'eduire ii des lois simples et i^ciiei'ales des

uiuiiNcuienls (pli sendileut s'\ rel'user jtar leur' nature.

'.V-\. Avanl (pie d'ahanihuiiiei' celte uiatii're, e\amiu(iiis eiicoi-e les cas

où les vihrarnMis composées peuvent devenir simples et reiiiilii'res.

Il est visible (Uie ceci ari'ivera toutes les t'ois (lue r sera citai à s

savoir cpiand tous les termes expi-imes géneralemeni par '^ ^
se réduiront

à un seul cpicl (pi'il soil. Soit s ]o (piantième du lei'ine restant, on

aura 27,

= — l'i sm ^— cos >. / \ f sm -,— hm ?.m \ 4m/ ,„
^

•^>=-
(J, sin ^—- sin (

> l i t- siii
I ?.w \ '

sus

4 m
ensuite il faudra (]ur

l\ = o, P, = o. \\ =. <

excepte \\ = o; cl de même

Q, =r „, (J„ = o, Q, = ( ., Q™-, = ".

excepté Q^ == o; d'(u'i \'tu\ tirera les conditions requises dans le premier

elat du systi'me, afin (jne les vibrations îles corps suivent les lois propo-

sées. On aura donc ces deux ei|uatious:

^
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(|iii devront se vérifier, quelque nombre (|u'(in pose an lieu de 7, depuis i

jusqu'à m — 1 , excepté s.

Que l'on compare maintenant cette é<|uation avec celle du n" 24, il est

évident qu'en substituant 7 au lieu de ).. et s au lieu de [j., les quantités

Y et V seront déterminées de la même manière (jue les quantités D; c'est

ponr(|uoi l'on trouvera généralement

, sm , sm
L 'j.nt ,- , Li 2W

et

sm sin
2 m ?. m

où L et L| sont deux constantes arbitraires, qu'on pourra déterminer par

la valeur de deux termes quelconques de la suite des Y et des Y. Suppo-

sant donc ([ue les deux premières (|uautités Y et Y soient données, on

ama
L , L,
——, = ^ et -—

; = V ;

d'où l'on tire enfin

sin SOI

\ =±\ :^, Y =±V ^
Sin siii

2 /;; 2 m

le signe supérieur répond à s impair, et l'inférieur à s pair.

Telles sont les valeurs qu'il faudra donner d'abord aux vitesses et aux

éloignemenls des corps, atin que le système souffre des vibrations sim-

ples et régulières, suivant les lois de l'espèce s"""" qui contient s ventres,

et dont le temps d'une oscillation entière est toujours exprimé par

m
— . svs

2 i/e sm -7

—

4'"

On peut prendre dans ces formules le noudire s egaf à i , 2, 3,..., w — 1

,

d'où il s'ensuit qu'on peut donner à tout le système autant d'arrange-

ments différents, qui néanmoins seront tous pr(q)res à produire tant le

synchronisme que l'isocbronisme des corps.
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O piiililiriic ;i clc (Icjii icsniii jcii (|iii|i|iic.s Gconii'lr'csdaiis le (^sd'iiii

iioinlirc (le coriis (Iflcrniinc, iiiiiis l;i ruiiir (|ii'ils nul juix' les ;i loiiidiirs

(oiidiiits :i (les r(|iKitioiis d'illl d('i;r(' ci;;!! ;iii iiniiihir des cdrits riioliilc^,

diiiil il l';ill;iil |i;ii- ((iiisc(|ii('iil clicrclici- les i-iciiii-s d;iiis rl);i(|iir eus |);ii-

liiiiliri; je ne crois |i:is i|ii'iiii ;iit j:iiii;iis dniiiii' |)uiir ccl;! une liirimilc

j^riicridc, Icllc (iiic nous xciioiis Ai' la lidiiMM'.

(.iiAiMiin'; \

ANM.VM; m I vs (H i.i; n<imhhi; 1)K> idiii's .Mditii.i:^ i>i i\i i\i.

'.\'t. I.a liiiMiiic (lu iiiclaiiLic des Nihialiniis sirM|)lo cl iciiulii'rcs (|iic

iKHis Ncridiis d'clalilir dccdiilc de la rni'iiii' iiiciiic des e(|iiali<uis Iiiiiim'o.

()!• celle l'onile slllisisleia Idlljdnis, tandis (|lie le iidtlllire des c(il|i> lim-

itiles sera tini. savoic, (|uaiid /// scia iiii iioiiihre Uni: nniis seia-l-il ansM

\rai (|ue la sn|)pnsilion de /// inlini ne detii;iire pas. puni' ainsi dire,

l'eipialion, cl n'en alli'ic pas enlii'rement la toiine".' ( "esl ce (|in' niHi>

allons exaniinci- dans ce (.liapilie.

II • '
I . • f . I I

Tïî ?.C7 3nî ,

Il esl eviilenl (in en ta Isa ni /// =: yz , les ailiiies ~—
• -,— i -, • • (le\ leli-

' '
I
/)(

.f
nt 4 "'

droiil iiitiniinenl peiils. et (pie leurs sinus ne dilleicronl pas des arcs (pu

leur appartieiineiil : ainsi (ni aura

Bî BJ . .'Cl '.m . JîTj ira
sni -7— = "7— . sni ^— =- sm ^— - -^— -•,

4 '" 4 '" 4 '" 4 "'
I
'" 4 '"

donc la t'ornuile (jui donne la \aleiii- df ) ^
se clianj^cia en celle-ci

'.'•
,, . 'J-ra mt \ e)== — I', sin ^ cos

lit >. III >. III

— r siii -^— cos
ni ?. m 7.m

.' ,. > v.ra îra/ v ('

— l'jSlIl —— ( (IS —

-4-

4 vra . i57/\<-

•1 m }.mvs\ e

i3
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4 r-v . 2 «c7 . nst\e
H = Qî sin —— sin

>5TV<?
-"' ""

4 ^ . 3 UCT . 'i-mt \ e
= Q3Sin —— sin

3 ro V e 2 n( a /»

Oîi ;uir;i «le inciiie diins cr cms

—;,- P, Sin -—- su»
i" /H- TW ?. w

'— Vi sin ~— sin —
m- im -y m

3cTv e ,, . iu.m . 3ro/ve
r- P3 Sin -!—- sin ^~

nv im 7. m

H y, sin '— ros ^—
m 2 //( 2 m

2 .. . 2 W.C5 2 ro / 1 e
H y . sin —^— ros î—
m 2 nt 2 »!

2 „ .3 ura 3 nj / V e
H Q. sin —— cos ^-

I» 21)1 ?.m

I

35. SdU'iil iiitininieiit petites les masses M des eorps, eu sdite (jiie

leur soiniiie sdil finie et eyale à S, on aura m r= ^ -, de plus, si a exprime

la iongueiii- de l'axe AB, ou aura eiieore m = -, d'oîi

a S aM
;• M S

1 1 .-. • . • 1 • 2E/( ,jn\ I I I
2EAS

donc la ipianlite e, (|Ui est égale a tttj— (19). deviendra égale a ..T-rr^

et par eonse<|uent

I /2EAS
ni m V ,/ '
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m 1)1111. |iiii>(|iic .M/// =- S, il scrii

99

\ f _ I /7.E/1

lit
^ T V' ((S"'

i|iii l'.sl mil- (jiKiiilili' liiiir cl toiilr ((ihiiilc (|ii'iiii >iipp(i.sri';i. |)iiiii' alx'c^i'i'.

Il

T
eg;ile a 7;

II

1 -:
.r

.'{tl. Sii|)|mis(Mé> (||Ic Ir raiipnil dt;- ikiiiiIiics /// cl v soil ri;al

a i'\|irmicia laliscissc dans l'axe A15 ;i la(|iH'll(' i't'(inii(liM ruiduniicc y ,

(le iiiriiir iiiic la xilt'ssc II : lin anra ilmic — -: et taisant dr idus //.r
' ' III II '

runslaiilr cl cyalc a /'. un allia -7- = iir. loiilcs ces valeurs siilisliliiees
il.r

dans les tniinnles ci-dessiis. nn (dttieinlra Licneralcini'iil

1- - - - F, sm — co.s —,.—

n 2« ? I

idx ,, . -y.rsx aroH l

I' sin cos—Tir-
Il ?(! 9 1

2(/j ,, . ir^sx iiTslil— l',siii cos ...

a art a I

STdx ,^ . mx mUl
O sni — sni -^rr-

ro 1 1 ^/ ?- Il > I

n— <J; siii sni —TTT-

'>IT:\\iI 'Il > I

i'Vi/.r . 3c7.r . ^7^\\t—
i—„ 'J sin sm —=^
irsllii art a I

cl (le nii'inc

UjWdx ,, . u>x m\l /

=7- P.siii- sm —„—
a 1 2 fi a I

^mWdr ,^ . aro.r )raH /

777— r sm siii —--
it 1 a (( a I

i3.
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3m\idx ,, . 3ro.r . ScjH/
;;; P3 SIO Slll ^7—

2rf.r ,. . xs.r 55 H/
(), Slll t(>S TTT

a -y et ?, 1

y.dx' ^ . aro.r anrH/
Q,sin cos—=-

a 2 n 2

1

2f/x ,^ . 3c7.î' 3roH<
U3SIII cos TT,

—
(i -?.<( 2 I

37. Présentement il f;iut substituer chins ces formules les expressions

(les (juantités P,, P.,, P^ Q,. 0,, Q;,,.... d'où, en ordonnant les termes

par les quantités connues Y,, Y,, Y.,, . . . , V,. \.,, \
.,

on trouvera

autant de suites infinies, dont chacune sera multipliée par une de ces

ipianlités.

Soit — la raison ifénérale des indices des Y et des Y au nomlire m.

\ dénotera la partie de l'axe (jui leur est correspondante dans le premier

état du système; donc, si l'on emploie le signe intégral 1 pour exprimer

la somme de toutes ces suites, on aura

2 r , ,r / . tnX . nT.r
-

I
rtxY sui sni —ni \ ia 2a

mWl 2nT\ . '3.TSX 257H/
cos —77,—f- sm sni cos—^r^

2 l art 2rt al

. 3roX . 3ro.r 3roH/
-t- sm sm cos ;;;

—

4! / ; , / . ctX . Tsx . roH/ 1 . 2ro\ . zm.v . aroH/
H n— I

'"' » sm — sm— sm —=- -i- - sm sm sm——

-

uyna / \ -y. a -y a ai a art a « al

I . 3roX . 3nT.r . 35tH/
-f- - sm sm sm——

1-

.

3 2rt 2« 2

1

et de nuMue pour //

^H Cl i / • 'î'X . Ts.r . TsW^l . acjX . acî.r . ara H/
« ^ 77 I

ar\ sm sin— sm —=^ + 2 sm sm sm—=^
'Cl J \ ''a art a I art art a I

_ . 3roX . Ztsx . SvsUl
-+- 3 sm sm sm -

T

^ Cl . / • ra\ . rn.f mtif
- I d.r\ sm sm — cos

—

tp-
a I \ art art a I

sm sm -cos-
aT

. 3!ttX . Srox 3cîH<
sm sm cos-

aT
...),
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oii il csi il itMii;ii(|iicr ipn' les iiih'L;r;ilion> dnivciil se l'iiirc rii >ii|)|ins;iiil

X, ^ il \ \;iii;i|)|cs, !! / cl i ((illshilllcs.

'^H. Si on rcnccliil niaiiilciciiit sur ces loriniilcs. on s';i|MT(fvr;i (|iic

l;i pi'i'iniirc piiilic de rcxpi'i'ssidii de ) l'I l:i sccinidc |);iitii' de rc\|iic>-

^iuii de //, (jui lie dit't'i'rcnl fiitfc tdirs (|iic |i;ir r:i|p|piirl ;iii\ (|ii;iiililc.s ^

cl \. scroni soimiudilcs ,\[\ iinivcir de hi t'uiiiMilr innivci 25 . Qu'on

sn|)|iosc donc, |ioiir >iHi|dilicr le cmIciiI, (|nc lc>. (|n;intilc> \ s'c\;inonis-

scnl chuis l;i l'oiinnlc de v, cl lo i|n;Hililcs \ flans celle de //. ce (|ni

rcdiiil le |ii(dd('nic :ni\ seuls cas cnnsidcres ins(|n'ii preseiil dans les

(•(n'des \ iliranles : cl on poiiria se conicnler de laiie le calcnl pnin la

valeni- de V. |)nis(|ne. en ciian^i'aiil sini|ilenienl les ^ en \ . on (dilicndia

((Mit de siiile c(dlc de //. Je lanii'iic d'alxiid re\nression siii-'- cos-^-r;-
' 'Cl > I

;i c(dlc-ci

. TU
I
.r Hl \ . ^ I

»' TI / \

el en opérant de la inèine iiianii'rc sur lontcs les anircs je elianiic la

t'oi'innle en

^ -
I

(I t \ ^Hi sni -
(
-

\\ I \ . aroX . ?.7n / .r H / v

^j^ -f- sni sni — _ -H -^

. 3nj\ . 3cî l'j- Ht3nj\ . 3cî /
j- Ul

\ 1
ri sni — U -t- —^ -4- . . .

7 It ? ' rt I
'

J

roX
- ( a.v\ sni — sni - -
a ! ?. (I :>. \ a

11/ , . >roX . 'm , r II /

^j^ -f-sni sni — - - -^
1 ' s rt 1 \ a I

. 3roX . 3cT / .f II / V

sui sni— - - -_-
->. « ?. \ (I 1 /

Or, si l'on nicl dans la t'oiniiile du n" 25, ;iu lieu des (pianliles I), leuis

. s um
, SMl ^

valeurs ± • el (ju on inullinlie loul par r - sui ^— : on
2'""-

. u.m ' ' ' xm1" - . u.m
SU)

?. ni
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Iruiivc gcnt'ralcrneiil

y.ro . /iîT . 2 u.ro . 2 ?.n7 . 3 y.nj . 3 / 57
sin -^— sin -+- siii

—
'— sin 1- sin sin

2 /M ?.m a /?; 2m 2 //( 2 «(

. [m — 1) u.Ts . [m— i] Iw+ sin ^ -^— sin
2 m 2 //;

Slll -^ Slll
2 m 2m

cos ros -i

—

? m 2 »(

oii le signe -+- a lieu loi'S(|iie u. est iiiipair, el le signe — lors(|n*il est

pair: donc, si l'on pose

u. X 7 X
m (i /Il a

il en l'esMJtei'a

/ f/.rYsir

^ /

H
ï

m I
DUro A . m I
DU Di ni

,

n sin - -i ^t—
2(( 2 \ « I y

ro /.r
•os - -

2 \ c/ T
fOS -

/» H /

1

wxT
2^/

îô \ ro / ni.r Di H /

/ d.i\ sin sin TiTil 2« 1 \ a 1

•a I ro /.r H^\ roX
I fos

x" ~ ''"'^

,y 2 \ rt I / 2 «

Or, |)iiis(pie w est infini, wf- ± ^j sera toujours un noinlii-e entier

ipiels ipie soient .r et /: doue on aura

. cT / mx , niH t \

2 \ C( I /

et par conséquent les termes qui constituent les intégrales exprimées

par / s'évanouiront en général. Il \ a pourtant un cas [larliculier à

. , , , X H / , ,
. , ... , ^ X l\t

excepter, c est celui on —
\
—:;^ dans la ineiniei'e iiiteurale, el ^.^

« i
' 'al

dans la seciuide. deviennent éyaux ii 2s ±~^ s dénotant un noinhre^
Cl

quelconque entier positif ou négatil'; car dans ces cas les dénominateurs
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(OS -rp- - cos cl cos
1 ' '.»,« y.

rj / J- 1 1 / \ cj \ 1

- - - -^r- — L-OS ilrvifllliclll
>. \ « I /

>.«

fiiiiiix ii /.('tu. i'I 1rs liTincs se trniivrnf cxpriiiK's i);ii- - l'inic i-ii di-liT-

IINIlcr lr> \l;iir> Mili-lirs nli |)|rlii||';i l;i ili ri'iTrlilii'l le îles lllllllc|-:ilcin> l'I

(lo (IciiiiiiniKili'urs, cil ciiiisiilciiiiit + ... (hiiis l;i iircinicic roiiniilc.
<i I

'

cl - - .,. ihiiis hi sccKiidc, hoiir les sciilc> \ :iri:il)lcs: >>ii iiicIIim ensuite
" I

'

il leur |il;hi' la (|iialllile 2.« ± — : iMi lidiivcra dniii eu |uciiner lieu

\ . w /
iiix- m H l \

/ (1.1 \ .1111 Slll I i rpril la 2 \ -.'.a I

?fl I Ui (X \\t\ CjX
/ cos — - -H -7^ — cos

t/' 2 ' « I / ?.«

l\ //( X

•y.a

lx\ sin cos — yins± 1

a a ?. \ <i I

... /;( \
I I

.Mais huisiiue - est un uduiIuc inliui cy,al a [j., ou a

le sii;iic supciiciir rc|ioiii|;mt ;i y. iui|Kiir, cl riiilcrieiir ii fj. |)air: (Ui a de

|diis

Slll — aim — =r zhsiii— 5

?. y (i I y.it

iloiic rc\|»i'cssioii [irecedciitc se rcduil ii

, mdx\

ou liieii. |iuis(|uc (/ = md.i . elle devieiil

)ii \ est rorduiiiicc ijui répond a l'aliscissc ,\. savo'w. ii l'aiipscisse
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ei>;il(' il ± (a- H
;ï^

2sa
)
dans le premier état du .système; d'oii l'on

vdil (|iit' cette ordonnée doit toujours être prise avee le même signe que

toute la quantité .x H ^^ ± isa. Que Ton dénote cette ordonnée par

«H/
-[=

et i|ue l'iui dénote de même par

I

aWt

)}

[•elle (|ui repond à l'abscisse ±: [a-
aWt

2sa Y et (|u"on tasse soi-

la seconde partie de l'expression générale de y des (qieratiims sem-

blables à celles qu'on a prati(|uées sur la première, on trouvera euliii

|^± (^. + '1^ - :,.«

j

J + 9 [± (.r - '^ - ..,,)]

T'=

39. Soient Jîg. 5, p. 6i; AB l'axe, cl \eV> la courbe ijui repre.M'Ute le

premier état du système dans le cas oii le nombre des corps mobiles est

infini, (Ui trouvera la figure de cette cimrhe pour un temps (|uelcon(iue /.

en prenant, à une abscisse quel((ui(|ue •>, la (|uantité v égale a la moitié

de la somme des appliquées qui répondent aux ab.scisses

(
X -—

7T. ^sa
1

et ± (

«H/
X — 2 sa

)

dans celte première courbe diuuiée. A l'égard des signes ambigus et du

n(UMi)re indéterminé ,?, lui remartpiera (jue. puis(|ue l'axe AB est d'une

,
longueur donnée a. il faut (|ue les abscisses qu'cm y doit prendre ne

surpassent pas la quantités, et de plii> (|ii'elles soient loujinirs positives,

et ces conditions suftiront poui- déterminer tout a l'ait cbacune des

abscisses en question.
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C-- "Il ' . I . • Il
Si .x^ -+- -^— t'sl iii(nii(ii-c (|Mc II, (in sn|>|iiisci"t s = o. cl I un |ni'mli"i If

-sijînc -I-, cl ronloiiiicr >ci:é |iii>ili\c.

.,• «11/
,

, ... ,.

Si r -I- -
. c.sl |ilii'- i;i;iiiil (|iic (I in;iis iiiiiNiilic (|iic '.(i. «m icra .*= i cl

l'un |ircii(lt;i le si^iic ; on ;iur;i iltuu r;il)scissc cfialc ii 2rt

—

{x-\ .^ \i

cl l'iiidonncc (icvrii ('tic [ti'i.sc nci;;ilivc.

... (/II/,.
I

. .
I .5 ..

Si .r H 7y' ilcvicn! jinis j;i';in{| (|in' mi iikiis inuindic (|nc ia. (m lci;i

.V = I et l'on |ircn(li;i le siiçtie -t- : l'ïiliscissc ser;i donc ihiii.-^ ce cas

«11/
I
•

I 1 I

.r -t- —^. 2rt, cl I ordonnée (le\ia cire de ininveaii jkisiIivc.

«11/
, 1)1 ,

Si j: -f- --;î;— se Ironve plii.s i;iaii(l (|uc )(/ niai.s inoindre (|ue \(i. on

l'ei'a .ï = 2, cl l'on iirenJia le sii;ne - : ainsi l'iitiMisse ilexienilfa

, / (/ Il / 1 ,, , 1 ,

)// — l-f H ™,- ' et I ordonnée corresj)()iHlante devra être prise iici;a-

ti\enicnt, cl ainsi de snite.

I. 1111 I
(iWt

l'ar un raisonncinent sciin)lalile. on tiiuiveia i\\\r l(iis(|nc .r — -tjt-

cst positif, on doit taire s = o, et (juil Tant employer le sii^uc -1- , ce (|ui

donne l'oi-donnce positive.

«H/ , . •, •
1

Si .r =— devient nei;atil mais iiKnndre (|ue <i, on supposera s = o

et l'on prendra le sii>iic — ; on aura ainsi l'aliscissc positive — Lr =r- ]:

et roidonncc devra ('tre prise nci;alivcinenl .

Si T ;-— étant iicjiatit'csl encore |dn> i.jran(l (|ne '2(i mais moindre

(pic \a, on Icra dans ce cas .v = —
1 . cl l'on prendra le signe — ; ainsi

«H / V .1-1
—Tir- — 2fl, et I ordonnéel'on ol)ticiidra l'ahscissc [tnsitivc — f.r

devra être |irise néiiativemcnt.

Si .r =— devient |diis liiaiid (|iie W/ mais moindre (|ne '\(i. on

contimicra ii taire .y = — 2, cl l'on prendra de noiivcaii le sii^iic -1-. ce
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T

/"/H /

qui donnera l'abscisse positive ^a -h x =r-^ et l'ordonnée devra être

encore positive, et ainsi de suite.

On voit assez par tous ces cas particuliers que nous venons de déve-

lopper, que, quelle que soit la longueur de l'abscisse, il sera toujours

possible <le la réduire en sorte qu'elle ne surpasse plus l'axe donné AB.

On pourra simplitier encore cette réduction, en supposant que les ab-

scisses données soient repliées, pour ainsi dire, sur l'axe, une ou plu-

sieurs fois, selon qu'elles se trouvent plus ou moins excédantes, et les

ordonnées devront ensuite être prises alternativement positives et néga-

tives selon les lois ci-dessus établies. Mais si l'on veut avoir une Con-

struction tout à fait simple et générale, ou pourra la déduire aisément

de la manière suivante. Ayant tracé la courbe initiale ANB '/îg- lo).

qu'on répète sa description de part et d'autre à l'intîni, en la posant

alternativement au-dessus et au-dessous de l'axe, de sorte que les mêmes

branches soient liées entre elles par les mêmes extrémités. Considérant

la courbe ainsi engendrée comme une courbe uiii(|uc et continue, on

prendra dans l'axe AB qui s'étend a l'intini de |)art et d'autre toutes les

abscisses qu'on voudra, sans s'embarrasser qu'elles soient négatives ou

plus grandes que a; ainsi la demi-somme des ordonnées qui se trouve-

1 1 aH/ . a Ht II -,
I

ront repondre aux abscisses x -\ ttt- et j? q;-^ quelle que soit la

valeur de ^ et de t, donnera toujours la vraie ordonnée qui convient à

l'abscisse x après le temps t.

40. Nous avons supposé (35)

y «s
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Or, dans le ras de la curdc viln-iiilc, 10 r\|iiiiiic Ir |Miid> ipii Ictid la

ciirdf, r/ sa liiii^iicni-, l'I S suii [Miids lolal I il et 35); "n aura durir 12

l't |iar coiisciiiicnl

«Il

l'I les iirduiiiu'i-s dnnl un doii iiiciKlrc la driiii-Miiniiic rr|iiiiidi°niil aux

al)sciss('s .z- -t- / \ r cl .r — /\c..\(ins allions donc jiar ce moyen la cini-

sli-iidion de la li^iiic (|iie t'orine uni' curdc Icndiic [mhii- un tciii|i> (|nel-

c(iii(|nc /. cil cas ([n'idlc ail etc d'aliurd i'nrccc de |irciidi-e une (ijinic

(]Uol('()n(|nc donnée cl (|ii'ciisiiile on l'ail iidà( lice loiil à coii|>. cl celle

construction est évideiiinicnt la inciiic <|iic M. jjili r a inveiilee Mir la

mcnie liypotlièso.

\'(iilà donc la tlicoric de ce itrand Géonii'tre mise hors de lonlc allciiitc

et élablie snr des piincipes dirc( Is cl lumineux, (pil ne ricnncnl en au-

cune façon a la loi de conliiiuile iiiic deniaiidc M. d'Alcinlpcrl : \oila

encore comnicnl il peiil se l'aire (pie la même t'oinnile (jui a ^^e^\i pinir

appii\er et demoiilrer la iheoiie de .M. Heinoiilli sur le mélaiiyc des

vibrations isot liroiies, loisipie le nomlire <les corps iindiilcs elall Uni,

nous en dévoile rinsuriisaiicc dans le cas où le nomlire de ces corp>

di'vicnl intini. Kii etîct le i liaiigemeiil ipie siiliit la rormule. en pa>saiil

d'un cas dans raulie. est t<d ipie les moiivcmeiits simples ipii coinpip-

saieiil les mouvements alisolus de tout le système s'anéanlisseiit poiii' la

plupart, et que ceux ipii resiciil se délii^nireiil et s'allèrent de tacon

(pfils dcxieiincnl alisolnnicnl incconnaissaMcs. Il es! \raiiiiciil l'aclieiix

qu'une théorie aussi iniiénieusc. cl (|ni aurait pu sans doiilc jeter de

grandes lumières sur des iiialii'res egalemeiil olisciires et imporlaiiles.

se trouve démentie dans le cas principal, (pii csl celui ampiid >c lappdi-

lenl tous les petits iiniiixcmcnls rccipr(H|ncs qui ont lieu dans la iialiire.

il. Si l'on veut ipie la corde soit étendue eu ligne droile au coniuicn-

cemenl de son niou\enu'nt. et (pie tous ses points reçoivent en cet eial

'4-
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(les vitesses quelconques, on supposera que les ordonnées à la courbe ne

représentent plus les premiers éloignements de points de hi corde de

l'axe, mais les vitesses des mêmes points au premier instant; et les

courlies qu'on trouvera pour les instants suivants donneront de la même

manière leurs vitesses suivantes (38j.

CHAPITRK VI.

RÉFLEXIONS SUR LES CALCULS PRÉCÉDENTS.

42. La méthode que j'ai employée dans le (Miapitre III est à la vérité

un peu longue et fort compliquée; cependant elle est, si je ne me

trompe. Tunique qui puisse conduire à une solution directe et générale,

Icllf (|uc nous nous sommes proposé.

Quoique l'intégration des équaliiuis différentielles s'achève fort aisé-

ment par l'ingénieuse méthode de M. d'Alembert, cependant il est clair

(|u'on est encore après cela heaucdup éloigné du but principal, car il

s'agit de plus de tirer d'un nombre indéfini d'é(|uations autant d'incon-

nues, et de les exprimer toutes par une même formule générale. La diffi-

culté de cette opération n'a pas sans doute échappé au savant Géomètre

dont nous venons de faire mention, car ayant proposé à résoudre le pro-

bli'me (les mouvements des cordes vibrantes, eu les regardant connue

des tils extensibles chargés de plusieurs petits poids, il s'est contenté de

dire (|u'on aurait toujours pu trouver leurs vibrations à peu près {voyez-

le n" 44 de son Mémoire cité ci-dessus).

Il serait à souhaiter que l'analyse qui a réussi dans ce cas put égale-

ment s'appliquer à tous les autres (|ui dépendent de la résolution d'un

nombre indéfini d'équations différentielles toutes semblables entre elles,

et où les changeantes ne montent (|u'à la première dimension. puis(|u"il

est facile de démontrer (|ue tdus les petits mouvements réciproques qui

peuvent avoir lieu dans un système (|uclcou(|ue de corps semblables. (|ui

asîissenl les uns sur les antres tous d'une même manière, sont nécessai-
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remciit conlt'niis dans de telles é(|ii;iti()iis. Ndiis serions pai' là en é|;it dr

suivre les actions de la natnre de lieanrotip plus pri-s ipTon n'a ose h-

faire jnsqn'à |)résenl.

J'ai déjà lenle une solulion j^euerale du prolili-nie des \ iliralinns i\r>

cordes idasticpies et des chaines pesaulcs; uiais clanl ruainlinanl Inii

pirssf sur riniprcssiuu de celle pièce, et ;i\;iiil diiillcin^ ipi(d(|llc-.

autri's oc( iipalions indispeiisahles, je ne puis pas pousser assez. Inin ces

recherches: c'esl poiir(|iioi je iiic reser\(' ii t l'ai ter ce sujet dans une ;inlic

occasion.

\u l'cste. si on suppose dans noire cas (pie les eoriJS se nu'uvi'iit dans

MM uiilicii. dont l;i résistance soi! proporlionnidie ii m -h y. i cl c/ deim-

laiil des ((Uistaiiles ipieliMUopics . la duuhic iiitet;ialion des cipialinns

ditTereulielles réussira de nicnic: cl si les cpiaiititi'S i et y >nnt assez

petiti's pai- i'ap|)iu'l a hi (|Maiililc ' . lui pnniia cMcore acdu'Ver le calcul

pal' un prnccdc seinhiahie ii celui (pie iKUis avons expose |)lus haut, (iette

aiiaivse pourrai! elre ;i la verilc de (pi('l(]uc ulilile dans la recherche de

la diininntion du son, mais ce sérail s'ecurter trop de rohjet principal

(pie de la Vouloir exposer ici t(Uit au hui^.

ï'.i. La constructioii (pie nous avons tr(Uivee dans le (iliapitic [U'cce-

deiil, piiiii' le cas où le iHuiilire des corps in(d)iles est iiiiini, est toiidee

eiiticrcniciil sur ce ipriiiic siiile iiitiiiic de produits de deux sinus, dont

les arcs croissent en progression aritlinieti(|U(', esl toujours égale ;i zéro,

excepte dans h' cas où. les sinus deveiiaiil égaux, la suite donnée se

cliaiige en une suite des carres des inenies sinus. Qiioi(iiie cetli^ \crite

découle iminediatenieiil de la t'oriniile (pie nous avons tr(uivee p(Uir

exprimer la somme d'une telle suite. ( (pendant, c(mime c'est lii un des

piiinls principaux de notre aiiaivse, il ne sera |ias hors de |)ropi)s de

denioiilrer encore la UK'ine pi'opositioii d'une autre manii'ic, (|ui soit et

plus dii'ccic et |dus liiinineuse.

.Soit proposée la suite intinie

sinœ sin5 + sin?» sin?. (J 4- siii3o siii35
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si l'on développe chaque terme par les théorèmes de la multiplicHtion

des angles, on aura les deux séries

ces ( 9 — 6 ) -I- cos 2(0 — 0) + cos 3(9 — 6)+...——
,

COS (9 + 9) + cos 2
(
9 + 9 j + cos 3(9 + 9)+...

dont chacune est sommable par la tlicoric des progressions géomé-

triques. Supposons, pour simplifier le calcul, que la série dont on vcul

prendre la somme soit généralement

cosx + cos2.r + cos3jf +. . .

.

On réduira d'abord chaque terme aux expressions imaginaires exponen-

tielles: ainsi l'on obtiendra

ces deux suites, traitées comme deux progressions géométriques infinies,

se changent par les règles connues en

2 i

et réduisant au dénominateur commun

savoir

cos^ — I

2(1 — cosx)

telle est la valeur d'une suite quelconque infinie de cosinus, doiil les aies

croissent en progression arithmétique.

En appliquant ceci à notre cas, on trouvera pour la somme des deux .

suites données
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t|uell('S qu(.' soient les valeurs dos angles çj et 5. Opendanl, lorsque 5 = 9.

il est clair (|iie les deux séries se réduisent à

I + I -(- 1 -t- I -1-. . . COS29 -+- C0s4o -- COS69 -H . .

.

Si /// 1 est le M(inil)re des ternies dans chacune de ces suites, la sonnne

de la preinii'fe est néeessaiienieni — » la somme de la seconde est,

[)ar ce (jue inins avons trouve ci-dessus, ; (loin- la somme de imites

deii\ se trnmcra dans ce cas

4i. Mais, dira-t-on, comnieiil peut-il se faii'c (jue la sinniiie de la suite

iiitiuie cos.r. -h eos2.r, -t- cos i.r.... soit toujours égale a 1 puis(|ue,

dans le cas de .r = o. idic devient nécessairement éiiale ii une suite d'au-

tant d'unités?.le ii|poiids i)iie cela provient (les termes qui se détruisent

iiatiuelleuieiil daus tous les cas, excepté dans celui où ,r = o. Pour

rendre la chose |>lns seiisihle. ( heiclions la somme de I;i suite

vaux -+- cosa.*' -1- cos3,y -)-...-(- cosmx;

(Ml tioineni. |);ir hi même metlnide ci-dessus, (pi'ellc est égale a

expression (|ni se réduit à

cosa- — I -I- cosHfx — cosi //( H- i)x- coamx — cos{ ni -h i}x 1

2(1 — cosx)
~

2(1 — cosar) 2

Oi-, dans le cas où m es! un nomlire intini, on suppose que 1 évanouisse

auprès de /n. d'où le terme cos(m-hi)x devient égal à cos//;j", el la

tormule reste

cosmx — ces ( m -f- I ) X
2(1 — cosx)

~
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mais lursque j: = o, le déiioniinateui' tlcviciil aussi égal à zt-rri : c'esl

pourquoi elle reçoit une valeur donnée qu'on trouvera par la différen-

tiation du numérateur et du dénominateur. On a donc en différentiant

( m H- I ) sin {m -h i)x ~ msin nix

2 sin.r

qui se réduit de nouveau à - par la supposition de ;r =^ o; qu'on diffé-
o

o

rentie une seconde fois, il viendra

( m -f- I )- ces ( /H -f- i]x — m- ces nix

2 cosx

et faisant .r ;= o,

[m -h i ) — m'
o,

donc la valeur de la série est dans ce cas

précisément comme on l'a vu plus haut.

Au reste, par la méthode de sommer les suites des cosinus ou sinus,

que nous venons d'expliquer, on trouvera que la suite tinie

sin 9 sin 6 H- sin 2 o sin 2 6 -+- sin 3 9 sin 3 9 H- ... -I- sin ( w — I
) 9 sin (/« — I )

est égale à

sin m cp sin {ni — i ) 6 — sin (m — i
) 9 sin m 6

2(cos9 — cosÔ)

ce qui convient avec ce qu on a trouve 3» ) en taisant o = — et & = — ,

T ' ' ' 2/H 2m

et supposant [j. un nombre entier quelconque.

45. Nous avons enseigné (39) à construire l'ordonnée/ et la vitesse «,

l'une dans le cas où les vitesses initiales V sont égales à zéro, et l'autre

dans le cas où les premières ordonnées Y sont égales à zéro; cependant,

si l'on voulait une construction générale pour tous les cas possibles, on
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pourrait la trouver uioycnnanl 1rs luriiiulivs |irét('tlciit<^s. Car on sait quf

les expressions de // ne sont aiilie cliuse i|ne les (liCféreiitielles de celles

de >', en prenani le seul lenips / pour varialile et e(Ta(;ant le dl: donc, si

api'i's avoir ré<luit la pieuiiere partie de re\|)ression de }\ ipii eoiitient

seuleuMMl les ^. |Kir la méthode doiMiee 3!) , on difCéreiitie la l'uriiiule

ipii en louile. en ne rcii^ardant (|iie le lein|is / pour varialile. un ania la

Inimule ipii (limne la \aleur de la [iremit're partie de l'expression de //

el (|ui eiintient aussi les seules (|uantites ^ . De nuMue. si \'<\\\ inti'ijre

par (Il la l'oiiiMile réduite de la seconde partie de l'expression de //. où

se lrou\cnl les srules (pnuitités \', et (|ui est semldaide à celle de v pour

les (pianlites \ , comine (Ui a vu 38 , on aura la t'oiinule ipii donnera la

\aleur de la seconde |iartie de l'expi^ession de v, (|ui contient de nièine

les seules i|nanliles \ . Os calriils sont assez loui^s el couiprn|ues, el ils

deiuandeul d'ailleui's lieauciuip de cil cons|)ection ; c'est |)onr(]Uoi je ne

fais (]ue les iudi(|uec ici pour montrer la roule (|u'nu devrail Icnir pmir-

|)arvenir :i une re(lmii(m directe et i;'enerale des expressions données.

Il est cependant visilde (|u"on pourra aisément s'en passer, si l'on veut

se contenter d'une construction des (pninlités vel //. pou l'c liai pie temps/,

dérivée de c(dle (pi'on a trouvée 39 .

Soit donc, comme dans le nnmeid cité //i;. lo, p. loti , A.\M la tii;iiic

dont les or<lonui'es .M.\ represenleni les premii'res excursions V, et

(inli fig. I 1 celle dont les (udoiuiees expriment les vitesses initiales \ .

lii;. II.

Qu'on réiti're leur desciipti(m de |iarl et d'autre à rinfini de la manière

enseignée; (lu'on construise ensuite deux autres courlies intinies Jiii- i 2

et i'^ A'N'B', a'n'l)', dont la première .V'X'IV soit telle, (|ue (lia(|ue

ordonnée M'.\'i|ui répond à l'ahscisse .V .M'= .V.M s()it t(uiiours(iuatrième

proportionnelle à la sous-tangente au point N, à l'ordonnée .MN, el ii la

1. i5
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an
quantité constante -r^^ et que la seconde a'n'h' ait ses ordonnées m' n'

égales aux aires anm, qui répondent aux abscisses ain — a'm', ci's aires

Fig. 12.

Fig. i3.

étant divisées par ^- Par le moyen de ces quatre courbes (juc je iioui-

nierai, comme celles de M. d'Alenibert, courbes génératrices, (in aura

toujours l'ordonnée v et la vitesse //, pour chaque abscisse x et pour

quelque temps t que ce soil. Car ou n'aura qu'à prendre dans la courbe

ANB la demi-somme des ordoiniées qui répondent aux abscisses a- h—7=r-

et dans la courbe et n' h'
la demi-dilîérence des ordonnéeset j-

1

qui répondront aux mêmes abscisses, et la somme totale de ces quantités

sera l'ordonnée y cbercbée. De même, pour la vitesse w, on prendra dans

la courbe anb la demi-somme des ordonnées qui appartiennent aux

abscisses .r H j^ et x ^i et dans la courbe A'N'B' la deiiii-dirt'é-

rence des ordonnées qui répoiulent aux mêmes abscisses; et la siuuuie

totale de ces quantités donnera la valeur cherchée de la vitesse //.

Quoique cette construction soit entièrement fondée sur les langeutes

et sur la (puidrature des courbes génératrices trouvées, il ne [tarait

cependant pas (|u'elle puisse être sujette aux difficultés que nous avons

exposées (5). Car, la construction des courbes génératrices une fois éta-

blie, il n'est plus besoin d'avoii- recours aux théories du calcul dilTêreu-

tiel et intégral, pour en déduire celles des autres courbes cherchées;

puisqu'on peut, indépendamment de ces calculs, par la siuqile considé-
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r;ili()ii (lo l;iii;^ciilcs ut dr> (|ii.i(li:iluii's , diiiKiiilicr (|in- lo roLirhi's

icsolvciil If piolilèiiu' sans avoir iii aucuin' iardii égard a la lui ilc runti-

lillilc (lall^ liMirs ('(lllalinliN.

Si l'on |)rcn<l |)<)iii' la coiiilir ANH la cniirlic inilialc ilr la conli' icn-

(liir. cl (|Mc Taiilrc coiirla ari/j ic|ii(simiIi'' lf> silrsscs (in'on doinir a tous

ses |)oiiils l'ii la nhu liani Imil a coiii), on aura de cctlc l'aron la solnlion

génerah' du |iiid»l('nic des cordes viliranli's telle (|ne M. d'Alend>ert l'a eue

en vtie dans les arlieles .Wlll e( snivaiils de son .Mémoire, il ol \ rai (|ue

ee grand lunnnie ne cesse d'iiiciil(|iier (Uie les ex|iressions des vitesses cl

des excursions iniliales des |ii)ilil.s lie la corde ne |iell\l'nl |ias elrc don-

iH'es à V(donlc 15
'i , ce (|u'il rejH'te i-ncore c\|irc>seincnl dans l'article II

(le son Additi(»n. .Mais nous avons t'ail voir |dus haut les laisoii'- (|ui oldi-

geaieiil cet Auteui- il penser ain^i . cl ce> laisons cessent d'avoir lien dès

((u'on considère tous les points de la corde comme isoles dan> leni> mou-

vements. ((Hinne nous l'avons l'ail dans les calculs précédents.

CHAITIHi: Ml.

TIlKllLlli; DKS ( olilll ^ l)K MIMol 1. Kl IIKS K 1 I I K ;

U). Les cordes dont on se m'iI ordinaii-cmcut |ioiir les iiistiinueiils de

musi(|ue sont de bovau. ou d'acier, ou de cuivre; ii l'égard i\v> pre-

niil'i'es. (dies n'ont ()res(|ue poini d'autre claslicile ipic celle ipii esl pro-

duite par la tcir-i(Ui. mais il n'en est pas de nu'inc des antres, dont la

ruideur se manifeste, même lors(pi'cllcs sont Imil ii fait làilies. Open-

dant il est aisé de voir i\uf la force de cette roideur, pour mouvoir la

corde, doit être bien petite par rapport ii e(dle (ini liait de la iensicni, d'où

il s'cnsuil (pu' nous pouvons, sans crainte d'erreur, supposer toutes les

cordes parfaitement llexildes, en teiianl com|)le seulement de l'tdfet do

la tension donnée. La luanii'ic conniniiic de les mettre en \iliration, eu

les toin haiil par tpielipi'nn de leurs points, xiil avec un an bel ou cpnd-

(pie autre instrunn-nt. c(Misiste à les faire sortir de leur clal de repos et a

i5.
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(lonncr à tous leurs points des im|nilsions (|U('l(oiit[ues. Donc, si l'on a

une corde uniformément épaisse, dont hi niasse et la longueur soient

données, et la tension soit exprimée par un poids équivalent, on pourra

toujours, par la théorie exposée dans les chapitres précédents, trouver

le mouvement de cette corde pour un temps quelconque, de quelque

façon que ses vibrations aient été d'abord produites. Mais la connaissance

des mouvements particuliers des cordes est de peu de conséquence dans

la pratique, et ce n'est qu'à la durée de leurs vibrations (|u'il est impor-

tant d'avoir égard, puisque c'est de là (jue dépend, selon le sentiment

généralement reçu par tous les Physiciens, le ton grave ou aigu ([u'elles

doivent rendre.

Or, si l'on examine la construction des courbes génératrices expo-

sée (45), on s'apercevra aisément (pu' leur nature est telle, que si l'on

augmente ou qu'on diminue les abscisses d'un multiple quelconque de

2a, les ordonnées correspondantes demeurent tout à fait les mêmes;

donc, si l'on fait (|ue la ([uantité —ttt-' qui doit être ajoutée et retranchée

de chaque abscisse a-, devienne un multiple (juelconque de aa, on aura

la valeur du temps /, après lequel la corde reprendra sa première situa-

tion, avec les mêmes vitesses dans tous ses points. Ce temps sera donc

égal à ^-rr--' (|uel(jue nombre entier positif (|u'on pose au lieu de s. C'est

pour([uoi le temps des oscillations sera toujours le même pour la même

corde, et il ne dépendra en aucune façon du premier ébranlement qui

peut varier à l'infuii. Pour connaître plus exactement ce temps, qui

3. T
est égal à ^i on n'a qu'à remettre au lieu de H sa valeur première

t/^—;^ (25), et on aura T^\/-prj- pour le temps d'une oscillation en-

tière, composée d'une allée et d'une revenue, où a est la longueur de la

corde, S son poids, E le poids (|ui est égal à la force de tension; or,

comme // exprime (G) la hauteur d'où un corps pesant peut tomber

librement durant le temps T, si l'on fait ce temps d'une seconde, on aura

le temps cherché exprimé de même en secondes de cette façon y'rrr'
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Supposons (|ii<' le r;ippoit ilu |»oiils de l:i corde i\ ccliii ipil hi Iriid soit j:

h srr;i une (piiinlili' (|Mi ne ili'pencli;i (|ne de l'epaissenr et de hi j;r;ivité

sp(''riti(|ne di- l:i eorde: mi ;iur:i dune ^ ^- v- et p:ir conséfinenl l;i jor-

ninle du lenios des viiii:ilion.s eiilieies de\ n^ndrii
"'

el une oscilhilnin

simiile devi'n éti'e censée d'nne durée éçale à -^zi=- tout de rnèiin' connue

si l;i eiii'de eut toujours l'iiit ses nn)iivenients selon les loi> de M. I';i\ lor.

Celle formule ;i été regardée ius(|u';i présent pour vraie par Ions les

Auteurs (|ni ont écrit d'Aconsti(]tie. parce (jn'(dle ^'accorde <'ntierenient

avec les prupoiti<ins connin's de> divers Ions des cordes, (iii'oii a tou-

jours t'ait dépeinire de la duii'c de leni'S oscillations. C'est aussi pai- cette

raison (|ue plusieurs d'entre eux ont cru (ju'uiie corde tendue ne pouvait

résonner à moins (|ue ses vibrations ne fussent toutes régulières et iso-

(dirones comme celles des pendules; <e (|ui |>aiail sans doute inconce-

valile, \\\ (]u'une UH^'Uie corde rend toujours le mérne s(ni lorsipi'cdle e.-t

pincée ou ébraidee de (|nel(pie façon (|ue ce soii. La démonstration (|ue

nous \enons de donner peut donc servir à étalilir ces vérités générale-

ment admises, savoir: (]in' le ton d'une corde est toujours jimportiounel

au noni!)re de ses vibralicuis dans un temps donné, et (pie ce ton se con-

serve toujours le même, tandis que la curde reste dans les mêmes circon-

stances.

M . Quoiipie la connaissance absolue de la durée de cliaipie \il)ration

dans une corde (buinée ne soit guère d'usage dans la prati(]ue (udinaire,

elle est cependant nécessaire pour la détermination d'un son fixe, tel

que M. Sanveni' l'a eue en vue dans VHisloirc de l'Académie des Sciences

de Paris pour l'année i -uo. La métliode que ce savant Auteur a imagiiu'e

pour cela est à la vérité fort ingénieuse, mais elle est pres(|ue imprati-

cable à cause de l'exliéme (bdicatesse d"(>r-eille cpi'il faut pour ap|)récier

les nmnients des battemenls de plusieurs sons, et de la i^raude difii-

culte (pi'ou rencontre à mesurer au juste l'intervalle du temps ([ui se
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pass(" entre deux de ces batteiiienls consécutifs. Si la détermination de ce

son tixe est de tant de conséquence, comme elle l'a paru à M. Sauveur,

je crois qu'on pourra la tirer avec plus d'exactitude et de facilité de la

forniule trouvée, (pii ne requiert d'antres données que la longueur de la

corde, sa gravité spécifique et la raison de son poids à celui par lequel

elle est tendue. Par exemple, si l'on veut, selon M. Sauveur. (|ne le scm

tixe rende loo vibrations dans une seconde, on fera ^ loo, d'où, b
sibh

et // étant donnes, on tirera a = ioo\ 2b/i.

48. Nous venons de voir que le nonilire des vibrations d'une corde

donnée est généralement toujours le même; il est cependant quelques

cas particuliers où ce nombre peut être diminué et réduit à la moitié,

au tiers, etc. Pour s'en convaincre, on n'a qu'à réfléchir que la corde

vibrante ne revient à son premier état (jue parce que la construction

des courbes génératrices est telle, qu'en levant ou ajoutant aux abscisses

les temps donnés, les ordonnées demeurent les mêmes. Donc, si l'on

suppose que la figure initiale de la corde participe déjà à cette propriété,

savoir qu'elle contienne deux ou trois, ou plusieurs ventres égaux et

disposés alternativement au-dessus et au-dessous de l'axe, et qu'il en

soit de même pour la courbe des vitesses, on verra aisément que les

courbes génératrices déduites de celles-ci rendront la corde à son pre-

mier état dans la moitié, le tiers, etc., du temps donné. Ainsi la durée

d'une oscillation se reduiia dans ce cas à — où n exprime le nom-
II \ 3 b/i

bre des ventres primitifs. Il n'en sera pas de même si les ventres ne se

trouvent pas égaux et disposés de la façon qu'on a dit, car il sei'a tou-

jours facile de démontrer que les courbes résultantes ne pourront jamais

avoii' les propriétés nécessaires atin (|ue les vibrations puissent s'achever

dans un temps différent de celui (|ui convient à la nature de la c(U'(le

donnée. M. Euler avait dejii fait cette importante remarque, pour le seul

cas où la coi'de part du repos, dans les Mémoires cites de l'Académie de

Berlin.
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4i(. L()rs<|ii'mir coidr csl en vilinitidii, il ii'v ;i ficiiniili'iiiciil pjiihiiil

(|Mc les (Iriix IkhiIs (|iii loli'iit InMjdiirs iiiiiiMihilfs; ((•|>cii(l;iiil, si Toii

l'iiit jillciitioii ;mx (Ms |i;iiticiilicrs (iii'hh \iciil (rr\;iiniiH'i-. on \(iil ihiir'c-

inciil (|iit' lotis li'S |)i)iiils (lii hi ligiiic imti;ilc i.lr l;i coidc riMi|ic l'^ixc

(loivi'iil nrci'ss;iirciiiciil (li'iiiciircr en ri'|i(is, |»nis(|ii'il \ ;i de |»;iil cl

d'iiulri' (les liriiiiclics scinbliililcs siliiccs iiIlcriKilivcmciit nu-dcssiis et iin-

dcssoiis (le \';t\t'. Vovons doiir s'il iir puiiiiiiil |);is y ;iv()if d';iiilics pdinl.s

(|ui riissciit rcvi'lus des iiiciiirs |U'(i|iiii'l('s.

Qu'on'se reprcsciilf pour (('lu mic l)i;in( lie cnlicic AMMJdc lii courljc

g('ii('i;ilii(c [loiir l;i corde AI?, cl (jm'oii sii|i|iosc (|ii'iiii de ses |)oiiils

(|ii(dcoii(|iie M doive resler iiiiiiioliilc //'i;. i
'| .11 csl d';d)oi(l exidciil

(|ii'(dl(' devra couper l'iixe dans ce ummiic poiiil; il l'aiidra ensuite (pie la

parlic MN de la coui'Ijc soil ei;:dc cl seniidahlc ii la |)ailie A.M. atiii (pie

la demi-soniine des ordonnées CL;alcinenl dislaiiles de pari cl d'aiilre soil

toujours nulle, d'où il s'ensiiil (pi'ii moins (|uc le point M ne soil ii la

luoilie de l'axe AB. le point N loinhera hors dn poini \\. cl ainsi la

((Uiilic (lier( lice A.MXB coupera t(Uii(Uii's l'axe en deux poiiils M et N.

Kllcseia par coiisc(piciil c(unposee de trois parties A.M. A.N cl .M5. (I(uit

les deux premières sont cigales par supposition, et la Iroisii'iiie est encore

arbitraire. Ur je dis (pic la coiirlie A.MNU doil avoir loiitcs ( es parties

ei;ales, seinidaldes et situées allernativemeiil au-dessus et au-dessous de

l'axe .Mi-lNuir s'en coiivaiucre, (pi'on rellccliissc (pic. pnisipie les hran-

(dics (pii se trouvent situées de pari et d'aiilrc des deux poinis .\ et .M

doivent ('tre semhlahles et ('•àalcs dans toute la courbe i;cne!atricc cnucii-

(lr(''e par la description reilcrec de ((dic-ci. il l'aiil ()ue celle coiirlic ait

toutes ses |tarlies de iiu'me nature (pic celle (pii csl ((Hupiisc enhc les

poinis .\ et .M. (!"(u'i il suit (pie la |)artic de l'axe M5 ne pciil être (pi'egale

à la partie AM. on (builile. ou lri|)le, etc.. ou encore la inoilic. on le
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tiers, etc., de sorte (jue l'iixe entier AB puisse se diviser en un nombre

(le piuties égales et aliquotes aux deux parties données AM et MB. El

toute la courbe AMNB devra, dans ce cas, couper l'axe à chaque point de

ces divisions, et elle devra contenir de plus autant de ventres égaux cor-

respondants.

On conclura donc (jue nul point d'une corde de musique viijrante ne

pourra demeurer en repos, à moins qu'il ne la divise en deux parties

commensurables entre elles; que dans ce cas la figure initiale de la

coj'de et la courbe des premières vitesses devront nécessairement avoir

autant de branches égales et semblables qu'il y aura d'unités dans les

deux parties AM, MB, et qui seront de plus situées alternativement au-

dessus et au-dessous de chacune des parties aliquotes, dans lesquelles

tout l'axe AB sera divisé. Si donc, en mettant une corde en vibration, on

t'ait en sorte qu'un point quelconque reste immobile, sans empêcher que

la vibration ne se communique et ne s'étende de part et d'autre à toute

la corde, cette corde se divisera tout naturellement en autant de parties

égales qu'il en faut pour rendre commensurables les deux parties cou-

pées par le point immobile. D'où il s'ensuit que. lorsque ces deux parties

sont en elles-mêmes incommensurables, il sera impossible (jue le point

de leur division puisse jamais rester en repos, et la corde, dans ce cas,

sera obligée de changer de signe d'un instant h l'autre, ce qui détruira

nécessairement l'isochronisme et la régularité de ses vibrations. Mais

dans le cas où le point immobile divise touti' la corde en parties com-

mensurables, il se formera pour lors un nombre de points de repos natu-

rels, et la corde continuera de faire des oscillations régulières et iso-

chrones, dont la durée ne sera que la moitié, le tiers, le quart, etc., de

la durée des oscillations entières, selon que les deux parties auront pour

commune mesure la moitié, le tiers, le quart, etc., de toute la corde,

comme on l'a démontré l\Sj.

Par un semblable raisonnement, on trouvera (|ue si les points sup-

posés immobiles coupent la corde en un nombre de parties quelconques,

elle se divisera en autant de parties égales qu'il en faudra pour que

chacune d'elles mesure exactement chacune des premières parties cou-
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ppps; |i;ir cniiM'iiurnl, si ces |)iii'lii'S sniit rnlrc elles iiHoiiiiiieiisiiriililes.

les llliiiiveilletlls (le l:i (dlde iie\ ieridniHl lliei;illielS. |ielMi;illl i|IJe (liillS

Idiil :mlie (ils les \il)r;iliiiiis s';ie|ii'\eri)iil (hiiis nu leiiips |)|i)|mh lioiiiiel

f(''ci|)fO(Hlemelil ii relui îles \elilres li;itlll'els de l;i eiinle.

50. (Ml s'esl ;i|)er(ll depllis ImiiitCIIips (|ll'ime curde |)iiii\:iil leiidie

(hiiis cerhiiiies iircdiislaïK'es des SDiis iiii^iis. (|iii diriV'i;iieiit |diis un moins

iln siMi nalnrel, el on a iiieine reconnii (|ne ces sons n'elaieni |nes(|ne

jamais (iiie l'ocIaM' ail-dessns, l'oclaNe de la ({llilile el la doiildi octa\e

de la lieree.

M. San\eiir, i|in a loil bien Irailc celle inaliei'c, dans son Swi/r/rir

iiènéral c/ Acoits/it/iic imprimé |)armi les Mcnioircs de f Acdf/rmie royale

(/(' /V//v,v |M)iir l'année i~()i, s'esl a|i|)lii{iir le |Hi'iiiier, ijiie |e sailie, il

déeoiiv lir la \erilaldi' oiii;ine de ces dixeis sons iciidiis par une même

corde, (|n'il appelle .sti//.s //(^/////«//^y^/r.v; il prend //^'. i > pmir cela une

Fig. !.'>.

corde d'une lougnciii' (pi('lc()U(|uc ipii. ('laiil pincée ii \ide, forme des

vilnalions simples et uni(pies ipii rendenl le son naliind de la corde

ijn'il nouiine son Joiitl(iniriii<il : il divise ensiiile celte corde en un iiomlire

de pai'lies ei;ales, et nietlaiil nii chevalet iiiohile on un autre obstacle

(piidconcpie le^er au premier point inanpie des divisions, de sorte (pu'

le miMiM'inenl i|ii'(Ui ibuine ii la corde puisse se commiiiiii|iii'r de pari el

d'atilre, l't ipie l'obstacle pose ne lasse d'autre et'tel ipie d'oiiligei- le

point où il est appliipie ;i rester loujoiirs en repos, cel .\iileur (d»sei\e

(pu' si l'on ébranle la corde dans cet étal, elle se divise nalurellemenl

par une espèce d'oudulatiou en autant de ventres égaux, dont les extré-

mités (pii restent immobiles répondent |)récisement aux |)oiiits manpu's

(les divisiiuis; car ayant mis sur la corde discis nioi'ceaux de pa|)ier. il

trouve ipie ceux ipii sont sur les nieiids ne sont point du tout déplaces,

les autres an conlraire lomlienl aussitôt (pie la corde commeiice de se

mouvoir. .M. Saii\eur compare de plus les sons liariiKuiiipies produits par

I. i6
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une Icllt' corde ;ivee les sons naturels d'antres coides semblables, et il

reconnaît (lue la longueur de celles-ci doit toujours égaler celle de la

partie de la corde donnée qui est interceptée entre le chevalet et le

bout le plus proche. Il en est de même si le chevalet est placé à la

seconde, troisième— division, et en général la corde forme toujours

autant de nœuds, immobiles à égale distance les uns des autres, qu'il en

tant pour que le chevalet réponde à l'un d'eux, et le son rendu est tou-

jours semblable au son (jue produirait une des parties de la corde c(im-

prise lutre deu-x des points de repos naturels. Que si le chevalet divise

la coi'de en deux parties incommensurables, la corde ne l'ail pnur lors

(|ue tVémir, sans résonner, et l'on n'entend (|u'uui' espèce de bruil

confus et désagréable à l'oreille.

51. On sait (|u"eu prenant le son d'une corde pour forulamental, sa

moitié rend l'octave au-dessus, son tiers rend l'octave de la (|uinte, son

(|uart leud la double octave du son fondamental, et la cin(|nième rend la

(huible octave de la tierce; les autres divisions ne forment plus que des

dissonances avec le son principal, à moins qu'elles ne donnent des

octaves de ceux-ci. D'où il s'ensuit (|ue l'on ne peut tirer d'une même

corde d'autres sons harmonicjues que la quinte ou la tierce, en omettant

les octaves qui peuvent être regardées comme des répétitions de leurs

sons principaux. Ainsi la trompette marine, (|ui est composée d'une seule

corde a laquelle on applique le doigt en la faisant lésonner avec urr

archet, ne produit jamais d'autres sons (|ue ceux (|u'on vient de nommer',

et le doigt tient lieu de rol)stacle léger (|ui divise les vibrations de toute

la corde.

On a encore heureusement appliqué cette théorie à toutes les espèces

de violons où, par le moyen d'une légère pression de doigt, on pr'oduit

des sons harmoniques très-agréables a l'oreille et ([ui s'appr'ochent

beaucoup du son des flûtes: ou pour'r'ait même, je crois, avec beauccuip

d'exercice, parvenir à exécuter' sur' le violon nue pièce quelconque

de musique par des sons toujours harmoniques, <'ar, pour en tii'er tous

les sous nécessaires, il ne s'agirait ([ue d'ajuster sur les cordes deux
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(loijils, iliiiil l'iiii lui ;i|)|)iiv('' toi'lcnicnl sur- le iiniiirlii'. ((iiiiiin' mi le lnil

iii'diiKiin'ini'til . m ;i|)|>rK|ii:iiil en ini'rrx' l<'in|is riiiilic :iu \\ci>. <iii ;iii

('iii(|ui(Miii' ilr l;i ciii'dt'. |iiiiii' lui ildiiiKT II' son li;u'in<)ni(|iji' cniiNciiiihli'.

(!'('St ;iiiN ii:il)ilcs iniisicicns il jiii>iT si rcxcculion de ce |)iiiict n'est |i;ts

snjctti' ;i (TiinliTS dirticnltcs cjipMldrs de ii'hntci- lf> nuillcnis ;iilislcs.

52. N(nis ;iv(ms r;iil vnir !( (pic 1rs inini\crnrnls do |i;iilirs f\r \';\\v.

qui i'(nn|)(isi-nt niic liliir id:isrn|nr ((nilinnc. ne dilïi'ii'nt nnlli'ini'nl de

cnix des coi'dcs \ilii;iiilcs, si ce n'est en ce (|ne les vil»i;itiiins de celles-ci

sont |icr|iendicMhiircs il l'^ixe :hi lien i|ue les ;iulrcs sniit loni;itndin;iles.

Donc, si l'on cinisidi'rc une lilirc (|nid( oiKjiie d'iiii on l)ieii un annis de

plusieurs tilii'cs icnrerinecs d;iiis un lii\;in ipii les lioiiie et les distingue

de hi niasse loiiliinie de l'air exterienr, ces lihi'cs pourront recevuir dans

tontes leurs parties des nionvcineiils scndiialiies ii ceux des points (riiiie

corde de ninsiipic d'ei^ale l(nii;iieiir cl d'ej^al poids, et dont la force de

tension soit ('(piixalenti' ii cidle de l'c laslicite naturelle de l'ail-. Si doin

les nionseinents de ces tilires peiiM'iil se coniiiniiiiipier ii l'air extérieur,

il en resullcra un son (pii sera de iiicine nature ipie cidiii (pii serait pro-

duit par la corde correspondante.

\dilii le principe et rorii;ine de Ions les iiistriiineiils ii xcnt, ipii c(mi-

stilueiit une classe d'inslrninents de umsicpie non moins étendue et non

moins impintanle (pie celle des inslrnmeiils ii cordes.

Le célidirc M. lùiler a tàclie le premier (h rap|)roclier les tlieinies de

ces deux espi-ces d'instrnmeiits dans une /'Ar.vr surlc Sun. imprimée ii

IJàle l'année 17-^7. puis dans son exe(dlent Traitv de Miisujuc (|ni a

pai'ii rannee 1 7 '>') H cmiipare en elïel dans ces eudroils la cohniiie d'air

contenue dans un Invaii ii nue corde iln même poids et de même lon-

i^Lieur. et qui serait tendue par un |ioids ciial ii celui (riiii cylindre de

mercure, dont la i)as(> fût la même (|ue celle du tuvau et la liantenr ctdic

du liaromètre. Par cette comparaison, il détermine le son (pie doit rendre

une llùte (pi(dcoii(|ne doimée et il le Iroiise eiitiereineiil d'accord avec

l'expérience. Il tant avouer (pie celle théorie a ete |)ortée |iar ce savant

Auteur an plus haut dei-re de |ierfection, et cpi'il ii'\ restait rien ii désirei-

i().
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qu'une démonstration analytique et tirée de la nature même des mouve-

ments qu'il a comparés ensemble. Mais, pour mettre cette importante

matière dans tout son jour, développons-en ici encore quelque cas parti-

culier. Soit une flûte de longueur a depuis l'embouchure jusqu'à l'autre

extrémité, soit b'- la largeur de sa base que je suppose être partout la

même; on aura (46j pour ht durée d'une oscillation aérienne 4 / :^-ry

on S est le poids de la colonne d'air contenue dans la flùle et E son élas-

ticité naturelle. Supposons donc / égal à la bauteur l)aroniétri(|ue, et

- la raison de la gravité spécifique de l'aii' ;i celle du mercure, on ;iura

E égal au poids d'une colonne de mercure dont la base est />- et l;i lon-

gueur k, et S égal au poids d'une semblable colonne dont la longueur

est seulement - ; d'oii -^ = —r^ et par consétiuenl le temps d'une oscil-

lation sera

/^
a-

nl'l> <,'?.nhli

ce qui l'ail voir (jue ces temps, toutes choses d'ailleurs égales, sont

comme les longueurs des flûtes auxquelles les tons répondent, comme

l'expérience nous l'enseigne en effet. Si l'on veut (|ue la flûte achève

loo vibrations dans une seconde, ce qui produit le son fixe de M. San-

,, looa „ ,, . Jinkli , ...
veur. on fera ^ i , u ou a = ; nr ///• expiime precisemenl

la hauteur de l'air supposé homogène qui se trouve à [leu près égale à

85o X 32 pieds, et // est de i3 pieds environ: donc

2 nh/i = 85o X 32 X 3o =816000,

dont la racine carrée se trouve ()o3, 33,..., ce ([ui étant divisé par 100

donne pour la longueur du tuyau 9 pieds et 33 millièmes de pied.

Il est vrai que M. Sauveur trouve, d'après ses expériences des batte-

ments, que le tuyau d'orgue qui rend le son fixe est seulement de 5 pieds,

ce qui donnerait suivant la théorie environ le double des vibrations que

cet Auteur a déterminées pour chaque seconde; mais il est aisé de trouver
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l;i raison de celle ditTereiiee. si \'<i\i felleeliil (|ne h> vilii:iliniis île <leii\

cordes ne soni reellenienl coneniientes. ('est-ii-dite cotnineiHanles en

nièm*; temps et se lïiisanl dans le numc sens. <|u'a|»rcs un nninliii- de

viln'alinns dunlde de celni (jlli est |miiIi' |ia|- la nallire des <lellX cordes

données; d'oii il snil ([ne, |inis(|ne les InUlcrnciils ne consistent (jue dans

la concniicnce des \il)rations, le nond)i'e déterininé pai- l'expérience de

M. Sauvenrsera piccisenient la moitié de ce (|n'il est en et'tél, el dans ( i-

cas les résultats de l'expérience s'arcoidenl assez, l)ien avec cenx de la

théorie.

53. Pnis(|ue les moiivenienls di's parties de l'air contenn <lans nne

lli'ile (|nelcnM(pie M>nl les nuMoes (|ne cenx d'nne corde de nnisii|iic coi-

respondante. il s'ensuit (pie la dnree de lenrs vilirations pcturia de niénn-,

dans certains cas particuliers. de\tnir moindre ipi'ii l'ordinaire, et n'en

être plus (pu' la moitié, le tiers, le (piart. elc, comme nous l'avons

déiucmli'é dans les coides vil)i"intes. lorscpi'ejles se divisent en pinsieuis

venir-es ei;aux. Or ceci arrive précisément dans les inslrnnicnls ;i \cnl

lorsqu'on aniiinente d'une ccilaine façon la force dn sonfile: car c'esl

nne veiilc de loni^lemps reconnue clans les Ironipetles el dans Imites

sortes de lli'ites. el surtout dans les Iraversii'res, t\\\r par un sim[)le (dian-

gemenl d'cndunu liure on (dilienl ilepnis le son grave i>u londameutal

I I ,
I I r I ...

ceux ijui V i-euoiideul connue les U(unliris -•> 77- 7- -• savoii' I oclave au-
' ' •-> 1

I

•)

dessus, la don/.ii'nic. la iiniii/icnic cl la ilix-^rpllcinr uiajcur'c: car le son

suivant est proscrit de l'Inuinonii' du s(Ui priui ipal.

Au reste, ipudcpic londec el plausildc (|ue soit celle théorie des insll 11-

niculs il \ cul. il tant pourtant avouer (pi'on ne saurait encore pai- son

imjvfu rendre raison de toutes les pro|U'ieles ipTiui v oiiserve et (pii

regardent la forme de l'insliiinH'Ul, la laigenr et la posili(ui des trous.

Car avant mesure an juste leurs dislaïu'es dans de Ixuuu's Ihiles traver-

sièiTS et douces, je ne les ai |)oinl triuivees t(Uil ;i fait proportiouiiidlcs

aux Ions c(U'resp(Uidauts. De pins, im sait (pu' pour rendre cerlairrs hms.

il faut irrre corrrliiuaiscur douircc de trorrs ouverts et houclres, ou eutii-re-
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ment, ou à demi seulement, ce qui me parait fort difticile a expliqiiei'

par la simple comparaison des cordes vibrantes. Comme cette matière

demande un examen long et exact de toutes les circonstances qui entrent

dans chaque cas particulier, et que d'ailleurs cette pièce est actuellement

sous presse, j'ai cru devoir différer ces recherches poui- une autre occa-

sion où, suivant quelques vues que j'ai déjà formées, j'espère pouvoir

ramener aux lois de la théorie ci-dessus établie la plupart des bizarreries

qui se rencontrent dans ces sortes d'instruments.

SECTION SECONDE.

DE LA PROPAGATION DU SON.

CHAPITRE PREMIER.

DE LA VITESSE DU S0.\.

54. Imaginons une fibi'e élastique composée d'un nombre infini m de

particules d'air, dont une quelcon(jue reçoive par l'ébranlement des

parties du corps sonore une impulsion donnée c: il s'agit de déterminer

la loi suivant laquelle ce mouvement se communiquera aux autres parti-

cules de la même libre. Soient AB Jig. i5, p. 121J la longueurde toute la

fibre égale à a, AC la distance de la particule C, qui est frappée par le corps

sonore, égale à X, et AD la distance d'une autre particule quelconque D.

dont on veut savoir le mouvement, égale à .r; on trouvera, par l'applica-

tion des formules données '35), que la vitesse u île cette particule sera

exprimée par une seule série infinie, comme il suit

ici . Xcî . XTS tWm . f\rs . ?..rro a/Hcj
M = Sm SUl COS —— h Slll SU) COS rrr—m \ ia la 21 oa id >. I

SXro . S.x'cj 3/Hro
H- SUl sin COS —— h'.

ïa >.a al
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ciM' Ions les ternies P,, P,, I' evjiiioiiissent |i;ir sii|)|)iisili(m, et les

aiitrrs (J,, (),,, () se réduisent ;i rsiii — ^ rsiii i csin — i • • •

>u f.a '>a

Qu'un eliiiPixe iiKiirileniinl le niddiiil de siii ^—^ par eus- ,.,-i ;iinsi (ine
' ' rt ' 7 1 '

les prodiiils des sinus el des edsinns des antres aii;,'les innltiples en de

simples siniis, ci l'ciinaliiin ei-dessii> d(\ieiidi:i

siii — sm 1- ^F - -t- siii — sm y~
. ^xm . I

\ Il / . 555+ sm siri 1- -^ —
?.a W/ I / 2

xw / \ 1 1 / \ rom — sm X
— 'xm . I \ II/\ -.^nT

sm sm - -Tp-—
. 3.rcj . / \ H/v 3î
sm sm

/ \ H/ > 3nj

On deiiKinlrera iei, de la iiieiiH' manit'ie (|iie nous avons l'ait 38 sui-

des roinmies seinldaliles. (|U(' ces deux suites iiitiliies sont toujours éi^Mles

\ 11/ \ 11/
a zéro, excepte dans le cas ou h -rp- dans la hiciniere, et ^ —-

dans la seconde, deviennenl ei;aux ii i:
|
- -(- 2^K .v deiiotanl un iniinlire

(|nel('(in(|ne enlier posilif ou iiénatit; d"oii il s'eiisuil (jne la vitesse u

dans cha(|ne |)ailiciile ne sera, pour ainsi dire, {[u'instaiitaiiee, et (|u'ellc

ir(d)lieiidra jamais aucune valeur réelle (pie lorsipie

a ^ V ±(»-")'

(piels ipie s(ueiil les signes ipi'tui v veuille picinlre.

dette équation c(Uitieiit, ciuiime mi le voit, un cerlaiii rapport entre

les espaces ,r el les teni|)s /, les autres ipiaiilites X, a. II, T, S deiiieurant

constantes. Elle contiendra donc la loi Lieiierale suivant laipiidle se l'ail

la |)ropai;atiiHi du sou.

.îâ. P(Uir (levelo|)per cette im|)ortaiite inatii-re aulaiil (|u'il est pos-

silije. iniaiiinons ipie la particule 1). (pii reçoit son pelil iiioiivcnieiit
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instantané an liout du temps /, soit éloignée par DC = ; de la première

particule C qui a reçu l'impulsion extérieure; on aura donc

AD :=X = Z -h\,

laquelle valeur substituée dans l'équation ci-dessus donnera

X
, H/ , /\ )al \ f '

et multipliant par a et transportant les termes,

_i_ H«/ , . ,
Hrt/± ^jT- = 2 + 2sa, ou bien encore ± ^j^ = — (aX -h z -i- 9.sa);

et ces deux équations satisferont toujours également en prenant les

signes ambigus comme on voudra. Or, puisque le temps t doit toujours

être positif, l'ambiguïté des signes tombera nécessairement sur la (juan-

lité z, qui pourra par conséquent avoir des valeurs positives et négatives;

d'où il suit que le son partant du point C. se propagera également de part

et d'autre vers A et vers B. De plus, il est visible par ces formules que la

communication du mouvement d'une particule à l'autre sera toujours

uniforme, et qu'elle se fera avec une vitesse qui ne dépendra en rien de

la premièie vitesse c imprimée extérieurement, puisque l'expression de

cette vitesse ne se rencontre nulle part dans la l'oi'uiule trouvée. Voici

d(Mic les lois que les sons doivent toujours suivre dans leur propagation.

Une particule quelconque d'air ébranlée [)ar' le mouvement d'oscilla-

lion d'un corps sonore mettra en mouvement les particules circonvoi-

sines, et celles-ci les autres (|ui les suivent dans les fibres rectilignes, qui

partent toutes du même point comme d'un centre commun; ces mouve-

ments dans cbaque particule seront instantanés et se communiqueront

toujours avec une même vitesse constante, quelle que soit l'impulsion

que la première particule ait reçue, d'où dépend la force ou la faiblesse

du son. Ce n'est donc pas par une espèce d'ondulation que le son se pi'o-

page, comme l'ont cru jusqu'ici tous les Physiciens d'après M. Newton;

en effet, on a fait voir dans l'Introduction que cette hypothèse est insuf-
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lisjiiitc |)<Mir en cx^rKiiicr les |iiinci|)aux pln-nomènes, cl <|ii"(lli- fst.

(iiitrc (chi, siiicllc il lic;iii(()U|) d'aiitn's dirticiilti's (|ui la iciidcnt lniit ii

l'ail liiM)iil('iialili'.

On vuii (le là (juc le nombre des coups d'air, iiui vicnncnl l'iapiici- nos

oriiancs, doit ncccssaiicniciit rcpondrc an noml)rc des vil)rarnin.'- des

particnlcs des cdips soiidics. Dmic, piiis(|iic dans les cordes de innsii|iif

la (lurcc de leiiis vibrations m- di''peiid i|iie de leur nature, et nnllenient

des éiiranleinenls e\t(''rieurs, (Ui a la raisiui pnur hM|uelle cluKiiie rdide

l'end i;(''n(''ialenienl lonjuiirs le même Ion, ipielle (|ue siiil l;i manière a\ec

la(|nelle nn la mette d'aliuiil en xiliratinn, ce lun ne depemlant (pie de la

lii'osscui', de la lonijnenr et de l;i lension de la ciude, eomuie on le savait

déjii d'après la seule expérience. On appli(piera encore le même laison-

nenient aux tlùtes, dont les niouvements ont été prouves sendilaldes ;i

ceux des cordes vil)ranles; et, si on veut juger par analogie, on pourra

l'étendre à tous les autres corps sonores (|ui ont lieu dans la nature, et

dont les (iscillations ue paraissent pas susceptibles d'une juste otimation

aualytiqiu'.

ôfi. Mais, pnur relnurnei' ii notre loimule, on a posé 35

par e(insé(pient on auia

/...Ert//

et taisaul les mêmes suppositions ipi'au n" Tii. on trouvera

H rt = i T n/)/i ; '

par ce nioM'u. on aura

+ '\
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d'oîi l'on tire, par la différentiation,

,
dt^y.nhh ^^ , ,

dz \7nhl1± —^^, =±dz, savoir dz -v- = -i—
.^^

qui est l'expression de la vitesse absolue du son, soit qu'il se propage de

C vers B ou de C vers A.

On peut évaluer cette expression comme dans le numéro cité, mais

atin de la pouvoir plus commodément comparer avec les formules déjà

connues, il sera utile de la réduire aux mesures ordinaires des oscilla-

tions des pendules. Soit /la longueur du pendule simple isochrone, (|ui

t'ait une oscillation dans le temps T; on sait (ju'un corps pesant parcourt

un espace - dans un temps «|ui est à T comme le diamètre du cercle est

à la circonlerence; on aura donc pour ce temps — 1 et comme les espaces

parcourus en tombant sont comme les carrés des temps, on aura de plus

/

d on I on tn'e

//
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l'iiiliiii (le Idiilc (i;iil, soit iiu'il >(• lidiivc rciilcmic (hiii^ «les dclidils (|iicl-

(•()n(|U('s (tii les IIImcs afiicimcs ne (iciivciil tire (|iif il'iine loiigiK'Ui

iloiinrc.

I. r\|ii'ni'iHc rs| ciiciiic il'acciiid sur ce |i(iiiil, de r;i\('ii di' Ions Ifs

l'hysiciciis: mais il \ a |iliis : la roiimiic (|iic nous venons de Ironvci' csl

la nirnic (|ni a\ail dcja clc donnée pai- MM. Newion el heiiKMilli. el don!

les resullals se tronvcnl assez <'ont'oiines ii la véiile, (|noi(|ne ces deux

Aiilenrs i'aienl liice de pfinci|)es insiiffisanls et nu'Hie l'aiilirs, coninie on

l'a l'ail voir an ((niinieneeinenl de celte pii-ce. Pour se convaincre de

l'idenlile de (es IVninnIes nons n'avons (jn'ii nons ia|i|)(der la l'roixjsi-

iioft XLIX (In n" ï. oii il est dit (jim' le son doit |iarconiii' nn es|)ace éf^al

il la circont'ererH-e dn cei'cle dont le ra\on est \ on bien nk. dans le

leni|is (|iriin |ieii(liilc (le nicnie l(niL;nenr l'ail une oscillation entière coni-

|)(>see d'nne allée et d'une r'evenne; dom , |ini>(|ne M. Newton suppose le

niouveinent du son uuirornie, el (|ne les leinps des oscillations des pen-

dules sont loninie les l'acines carrées de leurs loniiueurs, on aura [)oiii

le ia|i|ioil (le l'espace-^ -, parcouru pal' le son dans le temps d'une

oscillation simple {\\\ pendule ///•. ii l'espace (|u'il parcourrait dans le

Icmiis d'une seml)lal)le oscillalinn dn pendule /.
_'

• ddii l'on lire iiimr

cet espace

— \ Ithl.

tout (le m("'nn' comme on l'a trmivf'' par notre calcul.

07. Les résuilats de cette tornuile elanl assez connus, je ne crois pas

devoir m'arreterii les examiner. ()n sait cirectivenicu! (|u'(dle ne donne

(|Ue 971) pieds poui' clia(]ue seconde, au lieu ([ue les expériences

moyennes donnent un espa(c de 1 i '12. (!etle dilterence, (pn)i(|ue assez

i;ran(le eu elle-nn'Uic, ne monte néanmoins (pi'enxiron ;i ^77 ''•' 1'*'^-

pace total. D'ailleurs .M. .Newton expose, dans le scolie ii la Pro/iosi-

lion XLIX du second Livre des Principes. (|uelles peuvent en être les

raisons; au reste il ne doit pas être étonnant (jue la théorie dilïi're tani
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soit peu de l'expérience à l'égard des quantités absolues; car on sait que

les expériences toujours assez compliquées ne peuvent jamais fournir

des données simples et débarrassées de conditions étrangères, telles que

l'analyse pure les demanderait.

M. Eulei' a donné à la vérité, dans les endroits cités dans l'Introduc-

tion, une formule plus approcbantc du vrai. (|ui est d'un espace égal

à !\sjnkl; ce qui revient à 1222 pieds par seconde dans les plus grandes

chaleurs, et à 1069 dans les plus grands froids. Mais comme cet Auteur

n'a pas laissé voir l'analyse qui l'a conduit à ce résultat, nous ne pouvons

porter aucun jugement là-dessus. Je remarquerai seulement que M. Euler

suppose, sans le démontrer, que chaque globule d'air subisse des dilata-

tions et des contractions successives qui se communiquent, suivant les

lois de la communication du mouvement, aux particules contenues dans

la même fibre, avec une vitesse constante et la même pour tous les sons

soit forts, soit faibles [voyez la Thèse citée (52), oii il a donné pour la

première fois la formule (ju'il a ensuite répétée dans la Dissertation du

Feu], ce qui peut servir, pour le diie en passant, à faire voir de combien

notre tbéoi'ie doit être préférable, malgré son inexactitude sur ce point.

CHAPITRE II.

DE LA RÉFLEXION DU SON, OU DES ÉCHOS.

58. Nous avons trouvé dans le Chapitre précédent que les lois de

propagation du son sont contenues dans les deux formules générales

/ \2n/t/i-J— =2 -+- 2.sa,

t V
2 nith

,
,,

Or il y a ici trois cas à distinguer :

i" Quand l'air est tout à fait libre, ce (jui donne a = x et \ = :/:



i:ï I, \ l'iKii'M. V I KiN m S(iN. i;}:{

2° Quaiiil l'iiii' n'est liliii' i|iir il'iiii cùlf'. piir cxciiiplc i|ii:iiiil il y ;i ;iii

poinl A lie l:i tiljic ihtm'iiih' un nlislailc 'iii\ iiicilili' (|iii lui sert (l';i|)|iui :

(l;ins '•(• CMS lin :iui;i de niiiiif d ^= -Ji , niiiis \'\ i|ni est éj^al à A(^ scr'a

Uni, puisqu'il dcnnlf \;\ dishinci- du cdips .miuuic ii ridi>l;M le (pii ist

eu A;

3° Quand les (ihirs de l'air sont (crminécs des deux rôtés par ries

obstacles inél)ranlal)les aux exlréuiites A el H, ou auia, dans ce cas, a fini

et égal il la distance des deux obstacles, et X sera de nu'rue Uni cl ex()ri-

uiera la distance du corps sonore au premier obstacle A.

Examinons avec soin ces ca> l'nn apii-s l'auti'c. Soient en premier lien

a ^ y. el X = X : X sera un iniini moindre cpie a, parce cpi'on doit

toujours reij;ar<lei' la libre comme inlinie de part et d'aiitic du point C:

ainsi l'on aura X = -5 el les deux e(niali()ns ci-dessus deviendront

-4-'^
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et la seconde

T(z-h2X)±/ =
\Jinkli

(iliaque particule sera donc éhiaiilcc deux fuis de suile; le premier

ébranlement arrivera comme dans le cas précédent, le second lui succé-

dera après un intervalle de temps fini, qui dépendra des deux distances

X et ;. Donc, quand il se trouve un obstacle (luelconque qui peut termi-

ner les libres aériennes d'un coté, il se formera une l'épétition du même

son, laquelle sera distinguée du son primiliC si l'intervalle du temps

entre l'un et l'autre ne se trouve pas moindre de -^ de seconde, qui est le

moindre espace requis pour (pie l'oreille puisse percevoir distinctement

deux sons successifs.

Pour mesurer au juste cet intervalle, on distinguera deux cas : lorsque

:; est positif, et lorsqu'il est négatif. Dans le premier, on aura

Jz T(z + i\)
t = - et t

—

\ 9 ni, h sjj.nhli

lont la différence est

2TX

sji nk/i

dans le second, on aura de même

Ts T(i\-z}
el / = ^

\Jinkh \/inlt/i

dont la difféi'cnce se trouvera

2T{\- z]

\ii.nlili

(]ette différence sera donc dans le premier cas égale an temps que le

même son met à parcourir un espace 2X, et dans le second égale au

temps qu'il lui faudrait pour parcourir l'espace 2X — iz. Or, comme le

son (pii pai't du point C [Jig. i 5, p. 1 21 j se propage de part <'t d'autre, on

concevra clairement la formation du son i'epété,si l'on imagine que celui

(pii est propagé vers A soi! pour ainsi dire réiléclii par le point A. cl
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(|ii'il nlniiriit' cil ;iiiii'rf avec la mt'riif vilcssc; ainsi. loi-sf|iic r est posilil'

t'I (jiic rmcillc est en D dr l'aiili'c [lai'l df l'ulistaclc, elle recevra preinic-

rcinciil riiii|>i'cssioii du son (|iii a par^cuiini l'csiiace CD, ensuite elle sera

de noiivcan ria|)|)ée [)ar nn scnil)lal)lc son. qui auia paicnniii l'cspac (•

(;.\ -t-AD. savoii' aCA -h CD. ce ipii donne pi-ecisénn-nC pniir la difïe-

icni-e do t('iMp>. un lenips propoi-lioiuiel à res|)ace 2CA :^X. Au con-

traire, si r est néi,'alit' cl tpu' rorcillc soit placée en i) ciilic le corps

sonoi'c et rol)sta(de, ce sera le inérrre siui (pii part de (1 \crs A ipri se

fera cnlciidii' deux t'ois: le |)ieirrier- temps ii-poiidra ii l'espace CD' = ;.

et le second k l'espace (A. -H AD — .>.\ — z, dont riiiteiv;il|e lépornl au

juste à l'espace 2X — 25.

Le plicuoinène de la l'épetitioir du luerne son est un des |dus (nrrrins

dans la nature; on rappelle ordinaii-ement éc/>o. et l'on voit en effet (|u'il

est produit par' des ohstacles (|uelcon(|ues, (pii iiileri rplerit le son et

l'ohliiïent pour ainsi dire à rebrousser chemin: tels sont par exemple les

montagnes, les bois épais, les loclieis, les cavernes et même les rrirees

qui se trouvent à coté des corps soirores.

(iO. Mais achevons l'examen de nos torniules et passons au troisii'ine

cas, où <i et X sont ileUX (|Ua!itites tinies. Il est d'abord évident que les

deux équations nous donneront ici une intinilé de valeurs pour' le tem|)s /

(jui irpondi'ont à autant d'instarrts où une même particule d'air- sera

rvmuée. l'tuii- les dévtdopper. su|)posons successivement x égal à

o. I, — 1, ?., — ?.. 3. — 3,...;

on tirera de la picuiil're é(|uation

Ts
;/

±1:

\,'iLnlih

1 I z ^ ia)

±/ =

\Jinlil>

T r — la

V
znhli

^'2 nhlf
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La seconde nous donnera

-A-f— -V'--^ -=-•-.
/^
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Si l'on ( onjoiiil ces deux séries, on en linTa ces deux-ci

CD,

CI? ^ lU).

CH ^ lu -^ \l).

CB-f^ |{\ -+^ \|{ ->- BI),

137

CA -+- M).

CA-+-AH f lil),

C\ H- AB -4 n\ ' \l),

l,;i ii;iliire cl r;iii;iMi;ernenl des Iciniis (|ni cuniposenl ces |ii((i;iessions

funl nsse/ c(inn;iilre ((ininieiil \v imiiie son. (|ni part dn cotus sonore (|ni

est en ('.. doit revenii' |dnsiciiis t'ois IVa|)per- l'oreille an niénir endroit I).

C.ai' on voit aisenieni ijne la in'emii're de ces <lernii'ri'S suite> e\|)iitne le

chemin dn son propaiic de ('. \ers I?, et relleclii d'alund |)ai' l'idistai le !{.

ensuite |)ar A. et de nouveau par 1$, et ainsi ii l'intini. Au c(Uiliaii-e la

seconde e\|irinie de nienie les lois des allées et revenues du son (|ni,

parlaul du même endroit ('., se meut d'aixu'd vers A. d'où il est ensuite

|MUle M'rs 15. et de la de nouveau vers A, et ainsi allcruativement . |-"l ces

deux sons aclii'venl |ioui' ainsi diic leurs uHmvemeuts dans le um'uic

es|)ace Alî et dans Ir nu'me t<'m|is, sans se troulder (Ui s"entre-em(M'eher

en aucune rac(Ui dans li'urs renc(Uitre>. Donc, toutes les l'ois (|ue chacun

d'enx passera |)ar le menu' |)oint I), on entendra dans cet endroit une

répétition ou hien un e( ho du son piimitiC.

C'est ainsi (|ue se t'(uuienl le> échos composes i|ui re|)i'leut plu>ienis

("ois le UH'UU' son. en dilTereiits temps (|ui ne sont pas toujours e^aux

entre eux. selon (|ue le emps sonore et le point d'oii l'on veut entendre

l'écini se troiivcnl dilferemmenl place> Mir la li;.;ne ipii joint le> deux

ohstacles.

Gl. Les l'hysiciens rapportent (piehpu's exemples de ces échos com-

posés, enti'c les(pn'ls il en est ipii repi'Ient ii' même son plus de ciinpianlc

l'ois de suite, et (Ui (d)>eive toujoiMs (|u'ils sont |troduils jiar des nuirs o\\

I. uS
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(les rochers ou d'autres obstacles quelcoiujues situés prescjue vis-à-vis.

La plupart d'entre eux ont cru pouvoir expliquer ces phénomènes par la

théorie de la l'étlexion; car, disent-ils, les particules de l'air qui est en

vibration, rencontrant des obstacles invincibles, sont réfléchies à peu

près comme on conçoit que le sont les rayons de la lumière par les sur-

faces unies des miroirs; et cette explication parait d'autant plus plau-

sible, qu'on trouve en effet par expérience que l'inteivalle du temps

écoulé entre deux sons consécutifs est précisément tel qu'il le faut, pour

que le son principal puisse être réfléchi par les obstacles donnés et

revenir à l'oreille.

Cependant, à examiner la chose à fond, on sera obligé de convenir (|ue

le princijte de la réflexion, comme on la conçoit ordinairement dans le

choc des corps, ou dans la lumii're, est ici un principe tout ii fait illu-

soire. Car l'expérience nous montre que l'echo ne dépend en rien du

poli de la surface réfléchissante, puisqu'il arrive que des surfaces en

apparence polios ne produisent point d'echo, au lieu qu'on l'entend sou-

vent dans des lieux remplis de mille inégalités. En effet, comment con-

cevoir (|ue des rochers, des forêts, des nuées, soient propres ii produire

dans l'air une réflexion semblable à celle des rayons de la lumière

sur les miroirs? Rien (kinc n'est moins fonde cpie cette catoptrique des

sons, que l'on a inventée poui' rendre raison des pr(q)riétés de l'écho.

M. d'Alembert est peut-être le premier qui ait senti l'insuftisance de

cette théorie, dans YEncyclopédie, au mot Ecno. ^lais ni lui, ni aucun

autre que je sacbe n'a jamais entrepris de donner des explications plus

fondées de ce phénomène.

La théorie que nous venons de déduii'e de nos formules est, ce me

semble, tout à fait à l'abri de ces difflcultés; car il ne faut autre chose

pour produire l'écho, sinon que les extrémités des libres aériennes

sonores trouvent un appui lixe, de (|uelque nature (ju'il soit. S'il n'y a

qu'un obstacle d'un côté, le son ne sera renvove qu'une fois; c'est l'écho

simple. S'il y en a deux qui terminent la libre de paît et d'autre, les sons

seront renvoyés réciproquement, ce qui formera des échos composés qui

dureront autant que la constitution des libres sonores pourra subsister;
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si (loue ces sdfics d'cclios diirriil plus nu iiKiiiis, ce sdiil loiiimiis (|ui'l-

(jtics (iirdiislaiiri ^ cxIciiiMiris i|ui l'ii sniil (;iiisf. .M;ii>, (lii;i-l-iiii, poiii-

qildi n'cllIiMid-uii |i;i> (rcclin luiilc^ les l'ois (|llr l'air fsl liMirriiiii' l'iltlT

(|ncl(|iii's (ilislacics .' Les l'Iiysicicns (uil (Icjii icpuiiilu ii cclli' diriiciillé en

l':ii>:iiil \(iii' (|iril laiil une iiThiiiir distance ciilrc le pdiiil doii l'on vriil

fiilciidi't' !'(( lui cl rui)st!iclc (|ui doit le rciivovci', de iiiciiic (|ii'ciiti'c le

ciir|)s soiKiic cl ccl ul)slii(dc, aiiii (luiui [(iiissc le dislinjiiier du sdii pri-

initir. Sans cida le son ri'lleclii se conrond cnlii'icnn'nl avec le direci cl

ne l'ail (|u'cn anL;nieiilei' la l'orec, coninie on Toliseive Ions les jonrs. Il

lanl de plus (pie Tespacc ipie reejio doil parcourir ne soil eniliari'assé

par aucun corps (pii en eiiipi'clie la propai;alioii. l.oix|nc ces loiidiliiiiis

aiiroiil lien, je ne donle pa> ipi'il n'v ail loiijonrs des cclios: la coii>tim -

{\ni\ des eclios arliliciids esl appnvce sni' ces seuls principes.

CHAl'ITHE III.

ni .Mtl. \M.i; Il 111 HAI'l'tiHI 11 h > >(i\s.

(')'2. Je n'ai liailé juscpj'ici de la pidpai;alioii du son ipie dans le cas

d'nii seul corps sonore ipii coniinuniipu' ses viliralions aux |iarlies coii-

lignes de l'air: il nous reste ii voir si les lois trouxccs ont de nieiiie lien

(]uaiid plusieurs sous sont excites en ineine temps dans diveis cudiuits,

et en (pieilc uianii'ie ces sous penveul se répandre dans le uièinc espace

sans se troiilder ou se cdurondre en aucune façon, couMue nous le

montre rexperience journalière.

Co!ice\(pns donc dans la nieiiie tilirc aérienne >oiiore AI5 //i,'. i(i,

Fig. iG.

divers points ph\>iipies (;',(;".('' ipii MUelil liappe.s en liH'llie lelii|is

par des corps sonores, ipii ditTerenl les uns des autres comme on voudra;

.8
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soient représentées par c,, Co, c^,... les im|)ulsions (ui les vitesses eoni-

muniquées à ces points, et queX,, X,, X3,... désignent leurs distances

AC, AC", AC'",... de la première extrémité donnée A, on trouvera, pour

la vitesse u d'un point quelcon([ue D de la inénie tihrc ipii est éloiiiné

de A par l'intervalle AD = œ, l'expression générale suivante :

. \, ro . .rc7 iHus . ^.X,ra . a.rro y.tHm
sin sin— ces —=—h sin sin ces—^rr-

ia 2 a 2 J 2 « 2 rt 2

1

. 3X,cT . o.rjs 3/Hro
-f- sin sm fos

—

tjt-
ia 2(1 2 I

2Cj I . XiCJ . XTS /Hro . 2X.ro . 2X7^ 2/H55
,
sm sin— oos—=—1- sm '-— sm ces

»? \ art 2(1 2T 2(1 2(1 2T

. 3 X nj . 3.z"cT 3/Hro
H- sin '— sin cos—ttt^

2rt 2rt 2

1

. X,C7 . jrcj /H 55 . 2X3^ . 2.rm a/Hro2C; I . \^m . XTS tnm . 2X3)15 .—^ sin sin — ces —tt.—1- sin sin
m \ 2(1 2(1 2 I 2rt 2rt

. 3X,ro . Zxm 3/Hrn
sm sin ros

2 a 2 a 2 (i

On ramènera ces expressions à la forme de celles du n" 54, et il vien-

dra, comme il est aisé de le voir, une suite de formules toutes semblables

entre elles, et semblables à celle qu'on a trouvée pour le cas d'une seule

impulsion donnée c. Or, afin de connaître ce cjui arrivera lorsqu'une

même particule d'air sera ébranlée par plusieurs sons divers, il faut

chercher la valeur de u au moment de l'ébranlement, et en suivant le

même procédé qu'on a enseigné (38j, on trouvera que chacune des

expressions qui composent la valeur générale de u se réduira à drc,,

± Co, ± c,,..., selon que le temps t répondra aux formules

X,

a
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C.,,...(l(iil icholldic cXacIcliM'llt ;i cclli' ilc^ (|li:ililil('S " -+- O.S.

On vuil (le lii (|iic loisi|iril ii'\ :i (|ii'iiiir ilc ces ('(|ii:ttiiiiis (|iii snil sv\\-

ticc, U l'Clicllt lu IMi'lllr \;il('lll' > (jn'il ;i rllr :ill iiillllliciiccllirlil ; llKlis

(|ii;iiul pliisinii's (iiil lirii en iiiciiic li'iii|is. I;i \:ili'iir dr // (Irviiiil cuin-

posco (les |)r('ini('i'<'s \:iiciirs r-,. c.^, c., Dune, |)in.--(|iir ilhiciiiic drs

i'i|iialii)iis r('|i(iiid, |ii>iii' ainsi diir, ;i i lianin des smis {lailiriilicis iiin-

pai^és ('ns('nil)lc, ccllr pi'o|iai;atiitn se l'cra lunjiinrs dr la nicnic inanii'i'c

|)ai' i'a|)|)(irl ;i c Ikiciiii d'eux, connue s'il ei'il elc seul, el il se eoniinnni-

(|iiei'a d'une iiailienle il l'autre la même iin|Milsion i{iii a ele |ii'(Mlni|i' nar

le corps sonofe : pai' eonsequenl, iorsipu' deux ou plusieurs sons se ren-

coiili'eronl, la pailicnle d'air (|ui se Irouve dans leur point de l'encoiiti'e

recevi"! une impulsion composée des impulsions particulii'ri's )|iii con-

stituent la nature de cliaciiu d'eux : el passé ce moment, ils continueriiut

h'ur (du'niin comme an|iaravanl. tout de iiiénie eoiiime ou a vu ipi'ii

arrive dans les e(dios ((uuposes.

(i.'î. Nous avons donc Irouve dans nos l'ormules le develuppement d'un

fies principaux poinis de la théorie du son, (pii rcf^arde la manii're avec

hnpielle l'air est capai)l(' de ti-ansmeltre ;i l'oreille sans imdani^c les ini-

pi'cssions de plusieurs sons dilTerenls. dette verile, (|ui est une des plus

{•onnues par ex|)érience, a eependanl enil)arrassé si fort les Physiciens

jusqu'il pi'ésent. ipic les pins liaiiiies oui ete ohIii;es de recourir il des

systi-mes pour en rendre raison. Les principaux se réduisent ii deux :

celui du imdaui;!' des vii)iations isochrones, pro|)(ise par.M. I)ani(d her-

m)uHi, et eidui de la dilTerente (dasiicité des particules de l'air, inventé

par M. de JMairan. Pour ce (|ui est du (iremier, nous eu avons vu l'insutti-

sance dans le (',ha|)i(re V. .A l'ei^aid de l'antre, il sultira de remarcpier

(|ue la dilTerente nature des particules de l'air ne peut influer (|ue sur la

vitesse (lu son, comme il lésulle de la l'oiinule donnée 5G : mais (|ue

pour ce ipii est de leur (diraidemcnl , il ne de|iend cpu' de la nature du

coi'ps S(Hi(H'e, dont les pallies IVappeiit dans leurs oscillations indistiucle-
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mciil toutes celles de l'air eonlii^u. On peut voir dans l'aitiele Fo^D\-

MKîfTAL de VEncyclopédie les autres raisons qui rendent ces deux systèmes

insoutenables; c'est pourquoi je ne m'y arrêterai pas davantage.

<)4. Nous venons de voir que la particule d'air qui se trouve dans la

rencontre de deux sons reçoit un ébranlement dit'Cérent de celui (jui est

produit par cliaque son en particulier; donc, si les sons sont de telle

nature que leurs vibrations concourent toujours après un certain temps

donné, l'impression suivie et régulière de ces ébranlements conipOvSés

pourra être distinguée des autres impressions particulières, et une oreille

assez exercée entendra un troisième son, dont le rapport avec les autres

se trouvera en comparant le nombre des vibrations particulières que

chacun d'eux achève entre deux concurrences successives. On devi'a

donc entendre ce troisième son précisément au point milieu de la ligne

qui joint les deux corps sonores, parce que, les sons ayant toujours une

même vitesse, c'est la ((u'ils doivent nécessairement se rencontrer;

( ependant, si l'on considère la masse continue de l'air, on voit que chaque

()articule d'une libre sonore doit être considérée comme le centre d'une

intinité d'autres fibres, auxquelles elle peut aussi communiquer du mou-

vement, ce qui tait que le son se propage en tous sens; d'où il suit que

l'ébranlement composé pourra être de même porté à l'oreille dans une

intinité d'autres endroits, quoique avec moins de force et moins distinc-

tement, à cause de la diminution et de l'altération causées par les résis-

tances des particules hétérogènes dont toute la masse de l'air est par-

semée.

Il faut une extrême finesse d'oreille pour percevoir ces sons composés;

aussi n'y a-t-il que quelques-uns des plus habiles artistes qui les aient

reconnus. M. Tartini est le premier, que je sache, qui se soit attaché à

les examiner avec soin, comme on peut le voir dans son Traité de Musi/fue

imprimé à Padoue l'année 1754. Ce célèbre Auteur nous apprend qu'en

tirant d'un même instrument capable de tenue, comme les violoiis, les

trompettes, etc., deux sons à la fois, ou bien en les tirant de deux instru-

ments éloignés l'un de l'autre de quelques pas. on en entend un Iroi-
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siënii', qui est (r;iiil;iii( plus sonsihlc (|u'<in se tii|j|)i(iilif |iliis du (xnril

rnilii'ii «Ir riiilcivnlli' iloiiiic.

Apirs l)i'aiic(iu|) (rrxpcriciUTS sui' n- sujet. M. Tiiiliiii loru lui (|nt' si

l'on cuiisidlTi' hi suite des liiK lions -, -^ -j, -< -:!•••, el (lu'dn ;iiusle
:> ) i| 5 o '

MUliUll de sons (|ui ;iielll le luénU' l;i|i|MUt eullc eux (|Ue le^ tenues de

celle suite, deux s(Uis voi>ius (|uel(oiH|ues |iroduii(Uit Iiiuioui>. poui-

troisit'iiu' sou, le pi-eiuier sou (|ui icpoiid au leiiiie -• Or, eu exaniiiiaut

l:i nmeuireuce des vilu:ilious de tous ces sons, on liouve (lu'idle ue peut

avoif lieu (pi'apri-s un iKUiduc de vii)iati(nis ét:al au dénoniinaleui- de la

iraflion <pii exprime les sons ((U'i'espiuidanls ; ainsi les deux siujs expii-

mes par^el par . ue de\ieiiueul coiuiiii-eiils (lu apfes ciiiii \iliiatuins

du premiei- el six du second, et ainsi des aiitics: d'iui il s'ensuit ipTeii

coniparanl le iKuiilire des couciiii't'iices au nonihre des NilualHUis de

(•lia(|Ue son paiticulier, le Iroisii-me son produit |iar deux de la série pré-

cédente devrait toujours èlre exprime par i, ce ipii dcuiiie |irnprrmeiil

l'octave de ccdui (pii est résulte a M. Tartini. .Mais on sait (|ue la ditle-

rcnce entre un son el son octave est souvent insonsilile à l'oreille, par la

facilité naturelle (|U(' nous avons de les coiit'oudre eiiseiuhle: donc, si l'on

substitue au troisième son do M. Tartini son octave au-dessous, les résul-

tats de ces expériences deviendront en tout ((Uirornies a ceux ()ue nous

doiMie notre tlieorie. On doit cire d'aiitanl plus porte à admettre cet

échange d'un siui dans son octave, (pic M. Serre, dans son ouvraiic Mil-

les Princi/HS de iIhirmortic de i-V:^, en l'aisanl mention des ex|)ériences

»lt! M. Tartini. nous ra|)|>(U-te (pie les troisièmes sons produits par des

lierres majeures et mineures se trouvent précisément îi l'octave liasse de

ceux de .M. Tartini.

Nous avons parlé plus haut de rexperieuce des hallements de M. Sau-

veui', et nous aV(His vu (pi'ils :i iHUideiit (xaclemeiit aux coiicurreuces

(les vilirati(ms; il v a donc tout lieu de croire (pi'ils s(Uil de même tVu'UU's

par la rencontre de deux sons, el (_|u"ainsi leur explication dépend entiè-

rement de la théorie (pie nous ven(Uis de (hunier. 11 est doiu vraisem-
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l)l;il)|p (|iif If Iroisièniê son de M. Tarlini n'est produit que par une suite

de battements, et dans ce cas il est très-aisé de reconnaître que le troi-

sième son doit avoir avec les deux sons primitifs le rapport que nous

avons ci-dessus établi.

(]e serait ici le lieu d'examiner la nature et la source des consonnances

et des dissonances; mais il faut avouer que, malgré les efforts de plu-

sieurs habiles musiciens, on n'est pas encore parvenu à établir là-dessus

(les fondements constants et généraux. M. Sauveur est dans l'idée qu'un

accord plait d'autant plus à l'oreille (pic ses battements sont plus fré-

quents, et qu'ils restent pour cela moins sensibles ; d'où il suit (|ue les

accords consonnants doivent être précisément ceux dont les vibrations

sont les plus concurrentes, et qu'au contraire les accords deviendraient

dissonants lorsque la concurrence des vibrations est telle, qu'elle peut

aisément être perçue par l'oreille. M. ïartini tire aussi de ses expériences

du troisième son plusieurs conséquences pour la nature de l'barmonie.

Il prétend (pie le troisième son est toujours la vraie basse dont les sons

particuliers sont les dessus, et c'est sur cela (|u'il a principalement fonde

son svstème de Musique. Quoi qu'il en sdil, il est au moins certain, pai'

ce que nous venons de démontrer, (jue, de quelque ï-dç_o\\ qu'on prenne la

chose, la concurrence des vibrations en est toujours le fondement,

(|Uoique présentée sous des points de vue différents; nous verrons encore

ci-après que le principe de l'harmonie, qu'on prétend trouver dans la

nature même des corps sonores, revient encore à celui-ci.

65. Lorsque les parties des corps sonores sont ébranlées, l'air reçoit

autant d'impressions successives que ces parties font de vibrations, et

ces impressions se répandent partout, sans se multiplier ou se troubler

en passant d'une particule d'air dans l'autre. Donc, si le corps sonore est

de telle nature que les vibrations de ses parties commencent toutes el

s'achèvent loujouis dans le même temps, l'oreille sera frappée à la fois

par plusieurs petits coups (pii se succéderont par des intervalles de temps

égaux, et cette uniformité d'impressions produira ce sentiment agréable

qu'on appelh^ son; au contraire, si les vibrations des parties du corps
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sonore (lilTi'iciil li'S unes des jiiilics, c'csl-ii-diii' (in'cllcs ni' Miienl |p;is

lonics d'riiiilc (Inicc. noltc nr^jinc i(t<'\i;i ;i i|i;i(|ni' insliuil ili's cliiîinlt'-

iMcnls dilTcicnls, cl un n'cnlrndi;i d;ins ce ciis (jm'iiii lniiil («mlns. (!cllc

vcrilc. (|ni ;i clc di's liini;lcni|is iccinunn', est niir <-\\\{c nc(css;iiif de ce

(|nr l'on a dcnionli'c sim' les nionM'Micnls des rindcs vilnanlrs cl snc

ccnx des fihrcs élasti(|ncs d'air; car mi cpronvc hnis les joins i|nc lc.>

coides i|iii prodniscnt les nicillcni's sons scnil lonjonis celles i|ni mil nnc

|dns ^landc nnii'orniilé dans Inule leni' exicnsion, ce i|ni les rend [dus

capaldes des iiKiiivcnicnls réi^nliers cl isochrones (|iie nous avons deter-

iniiies dans le (!lia|iilre \ II. Ainsi rexiilirarnin (In smi cl du lunil. (|nc

(|ntd(|nes .\nlenrs onl vonin donner en disani (|ne loiil lunil esl un. et

qu'an imilraire loiil son est corn/xjsr. londie ici d'elle-nienie, |inis(|n'elle

esl (oui il i'ail o|i|)osee ii ce (|ne iiinis venons de démontrer.

Supposons ii |)rés{'iil (|ne pendant (|n'nne corde l'ésonne il v ail pri's

d'(dle pinsienrs anircs cordes leiidnes. il est i lair cpie l'air (d)ranlé par la

première frappera tontes les antres, cl (|iie les impulsions reçues par

celles-ci répondront pai l'ailemenl ;i ( liaciine des vllnalicms de c(dle i|n"(m

t'ait resminei': donc, ii l'orce de conps réitères, elles devi-onl de même

entrer en Ailnation; m', piiisi|ne la diii-ee des \iliralioiis des cordes est

alisolnmenl déterminée pai' la cimslitution de la corde niénie, il s'ensuit

que si toutes les cordes sont de nn-me nature, les viltrations naissantes

de c(dles (|ui s(Uil éliranlées par l'air |mi' seront toujours l'avorisées par

des impulsions cmitinues (|ui procèdent de la corde principale: c'est

ponr(iuoi an bout d"un certain temps elles seront aussi forcées de réson-

ner. An contraire, si les cordes sont telles, {|ue leurs vibrations ne puissent

jamais être concin'renles, elles seront laiitôl favorisées et tantôt troublées

par les impulsions qui |uoci'deiil de la conie [principale, et ainsi il sera

imp()ssible (lu'tdles reçoivent jamais un mouvement sensible el capable

de produire le son (|ni leur esl propre, Su|tposons ii |)résent tiue les

((U'des lendiies ne soieiil pas ii l'unisson de c(dle (|u'on fait résonner,

mais ([u'idles y rept>ndent comme nombre a nombie, il faudra ici dislin-

i^uer deux cas : lors(|ue le son de la corde |irincipale esl mesure exacte-

nieiil par ceux de< antres cordes, et lors(|ue ces scms sont seulement cinn-

I. >y
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incnsurablcs entre eux. Il est visible que dans le premier de ees cas, les

vihralious des cordes qu'on laisse en l'epos seront toujours favorisées par

celles de la corde principale qu'on ébranle, et par conséquent ees cordes

devront de même raisonner comme si elles étaient ii l'unisson; dans

l'autre cas, les cordes ne pourront résonner dans leur totalité, car elles

seront toujours en partie troublées et eu partie favorisées par les vibra-

tions de la principale; et connue les impulsions contraires et favorables

sont toujours uniformes, elles les forceront de prendre des figures telles,

(|ue leurs vibrations puissent toujours être favorisées. Il faudra donc

(ju'elles se divisent en plusieurs ventres égaux, de sorte que le son de

(bacun de ces ventres soit, on à l'unisson de celui de la corde principale,

ou bien qu'il le mesure toujours exactement comme dans le pi'emier cas.

Or, puisqu'il n'y a rien qui retienne fixes les nœuds formés par les

ventres naturels de ces cordes, il arrivera facilement que les vibrations

particulières se dérangent les unes les autres, ce qui en détruira l'uni-

formité et empêchera par conséquent les cordes de résonner; elles ne

feront donc (|iie frémir au son de la principale, et se divisei'ont , en

frémissant, pai' une espèce d'ondulation, comme on le voit dans les sons

liaruioni(|ut'S.

Ce phénomène a été observé par MM. Wallis et Mersenne, les premiers,

puis par M. Sauveur dans la dissertation citée (50). Tout le monde le

reconnaît aujouid'hui, et on convient généralement (|ue l'aii' ébranlé

par les oscillations d'une corde est celui qui met les autres en mouve-

ment; mais il icstait encore à donner la raison pourquoi, de plusieurs

cordes frappées également par les mêmes coups d'air, il n'y a (|ue les

harmoniques qui puissent résonner ou frémir simplement. C'est ii (juoi il

me parait avoir entii-rement satisfait par tout ce qui a été démontré

jus(|u'à présent.

.le souhaiterais pouvoir expru|uer de même la multiplicité des sons

harmoniques qui se font sentir en frappant une seule corde, telle que la

douzième et la dix-septième au-dessous du son principal. Mais j'avoue

(ju'après bien des réflexions, je ne suis pas encore parvenu à trouver sur

ce sujet rien de satisfaisant. Ayant examiné avec toute l'atlenlion dont je
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siiis (ïiiuil)!!' les oscilhilidiis (lr> cuidcs (iMidiifs, ji' lo ;ii loDJoiits Iroii-

vci's simples cl iini(|iics (l;iiis loiilr Iriir ciriidiic, d'iiii il me |)ar;iil iiiijtKS-

sililc (le CDiiriMiii' commciil iIimis (uns |ii'ii\ciil clif ciiiiciKli-rs il la fois.

Il sctail |i(uif (fia iiiiililr de iccoiiiir aux tiii-uiics duiil on a l'ail men-

tion ()3 , |)uis(|m' nous en avons déjii l'ait senlir le défaut. Je soi'- dnm

en( lin a i roiie i|ne ces sons |ieuvenl elle [iKiduils pai- d'anlics eoips qui

l'esonnenl an hiiiil dn son |M'in<i|ial. eoninie un \ii'nl de le voir dans les

eordes: el ce (jni |hiiI diiiiiici' (|iicl(|uc poids ii celte conjcclure, c'est (|ne

ce nn'laui;e de sons liainionienx n'est ^ui're sensiidc i|ne dans les ( lave-

cins on dans les anlics inslrnmenls montes de plnsieiirs cordes.

Qnoi (|n'il en soit, je désirerais ([ue des personnes dont l'iniille l'ut

extiémcuienl line, et (pii ne l'eussent pas iteaucoup exeicée ;i entendre

(le la niusi(|ue, \onlusscnt liien prendre la peine de repeler ces expé-

riences sur une seule corde tixee par deux clicxalels sur une simple

lahie, dans des lieux ouverts de toute part: dans ce cas. on piuiirait elle

sûr (|ue ni la preveiilion de l'nreille accoutumée ii entendre toujours les

sons principaux acc(unpagnes de leurs hariiioni(|ues, ni la resonnance

des corps circonvoisins ne pourraient y avoir aucune part, et le résultat

de rex[iérieiice deviendrait hors de toute atteinte.

M. Hameau, un des plus céièlires artistes de nos i(nirs, el ii (|iii l'art

iiiusical est si redevahle. a doiine en i^'x) une démonstration dn prin-

cipe de riiarmonie. tondée sur les expériences rapportées de la reson-

nance des corps sonores. Cet .Viiteiir croit avoir ainsi decoincrt dans la

nature même les vrais l'(jndeiueiits de riiarmiuiie. (|u'on avait avant lui

inuliiemenl eiierehes par d'autres voies: mais après tout ce (|ue nous

venons de déinontrei'. on voit évidemment ({ne ce princi|)e même tire

son oriiïine de C(dui de la concurrence dos vibrations, principe di'.s louii-

tem|ts reconnu pour la sonrce des consonnaiices et des dissonances, el

sur lc(|Uel .M. l'iulei' a etaldi sa nous elle llieoiie de musicpie dans le Traite

cité 52 . (le cel(d)re (leomi'tre a (l(Uiiie en elTet il ce principe toute

l'elendue diuil il parait ca|ial)le. el il a làclie [lar lii de ramener ii des liu-

iiiules assez simples les [irincipales ivi^les de la c(un|)osition. ()ii ne doit

donc |)lus rei^arder le principe de M. Hameau (|ue comme une noiixelle
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preuve de celui-ci tirée immédiatement de l'expérience; mais cet Auteur

aura toujours le mérite d'avoir su en déduire avec une extrême simplicité

la plupart des lois de l'harmonie, que plusieurs expériences détachées et

aveugles avaient t'ait connaitre.

Au reste, quehjue principe qu'on adopte pour développer la natuie

des consonnances et des dissonances, il restera toujours à expliquer

pourquoi il n'y a d'autres rapports primitifs consonnants que ceux ([ui

sont contenus dans lesnomhres i, 3, 5; car il est certain (|u'une corde,

qui sera la septième partie ou hien le septuple d'une autre, devra réson-

ner dans le premier cas et frémir seulement dans le second, tout de même

comme si elle rendait une douzième ou une dix-septième, d'où il résulte

que, suivant même le principe de M. Rameau, on devrait regarder les

4 7
rapports ^ ou

^ pour consonnants. ce ([ui est néanmoins démenti par

l'expérience. JMais ce qui est plus étonnant , c'est que le rapport -i (jui

constitue une seconde majeure, est heaucoup moins dissonant que le

rapport ^^ quoique les concurrences soient plus fréquentes dans celui-ci

que dans l'autre, il y a la même question à faire sur plusieurs accords

qui ne sont pas reçus dans l'harmonie, quoiqu'ils contiennent moins de

dissonances que d'autres qu'on emploie avec succès. Je crois que, dans

quelque système de musique que l'on veuille imaginer, on ne pourra

éluder ces difficultés qu'en recourant au goût et au sentiment commun,

sur lesquels l'hahitude et les préjugés ont peut-être beaucoup plus de

pouvoir qu'on ne le pense ordinairement. 3Iais ce n'est pas ici le lieu

d'entrer dans de telles discussions. Le savant M. d'Alemhert en a traité

fort au long dans l'article Fondamental de VEncyclopédie, auquel nous

nous contenterons de renvoyer.
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LA NVTlUi: i:r la PllOPAGAilILN ilL SUN.

[Misirtianeii Tiiinhicn^in , t. 11. I7()(>-I7(ii.
I

ciiAiMini: iMîK.MiKir

Il KM MiQlES SUll l.A IIIKOIIIK 1)K l. A !• IlOl' A G A T 10 N DU SON,

DONNKK l>Alt M. NKWTO.N.

I. Siiii'iil jlg. 1 tl, F, (i tiKis |);ii liiiilcs d'iiir t'ii rt'pus, phicccs sur

I-i!!- 1-

A BEFG£;;ye/'9C D

l;i (Iroito B(^ h (les (lislaïu't's i'ii;ilcs riinc df riiiilrc: imaiîinons (jiu- ces

|iaiti(iilcs [larvit'iuicnt. <lans un li'iiips (Hicl((iH(|iU' /. m i, :.. y; et siip-

posoiis. avec M. Newton Piop. XI.\II, Liv. II des Principes mathéma-

tiques ., (|ue la loi lie leur uiouveuieni sdil reut'erniee dans une seule

courhePKS //'i,'. :<, de telle man'uMC (ju'eu taisant PH = /, et [ucnanl

les portions d'are HI, IK égales entre elles, et ipii aient un rapport donné

aux distances primitives EF. FG. les ahseisses correspondantes PL, PM.

l'.N soient égales aux es[)aces paiidurus Ki, Fy, (îy: il est ( laii- (pi'iui

aura

r/ = EG - LN :

par consecpu'ut, si on suppose (|ue r<dasticile de l'aii' soit en rais(Ui di-

l'ccte de sa densité, l'élasticité de l'aii- condensé en ay sera à son élasticité
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naturelle, que je uouiine E, en raison invei'so de v/ à EG, ou de EG — LN

à EG; doue l'élasticité de la particule F transportée en ç, sera exprimée

ExEG
par EG-LN Par le même raisonnement on trouvei'a en coupant dans

Fig. 2.

l'arc PKS les parties HF, DK égales à Hl, IK, et menant les ordonnées

FO, DR, nue l'élasticité de la ijarticule E en i sera éi^ale à ir:^ -^, et^ ' ' <^
E(i — OM

E X E(i
celle de la particule G en y égale à y^ _ .... '^ d'oii l'excès de l'élasticité

de l'air en £ sur son élasticité en y sera

ExEG
VEG — QJOM EG-MR )

= ExEG QM — MR
(EG-OM)( EG-MR)'

ou, à cause que les excursions des particules sont fort petites par hypo-

lUèse,

QM - MR
E

EG

Cette quantité est la i'orce qui fait nmuvoir la partie du milieu -_., ou ry,

dont la masse est D X EG, en |)osant l) pour la densité naturelle de l'air;

donc la lorce accélératrice de la partu'ule o sera -r-
——

- ; or la loi
" EG'

du mouvement de cette particule demande (ju'elle soit si>llicitée |nii' une

force accélératrice

T^ QM — MR Ij- QM - MR

h étant la hauteur de la(|U-elli' un corps pesant tomlie dans le temps T;
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donc on doit ;ivoir

E QM - MK _ P Q.M - MK
" ïïT;' " '''

'\s\V

co qui se réduil. en sii|p|Mis;iiit Kll = y.VXj, à

J — 111.
D ~~

2/1 a''

d'où l'on lire

,
/TM)

• « = -\/tëâ'

I;) nature de la oourlte l'KS demeurant indéterminée.

De là résulte donc cette conclusion, <lont l'exactilude ne [icut être

révoquée en doute, savoir : (|ue la loi des mouvements des particules de

l'air n'est pas uni(|ue et déterminée, connue l'a i lu .M. .\e\vtun, u\:\\>

que, soit cidie des pendules adoptée par ce grand Géomètre, soit celle

des corps (|ui tondient pai- leur pesaiiteui, ipu' .M. Cramer juiicait alisurde

et contradictoire, ou lnule autre (|u'(m iuuigine à volonté, a égalenu-ut

lieu et peut être indit't'ereuMiient employée dans la solution analyticpu'.

.le dis dans la solution a/ialyti(/i/e. car, lors(pi'il s'agira de déterminer

cette loi dans des cas particuliers, il faudra encore avoir égard aux |irc-

niiers ébranlements des particules donnés par l'hypothèse.

2. .l'avais déjà trouvé cette conclusion générale dans le premier Cha-

pitre de nu's Recherches sur la nature et la propagation du Son ;',, impri-

mées dans le tome \" des Miscellanea Taurinensia; mais elle m'avait paru

alors si paradoxe et si éloignée de la nature de la question, (pie j'avais

cru pouvcdr la regarder comme une picuve de l'insuftisance des /Vj«a/>e^

de M. Newton. Or je vais deiuoulrei' i( i (jne cette même conclusion est au

contraire eutièreuieut e(Uiror'me ;i la theniie de la propagation du son

<[Ue j'ai donnée dans le Chapitre \" de la seconde Section des Hcchailics

précédentes.

(') Cotnnu' j'aurai soineni occasion dans la suite clo renvoyer à ces mêmes Rrclunlirs, je

les appellerai simplement Rcilienlws prcvrtlenlcs. et j'en citerai les Chapitres et les numéros

en chiffres romains pour les distinguer de ceux île la Dissertation présente.

I. 20
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Qu'on considtM't' une particule quelconque de la fibre AD, dont l;i

distance à la particule E soit a; dans l'état d'équilibre; on trouvera aisé-

ment, par la construction ci-dessus, que l'espace parcouru par cède par-

licule dans le temps t sera égal à l'abscisse qui répond ii l'arc PH = /

diminué d'un arc ux, c'est-à-dire à un arc t — ux. Or, quelle que soit la

nature de la courbe PHS, il est constant qu'on peut en regarder les arcs

comme des fonctions données des abscisses correspondantes, et de même

les abscisses comme des fonctions des arcs; donc l'espace parcouru par

une particule (juelconque de la libre AD, pendant le temps /. sera ex-

primé généralement par q {t — ax). Cette formule, en faisant / = o, doit

représenter les ébranlements primitifs de la fibre AD; donc, si on sup-

pose, comme dans l'endroit cité des Recherches précédentes, (fu'une par-

ticule quelconque E soit ébranlée par le corps sonore, il faudra que la

fonction o
{
— ax) soit toujours nulle, excepté lorsque .r = o. Par con-

sé(|uent, la formule générale
(f

[t — xx) aura seulement une valeni'

réelle, lors([ue / — eux = o, savoir a- ^ -; par où l'on voit que l'ébran-

lement excité dans la particule E se propagera dans la fibre AD, de ma-

nit're ipie, dans un temps quelconque /, il parviendra à la parliciilc cpii

est il une distance - de la particule E; d'où il s'ensuit (lue la vitesse du

son sera uniforme et éi^ale à

1 — ' _ /îl^

V 2E//

E
ou, en mettant au lieu de ~ la bauteur A de l'air supposé homogène,

V2A/i

ce qui s'accorde avec le n" LYI des Recherches précédentes , et avec ce ijue

M. Newton a trouvé par une méthode différente [Prop. XLIX, Liv. II des

Principes).

Au reste, il est claii' cpi'à cause de l'ambiguïté des signes de la valeur
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ilr 7, l:i riMiiiiilc pi'/ — a.T; rfiilfiiiiri;! icillcrnriil li'^ cliMix lorimilfs

'j
(

/ :;
j
cl

'f ( / H = )- en posant, pniir aluctîcr, c au lieu de .j;^;

(liiuc, rii iMciiaiil lieux loiulions dittiTciilcs. l'une ptuir le ^ij;ne -^ el

l'anti'e |iiinr le >i;;ue — , el les ajiiutaut euseuiMe, ou anr;i

('-;l)-K'-;i)

pnui- l'expiessnui m'niTale (le l'espace pareouiii pal eliai|ue pai lli iile de

la lihre Ai) dans un leuips (pudeiui(|iu' /.

Ncius verrons dans la suite les e(Misé(|nences (pii lésnllent de cette f'(u-

inule. par lappoi't ii la |iro|ta;^ation du sou cousulerée d'une luanièie

i>('lU'i'ale; mais nous r'euiar(|uei'ons d'avance (pu' la vitesse de la propa-

gaticui est toujours ei;ale a \r.coinuie on l'a tiouve ci-dessus dans un cas

pai'ticulier.

3. Tidieesl la solution iiénf'i'file (|ui peut se déduire des Principes de

.M.iNewtou; cet illustre Auteur n'en a tire cependant (pi'une solution

assez particuliiTc et même peu exacte, mais (pii l'a conduit néanmoins

au même résultat sur la vitesse de la propai;alion. C'est ce <|u'il tant

dev(d(ipper.

M. Ne\vl(Ui commence par sup|ioser (pie la coui'lie PKS est un cer( le

dont le diami'ti'c PS est éi;al ;i la plus grande excursion V.r de la [larli-

eule E, et dont la ciiconterence est ;i l'intervalle Ht! Avs pi//sio/is. comme

KH à E(i, savoir comme c/. est ii i selon nos dénominations: d'où il résulte

(|ue le nuinvement de cluKine particule d'air est le même (jue cidui d'un

[)en(lnle (|ui décrit des arcs de cv( loule, et (pie l.i durée de cliaqne oscil-

lation est éffale ii la ( ircout'ereiuc enlii're du cercle l'l\S/(l', sa\(iir

X BC = BC.
V2/(A

.M. Newton suppose ensuite (pu\ dans le temps d'une oscillation, la

pulsion en avançant parcourt sa largeur H(;. c'cst-à-dirc qu'il se fornu'

en CD une nouv(dlc tibrc sonore Cl) cnalc à la premit're BC; d'où il déduit
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la vitesse du son

V2/iAxBC _ y 3/! A
TXBC "" T '

précisément comme on l'a trouvée ci-dessus.

Je remarque d'abord que la jMemière hypothèse de M. Newton, savoir,

([uc la courbe PKS soit un cercle, ne peut être admise qu'analytiquement

et non relativement à la question de la propagation du son, car :

i°Les ébranlements primitifs dépendent absolument de l'impulsion

du corps sonore, laquelle peut être quelconque; par conséquent il est

impossible que ces ébranlements soient toujours exprimés par la même

courbe, et encore moins par un cercle.

2" Comme le cercle est une courbe rentrante, il est clair (|u'on peut

toujours trouver un arc t — ax, dont l'abscisse représentera (suivant la

construction) l'excursion d'une particule quelconque distante comme

l'on voudra de la particule E; d'où il s'ensuit que toutes les particules de

la libre AD infiniment prolongée de part et d'autre doivent être toutes

en mouvement à la fois, ce (|ui détruit la propagation du son et est

directement contraire à la nature même de la question.

A l'égard des oscillations des particules qui forment la pulsiort BC,

nous démontrerons plus bas (15) que leur durée est toujours la même,

quelle que puisse être la nature de ccilc pulsion, et qu'ainsi la formule

^ " " BC, que donne l'hypothèse particulière de M. Newton, est exacte

et conforme a la véritable théorie de la propagation du son.

Il en est de même de l'autre hypothèse de M. Newton, savoir, (|u'il

s'engendre une seconde libre égale à la première, lorscjue cette première

a achevé une vibration entière. Cette hypothèse est légitime, comme on

le verra plus bas (12 et 15); mais doit-on l'admettre sans la démontrer?

On est d'autant plus en droit d'en exiger la démonstration que, suivant

la construction de M. Newton, les pulsions AB, B(^ CD,... ne se forment

point l'une après l'autre, mais existent toutes à la fois et ne font que

changer de place sur la fibre AD, comme il est aisé de s'en convaincre

en examinant cette construction.
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En voilà assez pour |iriiiivcr rinsiinisance de la tluMiiic de M. .NcwIdu.

ri jiniii' l'ciiilri' lai.Miii |Mini'i|ii<ii riji' i'(iii<liiit iii'aiiiiKiiiis aux viTilalilcs

lois (le la |ini|)aL^aliiin du son.

4. Nous venons de nioMirci' (|ne la ( miilie l'KS nr pciii ctif un i-ei( le.

Or je dis iin'cllr ne |ii'nl pas nu'nie rire une conrlx; ali;é])ri(jue on lran>-

(Tiidanlc j'iHir le jiniiiNer, ie renianiue inir la roiirtioii •; ( ; — ),

(|ui re|iresenle en général les excursions des parlicules de la tilirc Al)

pour uu Ituips quelconque /, doil aussi représenter les excursions pii-

Uiilives, hdies (pi'tdies sont engendrées dans le |)reinier in>laiit p;ii- l'iie-

lioii du eoips sonore sur les |)articules de l'air conligu. Or il est i lairqur

cette impression ne saurait s'étendre à l'infini, mais (pTelle devra même

être renfermée dans un très-petit espace autoin' du i orijs, ii eause de

l'extieuir petitesse de ses vibrations; d'où il suit (jue dans le premier

instani il ne peut y avoir qu'un certain nombre de particules, dans la

tibre aérienne, qui soient mises en mouvement, et pour lesipudlrs l;i

valeiM" de '.; (
/ -^^=

i
doive être récdie; il faudra, en eonséiiuence.

pour remplir cette condition, (lUe la lonclion '^ (
/ i=^ I

s'éva-

nouisse toujours d'elle-même, lorscpie, / étant égal à zéro, x surpassera

une quantité donnée. Soitrt la longueur de la portion de la fibre (|ui est

ébranlée au commencement, il faudra avoir en général

(4- = )T-|

prenant pour :; une ipiantité (pudcomiue positive.

Telle devra donc être la naluie de la courbe PUS, d'où dépend la va-

leur de ç, que tous les arcs exprimés par — re|)ondent toujoui';
•//A

au inêiue point de l'axe où les abscisses ont leur origine; c'est ce ipii ne

saurait avoir lieu dans aucune courbe, soit géométri(|ue, soit transcen-

dante, puis(ju'il faudrait pour c(da (pu- dans un t(d point elle se transfor-

mât tout à coup en une droite perpendiculaire à l'axe.
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CHAPITRE II.

DES FONCTIONS I RR EG L' Ll EK E S ET D I SC O NTI NUES.

Observations sur la nature et l usage de ces fo/wtions.

5. Nous venons de démontrer que, pour trouver les ébranlements des

particules de l'air dans le cas de la nature, il faut se servir d'une ligne

courbe dont le cours devienne tout à coup rectiligne en un point donné,

condition qui est absolument incompatible avec la loi de continuité, à

laquelle toutes les courbes, soit algébri(|ues, soit mécaniques, sont né-

cessairement soumises.

De là on voit la nécessité d'admettre dans ce calcul d'autres courbes

que celles que les Géomètres ont considérées jusqu'à présent, et d'em-

ployer un nouveau genre de fonctions variables indépendantes de la loi

de continuité, et qu'on peut très-bien appeler /o«f7/o//.« irrégiiHères et

discontinues. Mais ce n'est pas ici le seul usage (|u'ou doit faire de ces

.sortes de fonctions; elles sont nécessaires pour un grand nombre de ques-

tions importantes de Dynamique et d'Hydrodynamique; car, Iors([u'on

a- un -système de corps ou de points mobiles, dont le nombre est infini, et

qu'on en cherclie les mouvements après les avoir, comme que ce soit,

dérangés de leur état d'équilibre, il est facile de comprendre (jue tous

ces mouvements ne pourront être contenus dans une même formule, à

moins qu'elle n<' soit aussi applicabli' au premier état du système, qui

est tout à fait arbitraire, et dans lequel la loi de contiiuiité est le plus

souvent violée. M. Euler est, je crois, le premier qui ait introduit dans

l'Analyse ce nouveau genre de fonctions, dans sa solution du problème

de chordis vibraniibus, (jui rentre dans la classe de ceux dont nous venons

de parler; mais nous avons exposé ailleurs [Rech. préc, XV) les diffi-

cultés dont cette solution est susceptible, et la nécessité où l'on était de

l'établir et de la confirmer par une méthode aussi directe et rigoureuse
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(|ur <rllr i|iif iKHis avDils rioiiiicc (l;iiis le (lli;i|iiln' \ ili'> lU'clirtvlKS prè-

(((Icnlrs; "SX. l'jiliM' tiii'iiir iii';i liiil l'li(iiiiiciir de iiir ThnoiH'C ihiri-- nm-

Ifllic |i;trticiilii'ii' (|ii'il iii';i rnilc au siiji-t de ma llii-urii- sur- Ir sdii. (j-llr

iiii'lliodc cciiciiilanl, i|iii (•(iiisisic ii rci;anli'r d'alnii'd Ir iKiiiilit" drs l(l^p^

iii(d)ilcs (•(iiiiinc Uni cl iiidrtrriniiic, est cNlcc'inciiit'iit pcnililc et ciiihai-

rassaiiti'. cl tdic le devient ciicdrc l)('aiHoii|i plus Iiirsqn'il s'a^^il de iciidrc

leur iMiiiilire iiitiiii. Un Ici pas^a^l dn Uni ii l'inlini dans mes l'cntnnles

n'avani pas paiii assez c\ ideni el denionstfalil ;i ^\^^u\ i;rands (icdnii'tres.

\ni. |);inirl lieiilunUi el d* \ leni lieil , ciiniliie il> uni daigne me le l'aile

sentir dans des Icltres parlienliiM'cs, j'ai ein de\(iir (dierc lier de niinvean

une anlie melluidc |)lns sim[ile, par la(|nclle (in |(nt évilcr Ums les em-

lianasipii ^e reneonirent dans la Iranstorjnalinn îles formnies, el ipii

levai de même lims les (joules (|iii pouri-iicnl eueurc se piesenler sur

rcvaclitude di nu'S l'i'suilals.

(i. PiiOTîLiJArF. I. — Etant donné un système d'un noinhrc infini de

points niobdes. dont chacun dans l'état d'équilibre soit détermine par ht

rariahie r. et dont le premier et le dernier, (fui répondent à r = o et a

,r = a. soient supposés fi.res. trouver les moinemenfs de tous les points

intermédiaires, dont la loi est contenue dans 1(1 formule —A ^r -^. ;: étant

l'espace décrit par chacun d eux durant un temps (fueleoiupie t.

On'on nuilliplic celle e(|uatiiui par- \\d.v, M l'taut une r<)n(li(in cpiel-

compu' de x, cl (pTon l'inli'^re en ne l'aisaiil varier (|uc x: il csl ( lair

cpu" si dans cette intégrale. |)rise en sorte ipi'idie évanouisse lorscpn-

.! = (), on t'ait .r = rt, on aui'a la somnu' de toutes les valeurs particn-

lii'rcs de la t'm'iiinlc —^')\dx^c-r^)s\dx.^\\\\ rcnmident ;i ehaoïu' noint
(// (tx' ' '

' '

midiile du systi'Uie donné. Celle smnmc scia donc

(Jr l'intégrale | -r^Wdx, où ia diftércncc (/-'; ne dcpeml (|uc de la
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variable x, peut se transformer par les règles connues en

ax J (IX (IX

cette dernière intégrale se change de même en

(m r (/M
,

z / - —,— ax :

dx J ilx'

de sorte qu'on aura

/
d-z dz ^, (iy\ r dM

,
-j—r Mdx = -3- M — r -; | z —,— dx :

dx- dx dx J dx'

or, puis(|ue / y^^I^ ^st égal à zéro, lorsque x = o, si l'on suppose

/" d-M
J . . 1 1- 1 dz ^, </M , . ,

(lue
I
z-j—^dx le soit aussi, il laudra que^-M — r-r- évanouisse de

' ,' dx- 1 dx dx

même dans ce point: mais, par hypothèse, on a ici ; = o; doue il suffira

que r<ui ait 7-, -M = o ou bien M = o, lorsque x ^ o.

Par là notre équation intégrale deviendra

/
rf=s-., (dz., (/M. /• d'M ,-^Mdx = ci^U-z-^\ -^c

I

z^dx.

Posons ,-r= a, et puisque z s'évanouit de nouveau par hypothèse, faisons

disparaître de même l'autre terme -^ M par une valeur convenable de M.

Il ne restera après cela que la simple équation

J dt' J dx'

Soit supposé --T^ = ^M, k désignant une constante indéterminée dont

on trouvera la valeur au moyen des conditions qu'on a déjà attachées à

la quantité M : on aura

Ç^llÎMdx^hc fzMdx.
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Soil ciicdrc / c.Mr/a~-.v; prciiaiil lu (liHÏTCiui' de |);irl d (l";iiitii' diiii.s

la sii|)|)()sili()ii (|ii(' Ir seul / sdit Muialilc, on a, h cause di' M = ntir (nric-

lidti (le X,

I , M </.r ^-
-f •

v\. (hrtV'iciiliaiil une sccoiulf l'ois,

J lit' lit

ces valrtirs sulislitiiccs dans la (Iciiiit'ic «'(jiialioii inlcj;iali', il en icsnilf

-J— =: cliS,
dp

(>(|uati()n ([ii'il fanl niaiiilcnant intriii'cr en ne icifardant (jue le t('ni|is /

comnic varialilc. Nons avons donc deux ('(inations dift'crcnlicllcs ii inté-

grer, dont l'une r'ej;ar(le sini|)lenienl la varialiilité de x el raiilre celle

de /, ce (|ni t'ail (|n'clli's rcnticnl dans la classe ordinaiic des e(|nalions

dilTerenlielles ii deux ( liani;i'anles.

C.onnnencons par l'eiiiialion -,- = cks. el Taisons iisaiic de la iiielliode

inventée par.M. d'Alendiert pour ces sortes d'e(|nalions.

ds
Soit sn|)|)ose -y = /, on aura

^/ .s (//

IF "^ dV

•I r e(|nation donnée se chanL;era en

dr
-r = (Il v :

dt

(|n'on la nuilti|die |iar nn coel'ticient (|uelcon(|iie a. et (jn'on la joigne

avec celle (|u'on a laite par livpollii'se, on aura

dl
^= IJ.cliS -+- i.rir [s H

-J-
r]

* a cil' I



l(j-2 NOUVELLES RECHERCHES SUR LA NATURE

I

suit t;iit u. = —;- et par conséqiuMit
' U.Cli ' '

u'
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( )r, |i:ii Mi|i|Mi.silic)ii,

s- j : M ,/.

. ./:
1111 llICII, |llllM|ll(' -

I

Ui-.i

l.f r\ r
(Il ' ill

|iiiiiii' l:i vilo^c (|ni ii'|Miii(l il I r>|i;icr z fl :iii

Iriiips /, SI on (IciKilc ci'llc viti'ssc pai- //, on ;i

/•r f„\],/.r.

P(tin- iivoirdc môme les valeurs de S il df H. sii|i|insi)iis qiir Z snil imi

i;ciicral la valeur île r. el V relie île // au lumiiieueeiiienl ilu inouvemenl.

lorsque / = o, on aura

S=
f'/.\](/>

r{ n ( l\\f/>

sultslltuaiil l'es valeurs, ou eliaugeia les ei|uatutns iiriM-i'ilentes eu

eelles-ei :

(*.Mr/r = cosf/v^7, fy.\],L-^^^'^L
^'-''^

flW,/,.

j
// M -/.r r= (OS ' / \ - (^

,

I

lM(/.r- v'^7/, sin / v^ (/, / /M//.r.

Il lie nous reste [ihis i|irii lioiixer la valeiii' île ^M |iar la resoliilion de

re(|uali(Ui

,/.v
/,.M.

qu'où iiili'i;rera par la inr^iiie UM'llinde (|ue iioiis avons pialiqiiée ei-

dessiis; preiiaiil deux lonslaiiles qiieliouques A el B, on Irouvera aisé-

nieiil que la valeur de M est en i;eiiéral A^'^^* + lîc"'"^*; or .M doit |)re-

uiii'ienient être e^al ;i zéro liusque ;t=o, ce qui donne A -^ H = o

el H = — A; |)ar lonséqueut.

M = Afe'\*'-ê-'V'

Changeons la eonstante A et sup|)()S(uis-la divisée |iar 2\ — i . on aura
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plus siniplcinenl

M = A sin(x v'— ^")-

Il t';iul iiiîniilcnaiil t'iiiic en sorte (jue M cvaiioiiissc loiscjuc x =^ a,

(l'oi'i Tmi a

A sin {a\j— li) ^= o,

et prenant pour v un nombre (|ueleon(|ue entier positif on nei,'atil,

I Y vw
a V
— /r =: —

î

ee (|ui nous ap[)ren(l (jue \!— X- peut avoir une intuiité de valeurs ditTé-

rentes, qui remplissent toutes également les eonilitions données. Substi-

tuons à présent pour M sa valeur trouvée, et retenant pour plus de

simplicité la quantité y — f' ^ "•' aura, apri's avoir divisé par A,

I 3 sin (.r \/— /i) rf.r = cos(/ V''— <"/'
) /

'/^smi x \ — k) dx

sin(«v'— '•/') TiT •
i'

,

—

T\ IH — / Vsm[x\/— I,- ax,
sj-ck J

l iisin{x\/— k)f1x z= cosit \/— ck) j \]s\n{xy'— k) i/x

— y/ — c/rsinf^y/— ck) I T^smix \/-- kj i/x.

Os deux équations doivent se vérifier pour toutes les valeurs qu'on peut

donner à v^— X-, et c'est d'api'ès une telle condition qu'il tant déterminer

les valeurs cherchées de z et de u par celles de Z et IJ (pii s(uit supposées

données.

Pour cela il faut c(nnmencer pai' faire disparaître au moyen de

quelques transformations la quantité \/—k qui n'est point renfermée

dans des sinus ou des cosinus; ces transformations ne consistent qu'à

prendre les intégrales par parties comme nous l'avons déjà pratiqué plus

haut, en sorte (jue l'intégrale (jui reste se trouve naturellement multi-

pliée ou divisée par \/—Â-. Par ce moyen, on transformera d'abord
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ihilis ((•Ile-ci

I IJ sin ' X \ — /il dx

V \ — II'
j j l (/.r — y'— /r

I
cosf^v — l>

i j i>f/x ilx.

Je rciii;ii'(|iic iiiniiilciiiml (|iic hi vulciii- de sin (.r \ — /•) ilcvicnt un Ile il;ins

les deux cas de .1 = o v\. ilc x = a, d'iMi il suil (jiic |tuis(|in' les rninMili-s

iiitci^ralcs (|ii(' nous manions ici doi\(n( clri' |n-iscs pour loiitc l'ctcndiu'

de X, depuis o jusqu'à </, on aura plus simplement

v-./'/
U sin ix V - /.) dx = -

V
- /.

/

Par une opt'ration conlraire. on trouvera ensuitt

Zcosf^v'— /i I i' dV.

L dx

j 7. sin .r \~ h ) dx =
-/,

I -r- cos .r 1 — A ) ilx :

^— liJ dx
\ — i>

o.{ puis(pH' Z = o lors(pn' .r = o et x = a, par riiy|)otlièse du j)rolilenie.

on aura pour noli-e cas

1 / sin -t' y — Il j dx =: I y^ cus(x y ^ /r (/x.

(les valeurs sul)stitU(''es, il en roiille

1
3 sin r y

— /, i dx = <cos / < (Il
,

I / sin r y-/,- (/.J

sin f / y — «^^'J /'
cos Xi^ — lfj dx,

I « sin X y — /i; dx = cos /y — c/r) I U sin ( x y — /r j dx

-
. / r T'^Z

- —T I— y c sm / \
— ili

I

-y— cos .r y — k 1 dx.

Avant d'aller |)lus loin je reniai(|ue (|ue connue on aura occasion dans la

suite de comparer des valeurs de Z et de U avec des valeurs de ^ et // ipii

ne repondent pas aux mêmes a-, pour ne pas se méprendre dans ces ope-
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tiuiis, il sera utile de distinguer par des expressions différentes les x

|iii conviennent aux Z et U, d'avee ceux qui conviennent aux z et ii: je

lésignerai les premiers par la lettre X que je substituerai partout dans

les seconds membres des équations préeédentes au lieu de x, en retenant

néanmoins le rfa- qui ne peut causer aucun embarras; j'observe de plus

que les intégrales qui entrent dans les termes de ces membres se rap-

portent uniquement à la variable x ou X, ee qui l'ait qu'on |)eut mettre

aussi sous le signe ces quantités sin(i;\ — kc) et vo^[t sj— kc), qui sont

constantes à leur égard; j'aurai donc

1 s sin(.r \^W.J (/.r = / Z sin f\ y
—

/'i f os (/ \ — /rck/x

\, \ { \ lih] cos(\ \,^lf!sh-\ ils,'— l>c)c/x,

j
II sin f .r V

— /r I c/x = I U sin X \
— /, ; cos ( / y— f'^'

'
^^

— \c 1
-1- eos(\\ — Il ) sinit \ — kc) il.r.

Je développe à présent les produits des sinus et cosinus par les MU'tbodes

connues; j'obtiens

I
- sin ' .1-

V
^^-,1 dx= - / Z sin [( X -+- < vc) V

— />'] d^

H— / Z siu
l(
X — ; vc) V — ^J dx

^ r ( fUf/x )
sin [( X -+- /

s
c) s ^^-J dx

A ^ /(/'-' dx \ sin J X — ? V
c.) \ ^^J dx.

l II sin ' X
V
— /. j (/x = - / U sin [(X -(- < vc) V

-~
^'J dx

H— / U sin [(^ X — < \ c) y— k\ dx

_ i^ r^ sin r( X + < v'c) V -^-J dx

^'-S f^!l,in[(X-t,-c),^.\dx.
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(j's i'(|ii;ili(Piis soiil |-c(liiitr- iiKiiiiti'ii:iiil il hi l'niinc iif'ccss;iii-f [luiir rii

tir'cr li'S \;il('tirs de r cl ilc //. \ oiii coiimicnl je rn'v |ir(iHl>.

Je ciinsidiTc (lu'cii siilisliliniiil iiniir v — /{ s;\ Viilciir-
""'•

le iicimlur >,

(|iii |iciil cire Ici (|ii'iiii \iiil, |ii>iii\ii ((iril soil ciilifi-, iln'ii in'ci'ssiiirc-

nn'iil (lis|)ar;iilic de rcciiiiilion, |iiils(iii"('l|c dtiil clic \r;iic |mmii- tnutcs

les vjilcms |)()ssil)l('S de v. Il IjuiI dmic liiirc en smtc (|uc l;i (|ii;i!i(itc \ — /r

dispiir;iissc cllc-iiiciiic de rei]ii;ilioii (|iii l;i rcnrcriiic, ce {|ii'(iii ne |)(iil

nhlcnir d;ms nolie cas (|ii'cii rendant c^aux tuns les ani;lcs iiiiilti|ilcs

de \ / dans tdiis les ternies de l'une cl de l'aiilre é(|naliiiii: nmis

((iiiiinc un poni'iail ('Ire einliai'rassc dans les dirtV'ienles valcins i|irii

l'aiil diinniT ii X, je ne relieiidiai celle lettre X (|ne dans la seule

c\|)i-essi(>n sin| ( \ + / \ c) \ — /
I

et je ineltrai, dans l'antre exjiressidn

sii)
I

( X — /\ c) \ — X- j, X' au lien de X, en désignant de ineinc par Z fl [

les valeurs de Z et de V (|ui \ repondent: ainsi j'aurai par la ('((mpaiaisun

des aiiiiles, ajucs a\(iii' divise par \ — /".

X ^\ -h t\C=\' — l ^c,

cl cnsnile les eijuations

/ /; flJdx fl't/x

- " 2 \ C ?. \ C

U U' V <^ dl. i
'( (17J

? ?. a tix >. (Ix

Maintenant, l'aliscisse (|ui cdnvieiil ii Z et U étant X, elle dc\ iciidia ei;ali'

\\-x—l\r i|ni est sa valcni- liiee de re(|uarn)n ei-dcssiis; (iii aura de

incinc pour l'ahseissc X' (pii repond ii Z' et à I' 4'expression .v^^l\i-:

ilonc si, pour |dns de coininudilc, on joint ii ( lia([nc (|nai)tilc son aliscisse

en t'onne d'exposant place entre deux [)arentli('ses, on aura cntiii les

valeurs de r- et do u exprimées de la manière suivante :
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Telles sont donc les valeiiis de s et de u pour cha{|ue point niol)ile du

système donné et ])Our tous les instants de leurs mouvements; valeurs

(pu ne dépendent, eoiinne on le voit, que des quantités Z et U données à

volonté dans le commencement du mouvement.

7. Les formules qu'on vient de trouver nous mènent directement a la

construction suivante. Sur l'axe AB = « {/ig-.3), j'élève à chaque

point M la perpendiculaire MN égale a la valeur de Z, c'est-à-dire à la

valeur initiale de :; qui répond à l'abscisse .r ^= AM. J'en fais autant à

l'ésard des valeurs initiales de u sur un autre axe de même longueur AB

(^g. 4j . et j'obtiens par ce moyen les deux courbes ANB, AQB (jue j'ap-
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la l'ourbe A.Mi. ;i l'oidoniicc coiTespfimhnitr MN il it l;i (|ii:uitilc cun-

slaiilc \c, vl (|iic rordoiiiK'o .My ilc \;i seconde soUvgiile à l'aire AQ.M <le

la courbe AQIJ, divisée par la ineiiie i|uaiilite \c.

(^es quatre courbes ainsi données, si l'on cherche les valeuis de r et

de a qui ré|)oudent à une abscisse quelcon(|ue .r = A.M et a un temps

(|uelcoii(|iU' /. on n'aura qu'à prendre, de part et d'autre des points M,

les points .M' et .M éloignés par des intervalles .MM cl M.M egau\ a /\c,

et l'on aura

2 = ' '
5

M'Q'-(-'M'Q-hM'/i'-'M'«

Qu(d(|ue i;i''n(''rale (|Ue |)araisse cette conslrurlinn (|iic nous venons de

trouver, (die ne l'est cependant pas tout ii l'ail, car il y a une infinité de

cas où elle ne saurait avoir lieu: ("est ce (|ui arrivera toutes les t'ois ([iu-

les points M (i M' tomberont au delà de A et de U.

Pour voir ce (|u'il faudra l'aire dans ces cas, et comment les courbes

données |)ourront être continuées de part et d'autre, il est nécessaire de

l'éprendre les dernii-rcs formules inlei;ralcs d'où l'du a lire les valeurs

de - el (le //. cl de les examinei' avec atleutiou : pour mieux y réussir nnu>

réduirons ces l'orniules à des couslrudions géométriques.

Soit imaginée la liL;ue AHB ///,'. 7 (|ui soit le lieu géométrique des

valeurs de r pour tous les points de l'axe AH, el soit décrite sur le même

a\e la c(UM'be ASB (]ui ail ii clia(|ue abscisse .r l'ordoiuiée sin(x\ — Xi. Il

est manifeste que si l'iui fait les produits des ordonnées correspondantes

de ces deux courbes, l'aire d'une ti'oisième courbe qui aura ces produits

pour ordonnées sera la valeiiide l'iulegralc | rsin(.r\ — A) dr.

I. r>?.



170 NOUVELLES RECHERCHES SUR LA NATURE

Pour construire de uiènie les autres formules intégrales, supposons

d'ahord /\'r < a, et ayant traeé
{
fig. 8) la ligne ANB qui renferme toutes

les valeurs de Z, (|u'on eoupe de part el d'autre du point A les deux por-

tions de l'axe AA', AA" égales entre elles et à t\ic, et qu'on trans-

porte la courbe ASB en A'S'B' et en A"S"B"; il est clair que si l'on prentl

fie nouveau les produits des ordonnées de chacune de ces courbes par les

ordonnées correspondantes de la courbe ANB, les aires de ces produits

exprimeront les valeurs des intégrales

Mais il faut reuiar(juer (jue counue ces intégrales ne doivent s'étendre

que depuis X = o jusqu'à X — « = AB, les aires (jui les exprimeront ne

pourront contenir que les parties de l'une et de l'autre courbe qui

répondent à l'axe AB. D'où il s'ensuit que les deux portions A' S' et S"B",

(|ui se trouvent au dehors de l'espace compris entre les ordonnées AS',

BS" élevées des points A et B, ne seront ici d'aucun usage, mais qu'il

faudra au contraire ajouter à l'une et l'autre courbe ce qui lui manque

par rapport à l'axe entier AB; c'est-;i-dire que la courbe A'S'B' devra être

continuée jusqu'en S, et de même la courbe B"S"A" jus(|u'en S; ce qui

étant exécuté, on aura les deux branches S'B'"S et S"
A"

'S, qui seront

celles qu'on devra euqdoyer dans la formation des aires proposées,

l'our cela examinons la nature des fonctions sin [(X + /yc) v'— ^J ^l

sin[(X — t\,!'c) v'^^]. qui forment les courbes A'S'B"S et B"S"A""S, en

comptant les abscisses X du point d'origine A, et voyons ce que ces fonc-

tions deviennent au delà du point B' et en de(,'à du point A".

Puisque les deux courbes A'S'B', A"S"B" ne sont (jue la même courbe

ASB {fig- 7, p. iGf)) dans lacjuelle, nounnant r les abscisses, les ordon-
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lices Miiil (NiniiiifVs par siii(.r\ — X"). la question se réduit à déterminei

la valeur (le siiH.rs'— k) lorsque .r est négatif et loisque a^ est |»lusi;raii(l

(|iie a: suit donc en |iicniiei- lieu .i- iiéi,Mtir: on aura, eoiiinic oi! lésait.

sin — .r V II) = — sin f J- y — k).

c'csi-a-diic (|iic la l'oni lion dornicc de x ne recevra point d'antre ( lianj^e-

nienl. sinon iin'elli' deviendra nej^ative. Soit ensuite .r > a, mais < 9.(1.

s;i\(iir .1 =: An — r, on aura

sin [x y/— /() = sin [(
7.n — z

)
y'— /. j = sin ' on y — k— z y — k j.

Or. |iar la valeur' detenninéo ci-dessus de \~ k . }.a\ — k — v;?. el par

les ri'iiies connues de la Trii;oiionn'tiie.

sni vm y'— kï = sin {— z \ — /•'):= — sinfz y — k j;

donc. |)UiS(|ue r = 2rt — x ou aura, dans ce cas,

sin ' .f y — k : == sin '{>.a — x) y'— k\.

De la il s'ensnil :

1" Que pour a\oir la coiiliiniation A S du côte des abscisses ueiialives

de la eonrlie A' S"B", on n'auia qu'il renver>er la niènie courlie au-dessous

de l*a\e. en sorte ijuc le point A demeure ininmliile:

2" Que pour avoii' la continuation H' S du cote des abscisses plus

grandes (jue a dans la c(uirl)e AS \V. il faudra aussi renverser cette

(•()url)e de la mènu' \';\n>\] (|ue l'antre, mais en prenant ici le point H

|)our fixe.

.le dis maintenant (jin' la portion de ( ourlie AS est la uuMue que

la portion A' S', ainsi (|ue la poition H' S est la même (pie la porticui

B'S . et (|ue par conse(pn'nl. au liiii des deux C(un'lies S' H"S et

S' A"'S. on peu! suhslitinr le> deux autri's A S' H et A S H lors(|u'il

ne s'agit (pie d'asoii' la soiiiiiic des imunes |)aities. Je dis ensuite (jue la

sounne des aires l'ormées des prodnil^ des ordonnées de l'une et de l'autre

courlie S'IV'S el S" A" "S pai' celles de la courlie ANB sera égale à la

sounne des aires (pi'on pour 1 a tormer de la même t'açoii par les ordonnées
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(les courbes A'S'B', A"S"B", pourvu que clans les espaces AA', BB" on

prenne, pour ordonnées de la courbe ANB, celles qui conviennent aux

espaces AA" et BB' avec des signes contraires; d'où je déduis que si l'on

veut continuer la courbe ANB de part et d'autre de l'axe, afin (ju'elle

réponde immédiatement à toute l'étendue des courbes A'S'B' et A"S"B'

,

on n'a (ju'à la renverser au-dessous de l'axe en AN' et BN", le point A

demeurant immobile dans le premier cas et le point B dans le second,

comme on le voit clairement dans \iy fiff. 9.

Il résulte donc de tout ce qu'on vient de démontrer que pour avoir la

valeur de l'expression composée

Tz sin [(X •+ / v'^) \/^^J djt' +
/
Z ^''» [(

-"^ - ' n/^^) V*— '/<] d'^',

on n'a qu'à prendre la somme des deux aires qui se formeront par les

produits des ordonnées des courbes A'S'B' et A"S"B" multipliées par les

ordonnées correspondantes de la courbe N'ANBN". La moitié de cette

somme, si l'on suppose U = o, devra donc être égale à l'aire formée par

les deux courbes ARB, ASB.

Or, puisque les ordonnées de la courbe ASB, qui est la même que les

deux courbes A'S'B' et A'S'B", renferment la quantité V— yt, laquelle

doit s'évan(mir de l'équation, on ne parviendra à se défaire de cette

quantité qu'en égalant la valeur de ;, (|ui uniltiplie chaque ordonnée

de ARB, à la demi-somme des valeurs de Z qui multiplient la même or-

donnée dans l'une et l'autre courbe A'S'B' et A"S"B"; prenant pour ces

valeurs de Z les ordonnées correspondantes de la courbe N'ANBN", on

coupera donc des points A' et A", qui sont les oi'igines des courbes

A'S'B', A"S"B", deux abscisses égales à x, ou bien, à cause de

AA' = AA" = / s/c
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iiii ((iLiiici;! (lu |)niiii A. iiiiLiiiii' lie l;i ciiiirlie j^ênératrirt- A.NM, ili-iix

;il)sci.sscs ,r H- ^\ c cl x — l\r, ri hi (Icini-sonmif des (uilimnécs coiTCs-

(M]||(l;iii|ts (l;ill> ccllr ((iiillir sciJi la valeur clificiiéc de :;.

Si l'iiii suppose la enuilie ANH aiieaiilie et (|ii'(iii y siil)Slillie la <oinl)e

AUB //!,'. '|, p. i()iS , on jiiiia par la eoiisli'urlioii |iréeé(lente les valeurs

lie la vitesse il dans le eas où Z =; u. .Mais si l'on veut avoii' éj^ard ii la (ois

aux deux courbes ANB cl AQB, il faudra encore l'aire attention aux autre>

l'ormulcs inteti;rales (|uc nous avons négligées, cl (|ui se construisent de

la uicnic façon (|ue les précédentes, avec celte seule diftérence (|u'au

lien des courhes AM5. \(J|{ il faut eniplo\cr le> (inh et Ay// //:,'. ")
l'I <),

p. ifJiS . On s'\ |in'ii(lra donc ii l'égard d<' ces deriiii'res coui'lies d'une

niaiiit're partaitenicnl analogue it cidle (|u'ou vient de pratiipier |ioiir les

preinici'cs: il fainlra seulement id)server (|ue, connue les deux t'oruiulcs

intégrales (|ui naissent de (diacunc d'elles ont des signes difTérenls. les

branches A'S'B' et A" SI}" devront être situées l'une au-dessus et l'aulre

au-dessous de l'axe; c'est pourcjuoi la partie A"'S, (]ui doit servii' de con-

tinuatiiui ;i la biam lie H S an lieu de sa partie A' S', se tr'ouvera du nn'nn'

coté de l'axe, coninie aussi la partie H'S ;i l'égard de l'autie branche

A" S", diuil idie est le sup])lénu'nt au lien d<' SB': d'oii il s'ensuit t\Ui- les

branclies de contiiunttion dans les (dui'bcs \nb et (tqh se trouveront au-

dessus de l'axe, connue un le voit dans la //if. lo. On piendra donc dans

I-ii;. 10.

ces couches ainsi ((Uitinuées de part et d'autre les ordonnées (jui ré|(on-

dent aux abscisses r -\- t\c el x — (\c en comptant du point .\. et leur

denii-dil't'éreuce donnera ce qu'il faut ajouter à la valeur de ; et de u.

La construction que nous venons de trouver est la même poui' le l'oiul
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(|iic cflli' (ju'on a donnée plus haut, mais elle est plus générale en ce que

les courbes ici se trouvent continuées de part et d'autre par une étendue

et;aie a l'axe AB; ce qui suffit pour résoudre tous les cas où ;\'c ne sur-

passe pointa, comme on l'a supposé d'abord.

Tous les autres cas demanderont donc encore une nouvelle continua-

tion, qu'on pourrait trouver aussi en suivant une métbode analogue à

celle que nous avons employée ci-dessus, mais qu'on déduira plus aisé-

ment de la réflexion suivante. Je considère d'abord le sinus de l'angle

(X — / \'c) \ — A , qui est celui qui donne des valeurs de X plus grandes

que a; je trouve que ce sinus ne change point en retranchant de X un

multiple quelconque de za, car sin [(X — / \'c) \/— X- — aa.a \l— k\ de-

vient sin [(X — / v'c) v'— ^' —
.'-'-vî^J, en substituant , au lieu de y — A. sa

valeur — Or, p. étant un nombre (|uelconque entier, p.v le sera aussi,

et par conséquent, par les règles connues, ce sinus deviendra égal à

sin [(X — ; v'c) V — ^'J' tt'l qu'il était d'abord. J'examine de même le sinus

de l'autre angle (X-i-/vc)v — ^'
< t''"i' naissent les valeurs négatives

de X, et je vois que ce sinus demeure le même en ajoutant à X un mul-

tiple quelconque de 2a, car on trouve aussi

SU) [(X -(- / v'c) v'— /' + y-'-'^] = sin ' \ -I- / \'c).

Ces deux propositions prouvent donc (|ae les abscisses X peuvent être

augmentées ou diminuées de 2a. de 4«.— sans qu'il en résulte aucun

changement dans les formules intégrales: d'où il suit (|ue les ordonnées

il toutes ces abscisses ainsi augmentées ou diminuées seront nécessaire-

ment les mêmes. Donc, puisque nous avons ci-dessus trouvé moyen d'é-

tendre les courbesyb/i(/«/«e/i/«/e^ jus(|u'à l'abscisse 2a d'un côté, et jus-

qu'à l'abscisse — a de l'autre, on pourra à présent les étendre tant qu'on

voudra, en appliquant h chaque abscisse exprimée par = ± 2p.a l'ordon-

née qui convient à la simple abscisse z, dont la valeur est supposée con-

tenue entre les limites -+- 2« et — «. 11 ne faudra pour cela que trans-

porter successivement le long de l'axe toute la courbe (jui répond à
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l'abscisse aa, cl (|ui est i(iiii|)(iscc de deux hiaïK.'lics cj;alcs, siliH'cs l'une

au-dcssiis et l'autre au-dessous du uiciiie axe; d'oii il résulteia une djuihc

ciiuliniie et de tii;ure anjiuit'ui'nic, c'esl-a-dirc contenant |tlusieuis ventres

('liaiix situes altei'nativeineul au-dessus cl au-dessous de l'axe. Nous

a|)|»elleions les conilies ainsi l'onuées courhcs ^l'iièratrices.

Ou lei'a la uiènie cliose \\ l'ej^ard des autres couches t'oruiees |iar les

tangeiiles et par la (juadratui'e des c^tnvUvs fondame/itales ; mais coiuuie

la [)orti(Ui de ecs courhcs, <|ui repond ii l'ahscisse -^.d. est inmposee de

i\f\\\ hranclics égales, silm-cs l'une cl l'antre du nicinc coti' de l'axe, la

eoiiihe (pii résultera de la répétition de cette partie coulieudra aussi

plusieurs venues égaux, mais huis |)laccs du même cote de l'axi-.

Voilii commenl. par la simple description réitérée des branches don-

nées ANH. Ani?, (tiih. .\f//', on peut prolonger l(uiles ces courbes ;i l'in-

lini, el avoir par conse(|uent des ordonnées i-i'ellcs pour toutes le> ;di-

scisses expiiinees pal' .r -)- / \ r et .f — t \C, qiudle (|ue suil la \ a leur du

temps/; ce nui sut'tit |)our (|ue la cou^trucli(Ui des valeni- de r et de //

lie soil pins sujetle ii aucune exception.

Le |)robl('me dont la solution nous a juscprà présent occupé est le

même (|ue celui (|u'(m a résolu dans le Chapitre \' des Recherches précé-

dentes; car il est facile de voir (]ue les équations du n" XIX, dans le cas oii

le nombre dos points mobiles est infini, peuvent se réduire a la formule

I
li'-z (/:.,

I

générale -,-- = f -;— Aussi la coustriicliou (iiie nous venons île Iroiiver
' (// (ta:-

'

s'accorde entii'iemenl avec celle (|u'oii a donnée dans le 11" XXXIX. el

plus amplement dans le n" XI. \. ce (|ui doit être regarde comme une

coiitirmation de la justesse el de la bonté de nus calculs.

Ilem(ir(jucs sur la solutioii précédente.

S. Ouoiipie la solution |)reccdeiile soit beaucoup moins coiiipli(juée

(|ne celle (pii se triuive dans mes licchcrchcs sur Ir Son, elle l'est cepeii-

daiil encore à un point qui la rend assez difticile ii suivre. (!'esl poiircpioi

il me parait bon de l'éclaircir par (pielipie> remaiwiiies. (pii fassent cou-
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naître plus h tond la nature et l'esprit de la méthode qui nous y a eon-

duit.

Coniuie la question est de trouver les niouvenients d'une intinité de

points mobiles, dans la supposition que leur état d'équilibre ait été dé-

rangé d'une manière quelconque, on ne peut pas, ainsi (ju'oa l'a pnuivé

plus haut, exprimer tous ces mouvements par une seule formule géné-

rale; mais il faut regarder au contraire chaque point mobile comme isolé,

et en chercher le mouvement, en résolvant comme autant de problèmes

à la fois qu'il v a de points mobiles dans le système donné. Une telle

question demande donc, pour être pleinement résolue, d'autres procédés

que ceux de l'analyse ordinaire; c'est ce que M. d'Alembert a eu soin de

faire remarquer au sujet des cordes vibrantes, dans l'article II de son Addi-

t ion au Mémoire sur la courbe queforme une corde tendue mise en inbration

.

imprimée parmi les Mémoires de l'Académie de Berlin pour l'année 17 jo.

Dans tout autre cas, dit-il (c'est-à-dire dans tous les cas où la courbe ini-

tiale n'aura point les conditions prescrites par cet Auteur j, le problème

ne pourra se résoudre, au moins par ma méthode, etje ne sais même s il ne

surpassera pas les forces de l'analyse connue. En effet, on ne peut, ce me

semble, exprimer y analytiquement d'une manière plus générale qu'en la

supposant une fonction de t et de s; mais, dans cette supposition, on ne

trouve la solution du problème que pour le cas où les différentes figures de

la corde vibrante peuvent être renfermées dans une seule et même équatio/i.

Dans tous les autres cas il me paraît impossible de donner à y une forme

plus générale.

La méthode que nous avons exposée ci-dessus est une l'éduction de

celle que j'ai inventée pour résoudre le problème des vibrations d'une

corde chargée d'un noudjre indéhni de petits poids; ainsi elle remplit la

condition que tous les points mobiles soient considérés chacun en parti-

culier, et eu même temps elle n'est pas sujette aux diflicultés (]ui se pi'é-

sentent en passant du nombre indétini des points moltiles à un nombre

réellement infini.

Le fondement principal de l'une et de l'autre de ces méthodes, c'est

l'ingénieuse analyse inventée par M. d'Alembeit pour intégrer des équa-



Kl I. \ IM!(il'\(. \TlnN 1)1 SON. 177

ti(ins dilliiiiilicllo d'iiii (li'i;ii' (|iiclciiii(|iif, cl coiilcii;!!!! iiii iimiiiI)|t

(|in'lioii(|ii<' (Ir \;iri;ilili s, jidiiimi (|ii'rllcs lie |i;ii;ii>M'iil (|iif sous iiiir

lurmc liiM'iiirc. Aussi csl-ic niic jnslicc (|ii'il l'iuil icikIit ii ce saviiiit (ii'o-

iiiilir. ([lie (le rccoiiiiiiitic (|i)c nous lui devons le principal secours ipii

lions a aide ;i i'ianchir les dillicnltés (jue lui-uiènie senihle avoic criu's

insurnicHilahles ii l'analyse.

A l'éiiard des |)ro(é{|és de nos deux inélliodes, ils ne dillèrenl d'aliord

enlii' eux (|ne parce cpic l'on a Milistitue, dans les derniei's, des dilTcreii-

liali(Uis et des iulc^rations an lieu des soninies el des dillérences ali-éliri-

ijnes ({ui se IronxenI dan^ ie> antres; mais, c(Uiinie ou pourrait craindre

(|ue ces opéiatiims n'cnirainasseul les inconvénients (ju'ou a indiques

dans le n" W des Hcclurclics j>réci'(lerit(-s . il nie parait utile de dévidopper

cet ol)iel plus eu détail, eu rapprochant l'analyse (|ue j'ai donnée ci-

ilessus do eelle du (lliapiire 111 des mêmes Recherches.

J'iniaiiine d'almid (lu'au lieu de la simple é(|nation générale —-^ = ''-r--

i|ui apparlieni ii tous les points mohiles. il y en ait nue iutinité dont i lia-

iiiue l'epréseiile le mouveuM'Ut de ( liacuii des [lointsen particulier: mon-

veuuMit (|ui dépend d'ailleurs de Ions les antres, puisque la din'érentielle

(^/-r ipi'on prend, en ne Taisant varier (jue .i. exprime la ditiereiicc m-

conde <les valeurs de c |)onr trois points eouséeutit's. .le nuiltiplie iVww

chaetine de ces e(|natious par un coel'ticieul indéterminé .M, ou |)lulol par

la (|nantité .Mr/.r, en icgardaiil .M comme une varialile qui |)eut eonveuii

ii toutes les é(|ualions eu liénéral. el j'i'ii |irends la somme par une inte-

ii;ratiou in(li(|née à la mauii're ordinaire.

MaiiUenant, comme il s'agit de joindre euseniiile les cocf'ficionts de

clia(|ue valeur de r (|ui répmid à cluMpie |»oint nu)l)ile, je translorun-

mou équation intégrale eu sorte (pie les dili'erenlielles de :; dépendantes

de Y s'évanouissent.

Les transformations (huit je lais n>age dans cette occasion soûl celles

(pi'on appelle iiUci^niliniis jutr [HtrUcs. et (|ni se demoiilrenl oi-diuaiie-

mciii par les piincipes du calcul dilïerenliid : mais il n'est |»as ilitlicile

de voii' (pi'(dles ont leur iiinilement dans le calcul général des somnws

I. ?.3
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el (les (liliérences; d'où il suit qu'on ii'ii point à craindre d'introduire

par lit dans notre calcul aucune loi de continuité entre les différentes

valeurs de ;.

Après cela, je détei'inine les valeurs de l'indéterminée >I par la com-

paraison des coelTicients des ternies correspondants z et -^; et je trouve

pour cela une équation différentielle du deuxième degré, qui contient

une nouvelle indéterminée constante k, et dont l'intégration entraine

encore dans la valeur de 31 deux autres constantes arbitraires. Je déter-

mine ces constantes à être telles, que M s'évanouisse lorsque x = o et

lorsque x = a, puisque, les valeurs de z. étant nulles dans ces deux

points, les M qui les multiplient ne doivent non plus avoir des valeurs

réelles; par ce moyen, on t'ait disparaître de l'équation intégrale les

termes (jui sont absolument algébriques, et qui auraient d'ailleurs empê-

ché le reste des opérations. Ces deux conditions laissent encore indéter-

minée la valeur d'une constante par laquelle toute l'expression de 31 est

multipliée; mais cette constante s'évanouit ensuite d'elle-même par la

division. A l'égard de la constante k, on trouve une infinité de valeurs

diflérentes qui toutes lui conviennent également, et dont le nombre ré-

pond à celui des équations particulières qu'on résout à la fois. C'est de

ce nombre infini de valeurs de k que dépend ensuite la détermination de

toutes les valeurs de z.

De Hi je passe à l'intégration actuelle de notre équation formée par

l'addition de toutes les équations particulières. Cette intégration ne re-

garde (|ue la variabilité de /, et elle s'achève selon les méthodes connues

du calcul intégral, puisque ici la loi de continuité a lieu. Après cela je

suljslitue la valeur de M, et il en résulte une équation assez simple qui

renferme toutes les valeurs de z pour chaque point mobile dans tous les

instants du mouvement, avec les valeurs particulières des mômes s et des

vitesses u dans le premier instant; valeurs qu'on suppose données à vo-

lonté, et (|ui ne sont point réglées par aucune loi de continuité. Je trouve

en même temps une foi'mule semblable pour les vitesses u de tous les

points dans un temps quelconque.
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.lii^fjiriri (elle imiilvsc csl pïiiriiili'iiiciil (raccord ;imt celle ilii (;liii|iilrc

rite (le mes Itrclicrclics : iii:iis elle en (litière eiitii'reiiieiil (l;iri> l:i Mille, nii

il s'îigil (le lirei' les valeiiis de - el de ii.

(idiiiiiie il esl nécessaire (|iie nos deinii'ics l'oi'imiles soiciil veriliees.

(|n(d(|iie viileiir (in'iiii diiiine ;i /', |i:irini le nonilire inllni de c(dles (jn'on

;i Irùnvees, il esl visible ([u'il liuil (diasser cetle incMiie ([niinlite /" ;i l'îiide

d'aiiliiiil d'eiinaliiins iiarliculii'rcs (pTil y a de dillérentes toiiclions de X-.

(".'est il {|ii(»i nous sonmn's |»ai'vemi en f>ni|)l(iyanl diliéiciiles transloniia-

tioiis el rediii lions, diiiil on a rendu c()ni|tle dans le conis de cette ana-

lyse, cl (|iii me |iarais>enl les seules (a|)al)les de reniiilir l'idijel |n'0|)()sé.

La conslinction (|ii'on a domu'e eiisnile des valeurs de r et de u par le

moyen des conilies fiéncratrircs. et la inanii're de conlinner ces conrhes ;i

l'intini de part et d'anlre, di'pondeiit d'une considération intime sur la

nature de nos rornniles. il est vrai (|iie les principes d'où l'on a lire cette

construction |)oiirraienl paraître trop recliercli(}s, mais (Ile n'en esl |)as

moins (h'-monstralive et cerlaine; ce n'a etc' (|ue pour conserver une eii-

lii'i'e riiiiieiir ipie j'ai ('t('' (d)liii('' d'ayoir recours ;i de t(ds principes: car.

di'S (|iie l'on aura démontre dans deux ou (rois pndilèmes de celle sorte.

(|ne la nature des coiiihes 4'y'«eW///V(-r.vesl la iiK'nie (|Ue celle ipi'on troiixe

en supposant ces coiiilies represeiih'cs par nue loncrKui reiiiilii're el con-

tinue, ainsi (jne l'a l'ail M. d'Alemliert dans sa soliilion du pridili-me des

vibrations des c(U(ies, on sera assez l'onde ii apprK[iier la melliode de ces

l'onctions aux cas mêmes où l'on voudra supposer (|u'elles n'aienl |)oiiil

lieu.

9. Après tout ce (|iic nous \eiioiis d'exidiipier. il ne sera pas dilliclle

de déterminer le (le;;re ib' généralité dont notre melliode est susceptible.

On verra premii'rement: (ju'elle ne pmirra réussir à moins (|ue l'indeler-

ininée z et ses diiïérences ne se trouvent (pie sous une l'oiMiie linéaire, et.

de pins, qu'tdies ne soient point mêlées avec ia variable /: lors(|ue ces

conditions seront observées, quoiiiue les dillerentielles de ; monlenl à

un degré |ilus liaul (|ue le secmid, et (pi'il y ail même un terme sans r

ipii soit une ronction (pielcoiupie de / el de r. on pmii'ia toujours se ser-
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vie avec succès des artifices et des transformations enseignées, comme on

le verra dans les solutions que nous (l(uinerons dans la suite. Toute la

difficulté ne tombera plus que sur l'inlégration des équations en M et

en 5, équations qui se rapportent aux méthodes ordinaires du calcul inté-

gral. En second lieu, le succès de notre méthode demande qu'on puisse

faire disparaître des équations la quantité k qui a toujours une intinité

de valeurs; cette opération renferme des difficultés plus considérables,

et je ne suis point encore parvenu jus(|u'à présent à trouver pour cela

une méthode directe et générale; cependant, nous ferons voir dans la

suite que cet objet pourra toujours être rempli sinon exactement, au

moins en se servant des approximations et des séries.

Pour ce qui est de la première condition, qui est absolument indispen-

sable dans notre méthode, il est aisé de démontrer (ju'elle aura toujours

lieu dans les mouvements d'un système quelconque d'un nombre intini

de points mobiles, lorsque ces mouvements seront supposés infiniment

petits, comme le sont tous les mouvements réciproques qu'on observe

dans la nature; d'où il suit qu'on pourra toujours les calculer soit exac-

tement, soit seulement par approximation.

CHAPITRE III.

DK LA PUOPAGATION DU SON.

10. La masse de l'air étant naturellement de trois dimensions, il est

(dair (|ue, pour calculer la propagation du son en toute rigueur, il fau-

drait résoudre les formules générales que M. Euler a données dans ses

Recherches sur la propagation des ébranlements dans un mUieu claslique

' Miscellanea Taurinensia, t. II, p. i). Mais ces formules n'étant point du

iiond)re de celles sur lesquelles notre méthode peut avoir prise, il faut

renoncer pour le présent, c'est-à-dire jusqu'à ce qu'on soit aidé par de

nouveaux secours, à toute théorie de la propagation du son envisagée

sous ce point de vue. Cependant, comme il est tri's-prohable ipie les
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fbranicmoiifs des parliciilfs de l'air, pour produiir le smi, doivinl ilic

iiitiiiiiiicnl petits, ainsi (|U(' nous tàclierons dr \r |Mouvcr dans la Miilc.

on ponira s'en tenir an\ l'orniules (|ue M. Eulera aussi données pour <
<•

cas: l'uiiiniles (|ai sont sans eoni|)ai'aison heancoup plii> >iiiiples cpic les

pi'eniières, et (|ui, par la raison (jn'on a dite plus liant *J , renlient

iieeessairenient dans la (lasse de e(dles (|u'on peut sounieltre ;i noire

analyse.

Qnoi(pie hi manière donl .\l. lùiler a trouve ees l'orniiilfs >oii sans

contredit la plus dii'eele et la plus rii^dureiise (|ni se puisse iniat;inei-. ce-

pendant, puiscpie la siip|)osition des ei)ranlenieiits intiniiiirnl pelits rend

le ealenl inconiparableiiienl plii> >iniple, j'ai cru (pi'mi ne seiiiii point

IVielié (le le trouver ici.

Soient X. Y, Z les coordonnc^es rectangles qui (léterminent la position

d'une particule i|U(deon(|ne de tluide dans l'i'tat d'éciuilihre; supposon.-

(|ue ces coor(lonn(''es, dans le teni|)s l, deviennent X -+- .r, Y -i- v, Z — ;:

il ne sera pas difticile de voir (pie, si les quanlit(^s .r, y, : sont supposées

intininieiit |ietiles. le parall(dipi[i(Mle (l\d\ d'L, (|ui reprc-seiite une par-

ticule dans l'elat d'e(|uilil)i'e, |)(Uiira t'tre cens('' se clianger en un autre

(/\ -h dx] (d\ -+- dy) { dy. + (/; .

ou. en ne;j;lip'ant les puissances plus hautes de d,v, dy, (h-.

d\d\ dy. ^d\d\ d: ^,/\,//(/.- d\ iiy.lx.

De lii il suit ([n'en noniuiaiil E l'élasticité nalurcdle de la portion inlini-

iiient petite de tluide reiileriiiee dans le premier |»arallélipipède, l'i^lasli-

cité de la même portion, lorsqu'elle remplira le second, se trouvera, en

UL^gligeant ce qui se doit négliger,

Ed\d\dy
d\ d\ dz H- d\ d\ dz + d\ dy. dy -^ ,/V dZ dx

ou

*" ^^d\ ^ d\ ^ dz)

Soit prise inaiuleiKiiil la ditTereiice de cette (|naiitile. en ne taisant varier
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que X, et l'on aura, E étant constant.

-^^Tx^
d-r d"L \

'\dY dXdVj

pour Ui différence d'élasticité de deux [lailicules intininienl vDisiiies cl

placées dans la direction de la ligne X; donc, si l'on considère une autre

particule intermédiaire à celles-ci, et qui leur soit continué par tous les

points des deux faces opposées f/Y f/Z, il est clair cpic cctlc particule sera

repoussée par l'excès de l'élasticité de la particule antérieure sur celle de

la particule postérieure avec une force (|ui sera exprimée par

_E (^ + -p- + ^p^--) d\d\d7..
\</\- d\d\ dXdl]

Cette force, divisée par la masse à mouvoir, qui est ici (en posant D pour

T- d- X
la densité naturelle du lluide) DrfX(^/Yr/Z, sera donc r —^^ // élanl

'
. 2 11 dV

l'espace qu'un corps pesant parcourt dans le lemps T; d'uii l'on ;iina

l'équation
r f/=X
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ili'iisitf, (le soilc qui' iMiiiiiiialil .s l;i (lrii>ilr (hiiis un iii>l;iiil iiu<'lci)ii(|in',

l'i^liislicitr (•()iTcs|)oii(l;iiilf suit c-xpiiiiii'f |);ir Iv^ v : il est ( hiir, |i;ir les

(îiliiiU (In miniri(t |ii(''(i'(lf!i{, (|iic

*~
((l\ + 7nc)[(l\"-^ dy i[d7. -^ ,lz) \d\ d\ ^ dV.j'

diiin'. i\ riiMsc (le dr . dv, d: inlininH'nl |Hlils |i;ii' iii|i|)iiil it '/\. d\ . d'L.

•m anr;i

„ •« , l dx dy d: ^ ,,,^

III' . • I . d ':,' s
I

'j inaniiiaiil une Icllc loiictiDn de . (iiif c- .y = ,
—

Maiiilciiaiil, ((iiiinic D csl \\\w (|iiainilc ((iiislaiilc. les (lilTci imuts de

]>. s scidiil cxprinicfs sinipluniciil par

EDc
'^^'^

''' '''., r. - J /
"'-" "' "^ \

(l'oii rmi voit (|iii', |i(nii- a\oir les c(|iiati(Mis du niouvciucul du tluidc, il

lu' taudia (|a'écriri' au lieu de K, dans k'S calculs du luuiicio prcccdcnl.

Kl)'/ D . (lu Eo'Dj siinpli'nienl en posant D = i.

Si le lluidc (lait ((impose de parties de ditïeientes densilés, il t'audrail

regarder alors la ([iiantite I). non [ilus coninie <'unstaiite, mais comme

une variable exprimée par (|uel(pie Ibmlion de \. V. Z. Ainsi, on jiar-

siendrail aux trois e(|uations suivantes :

E r/Do'(D) / dx dy dz \ E </o D)Ko (IJ) / dx ily dz \

~^
1» Ifx' \d\~ ~d\ ^ dï.) ~ "H '/\

T- d-y _ , 1^
/ d-y d'x d-s \

,../( dr-
-'"''''

'

\ (/\.-
-^

,/Y </\ ^ ^/ V dz )

E (/D9':D) / dx dy^ J; \ _ E </?(D)
"^

I) d\ \d\ '^ d\ ^ dz) l> </V

•h

d'z „ , ,.
,

(d'z d\r d-y \^ = E9 ( U; (^, + j^^^ + ^^^j
E </Dg'(D) / </.r ^ ^ ^ ^\ _ E do(D)

"^
I) (/Z v/\ r/v "^ (/zj n dz
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Supposons, par exempte, que la différente densité des particules dN

thiide vienne du poids du fluide supérieur; dans ce cas, quelle que soit

la foncliono, on aura toujours, en sup|)Osant que la direction de Z soit

verlicalc,

EdoiD)
f/Z

D;

d'oii l'on trouvera la valeur de D qui sera une fonction de Z seulement. De

lii on }(0urrait tirer les équations nécessaires pour trouver les lois de la

prctpagation du son, en ayant égard a la densité variable des couches de

l'atmosphère; mais, pour ne pas trop nous engager dans des difficultés

lie calcul, nous nous contenterons dans tout le cours des recherches sui-

vantes de regarder la densité de l'air comme constante; ce qui ne nous éloi-

gnera pas sensiblement de la vérité, pourvu (|u'on ne considèie la propaga-

lion du son (]ue près de la surface de la terre. C'est donc sur les équations

du numéro précédent que nous fonderons principalement nos recherches

sur la propagation du son; mais, comme ces équations sont encore lro|)

compliquées à cause des trois variables qu'elles renferment, il sera bon

de commencer par les simplifier au moyen de quelques hypothèses qui

limitent le mouvement de chaque particule de l'air. Or, de toutes les

hypothèses (ju'on peut employer pour cela, les plus commodes et les plus

conformes a la nature sont les deux suivantes. La première consiste ii

imaginer la masse de l'air réduite à une simple ligne physique, dans le-

(|U(d cas on fait disparaître à volonté deux variables quelconques œ et _v,

avec leurs correspondantes X et Y. La seconde hypothèse est de supposer

(|ue les ébranlements se propagent dans toute la masse de l'air par des

ondulations sphériques autour du corps sonore; dans ce cas chaque

couche concentrique d'air est supposée subii' le même ébranlement dans

toutes ses parties; d'où il suit que la détermination de l'ébranlement de

clia(|ue couche ne peut dépendre que du temps t et du rayon de la

couche, c'est-a-dire de la distance du corps sonore.
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§ I. De ta propagation du son dans une ligne physique d'air.

12. Si ruii l'iiit. selon l;i pi'cniii'rc liypollièse,

j; = (). v^o cl \ = o, Y = o,

l't (III on pose, pour ahrcgcr, c an luii ik" y7u' "" ''""^''
' •*<luaiioii

rf'z _ d-z

cjni est \;i iiitiiic (|ni' celle (jue nousjivons a|)pris à con.struire dans le Pin-

jjlènie I. Z ili'notanl ici la nicinc chose ipie .r; d'oii il suit i|Ue, pour avoir

les lois (le la propagation du son dans cette li\|)otlièse, il ne faudra (|u'ap-

pliciuer la construction donnée, suivaiil les dilïérents ébranlements exci-

tes |)ar les corps sonores et la nature du milieu élastique qui les envi-

i-onne. Quoicjue cette matil're ait déjà été traitée dans la seconde Section

de mes Ikcherches sur le Son. elle peut iieaninoins Tétre encore d'une

manière beaucoup plus générale, .le la i-epreiidiai donc ici avec d'autaiil

plus de plaisir (ju'elle me donnera occasion de l'aire plusieurs remai(pies

nouvelles el importantes. «

Que la droite PQ //g. i i^ re|)résente une ligne pliysi(pie d'air éleiidut-

Fin. I 1

.

d'un cote et de l'autre a l'iiitiiii, el (pi'au lieu de supposer, comme je l'ai

fait dan.s la Section citée, (|ue la M'ule particule P reçoive du corps so-

nore une impulsion (pielcomiue, on imagine (jue toutes les particules

contenues dans l'espace PQ soient ébranlées eu même temps. PQ repre-

.sentant, suivant M. Newton, la /n/lsian primitive de la tibre soniU'e: il

s'agit de déterminer les lois de la |)ro[)agation de cette pulsion, .\yant

tracé pour cela, selon ce (jui a été enseigné plus liaut, les deux courbes

fondamentales, {\m représenlenl les dé[)laceinents primitifs des parti-

cules, avec les vitesses qui leur ont été imprimées, et ayant construit de

même les deux autres courbes qui résultent de la tiuadrature et des tat:-

I. M
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gentes de celles-ci, et que nous appellerons (lorénavanl courbes dérivées,

on reniarcjuera :

i" Que les convheî^fondamentales se termineront ntk'essairenient aux

deux points P et Q qui sont les limites de l'agitation primitive, par sup-

position ;

2" Que, puisque la libre aérienne est supposée s'étendre a l'inlini de

part et d'autre, aucune de ses particules ne pourra être absolument tixe;

d'où il suit que les extrémités A et B des vouvhesfondamentales, qui sont

censées fixes, devront dans ce cas être leculées à l'infini, ce (]ui fera dis-

paraître toutes les branches de continuation, en sorte (jue les courbes

génératrices ne renférniei'onl aucune ordonnée réelle au delà des points

PetQ;
'6° Qu'il en sera de même pour les courbes dérivées, excepté celle (jui

dépend des quadratures, laquelle dégénérera du côté de Q en une droite

parallèle à l'axe, comme il est facile de le voir en examinant la généra-

tion de cette courbe.

Ces choses posées et bien entendues, voici comment je raisonne, ,1e

suppose que l'on demande l'état de la particule ipii répond à l'abscisse a'

pour un temps quelconque t écoulé depuis le premier instant du n)ouve-

ment. Je n'aurai qu'à prendre la demi-somme des ordonnées dont les

abscisses sont.a' -4- ? \ c et a- — t\c dans les deux courbes fondamentales.

et la demi-différence des ordonnées jiour les mêmes abscisses dans les

courbes dérivées, et joignant ensemble la première des demi-sommes et

la seconde des demi-différences, connue aussi la seconde demi-somme cl

la première demi-différence, j'aurai l'espace parcouru par la particule

pendant le temps donné / et sa vitesse à la fin de ce temps. Je vois donc

([ue cet espace et cette vitesse seront toujours nulles, lorsque l'abscisse

X ± t\c restera en deçà du point P; ensuite que l'espace sera constant et

la vitesse nulle, lorsque l'abscisse a:±t\:c tombera au delà de Q. D'où

je conclus que, pour un temps (|uelconque /, il n'y aura et il ne pourra y

avoir d'autres particules en mouvemcnl i\w celles pour les(]uelles la va-

leur à% X ±.t\c sera plus grande i\y\v la distance du point P au point A,
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cl iiiiiiii(|t'(' (|iir lu (li>l;iti('(' (lu |ioiiil O mii niiiiii' |iiiiiil A, <{Ui i-sl loujniii^

r<irii;iiic des abscisses, qiioi(]iic plarc ;i iiiir ilistaiifc iiilinic. I^xaiiiiunns

séparémcnl les deux cas de œ + t \ c l'I de x — t \c.

Sdil /) la dislancc ciilr'c le piiint A et le point P. cl sdit .T=^f)-\-z.

z sera une nouvelle abscisse (jiii aiiia son oiiL;ini' en I'. ['osons mainte-

nant en premier lien

p-i- z- /^c-p,

ou aura

z = tsr;

piixJUN ensuite

P-+-Z- I^C=:p- l'O.

on aura

l'ai' lit (»n |)eul a\oii' les limites de l'aj^italion des parli<ules dan> le

temps /, en tant (pi'elle résulte des termes dépendant de I e\pressi(Ui

r — t\r: car il ne l'aul (pie preiulre sur la liiiiie l'Q les points I' el O'

tels (pu' PP'=/\e et pr)' = PO, et la portion P Ode la libre sera la

seule où cette agitation aura lieu. Ou Irouvera de la UM'iue manii're les

limites de l'a i;i ta lion des parlicnles (pii dépend de la \aleur de r — / \ c:

car, en l'aisanl

p + r -t- I \c = p et /* — r -^ / \ ( = /> — V{).

on a (k'iix valeurs de ;, savoir

z=-^ — l\'c el s = PO— /vë.

On prendra donc de nouveau, sur la même lii^ne pr(doni;('e du coté

oppose, deux autres points Pel Q l(ds. ipu- PPr=/\ret P Q = P P— P(J.

c'est-ii-diic (|ue P'Q= PO, et Ions les mouvemeiils, dont la delermiuali(Ui

dé|ieiidra de la valeur (b- .r-^t\c. seront rent'erines dans ce dernier

espai'c P Q.

De ce (pi'ou vient (b- (b'iuonlrer il s'ensuit ipie la pulsion primitive,

=4
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c'est-à-dire l'onde excitée par le corps sonore dans l'espace PQ de la libre

aérienne indéfinie, s'est comme divisée en deux autres, qui, dans le

temps /, ont été transportées, l'une à droite en P'Q', et l'autre à gauche

en P'Q, conservant toujours la même étendue PQ. Pour connaître la vi-

tesse de la propagation de ces pulsions secondaires, on n'a qu'à chercher

celle des points P' et 'P, dont la position par rapport à P est déterminée

généralement par les équations

z^isjc et z^ — t\'c;

donc puisque ; représente ici les espaces parcourus par ces points dans

le temps /. il est évident que leur mouvement sera uniforme et leur

vitesse égale à \c, et que cela aura lieu quelle qu'ait été la nature de la

pulsion primitive. 11 est inutile de nous arrêter à examiner la valeur de \jc

(|ui est 7j^
~:— 5 puisque cette expression, en substituant pour -j^ la

(|uantité A ou nk qui est sa valeur, devient la même que celle qu'on a

trouvée ailleurs (LVI), et que M. Newton a déduite de sa tbéorie, comme

on l'a déjà remarqué ci-dessus (1).

13. Ce serait ici le lieu de faire voir l'application de la formule géné-

rale (jue nous avons trouvée d'après les Principes de M. Newton dans le

numéro cité; mais cette formule étant entièrement semblable à celle que

.M. d'Alenibert a donnée sur les vibrations des cordes, il est clair qu'en

admettant les fonctions discontinues qui sont indispensables dans la ma-

tière dont il s'agit ici (4), on aura la même construction que nous avons

donnée (7), et que, par conséquent, la théorie de la propagation du

son qui en résultera ne sera point autre que celle (|ui vient d'être expli-

quée. Parla on prouvera aisément ce que l'on a avancé plus haut (1 j, que

la vitesse de la propagation, selon cette théorie, est déterminée par la

quantité ^
.., qui divise x dans les fonctions © et é.

1 4. La manière dont nous venons de considérer la |)ropagaliori do son
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csl Im';iu(i)1i|( plus f^i'ïiiénilc cl pins (•oiit'uiiiic à la iiiituic (pir crllc (pi'nn

a l'inplovéc dans le ('.lia|iilic I de la Scclmn 11 (h'H Hec/icrclics précèdefiles.

V.u cITct, rii\|)otlii'sc (|nc j'avais adoptrc dans ccl Ouvrage, savoir (|u"m m-

seule |)artienl(' d'aii' iïil éhi'anlée |)ai' le corps sonore à cliacniie de ves

vibrations, ne parail pas pouvoir snl)sisler avec rc(|nilil)re niiiUnd de

loules les |)ai'licnlcs de la tiliic; il nie scnihlc beancoiip pins nainnd

d'imaginer (|nc la preinii'ic pailicnle ponsséc par le corps sonore con-

dense jus(|u';i une certain*' distance les particules snivaiitis, pourvu (pic

cette distance lie snil pas l(dle, (pie les /ililsio/is du ondes sonores (pli se

succéderont les unes aux antres puissent se IroiiMer et s'eiitrc-di'tinire.

coniine il airiverail nécessairement si le tein|)S(prelles nieltenl ;i parcou-

rir leur largeur était moindre (pie rintervalle du temps entre deux vibra-

tions successives du corps sonore. On |)ourra déterminer les limites de la

plus grande largeur des ondes, en prenant le nomlire des vil)rali(Mis (|ue

l'ait dans une seconde le son le plu> aigu (pie ikuis puissi(Uis entendre el

divisant par ce iiomlire l'espace (pie les onde^ sonores parcourent daus le

même temps. Ce nomlire peut se déduire rigoureusement de la loriiiiile

connue des vilirations des cordes, ipie nous avons démontré être exacte

pour (]uel([ue tigure (pie la corde prenne; si donc on s'en tient ii ce ipie

dit .AI. lùilerdans rArti(de .\II1 de sa Thcorie de la Mi/sùjiie. on aura le nom-

lire 7 ');>(), par lecpiid divisant le nomlire lîi'io (|ui exprime en pieds l'es-

pace parcouru par le s(Ui dans une seconde, selon les expériences iiio\eii-

nes, il viendra pour (piotieiit i pouce et 2 lignes einiron. cpii sera par

conséquent la mesure de la plus grande étendue t|ne puissent avoir les

ondes sonores pour loriiier des s(His distincts et perceptihles ii l'oreille.

15. .lus(|u'iei nous n'avons encore considéré que le mouvement pro-

gressif des ondes sonores; si on voulait aussi connaître les mouvements

particuliers qui les composent, on les trouverait aisément par les prin-

cipes établis ci-dessus.

Supposons (|ue >r ou bien ; soit (bmiie, au lieu de /, dans le^ eipialions

z = t V c el z = l'Q -+- t V c

,
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la Hif'févence des deux vîilcurs de t ikius donnera la durée du mouvement

PO
de clKHiue particule de l'onde P'Q', laquelle sera —^- Or, puisque y'c est

la vitesse eonstante avee laquelle les ondes avaneent continuellement, il

est elair que l'ai^itatiou de ehaque particule ne durera précisément que

le temps que l'onde met à parcourir toute sa largeur PQ. Il en sera de

même pour les ondes propagées du coté opposé, ce (ju'il est aisé de

n'C(Uiiiaitre par le moyen des deux équations

z = — t\~c et s = PQ— /sf

qui leur appartiennent.

Pour ce qui est de la nature de cha(|ue mouvement particulier, il fau-

dra la déterminer par la construction générale des espaces et des vitesses.

On trouvei'a pour cela :

\" Que toutes les particules subissent successivement la même agita-

tion dépendante de la nature de toute \a pulsion primitive;

2° Que, si on suppose que la pulsion primitive consiste dans le seul

déplacement <les particules, sans aucune vitesse imprimée, l'agitation de

chaque particule ne sera composée que d'une seule allée et d'un retour

à son lieu d'équilibre, après lequel elle demeurera immobile;

3" Que, si l'on suppose au contraire que la pulsion primitive ne con-

siste que dans l'impression d'une certaine vitesse, les particules, pendant

tout le temps de leur agitation, s'écarteront continuellement de leurs

points d'équilibre et n'y reviendront plus comme auparavant;

4° Qu'enfin, si Va pulsion primitive dépend de l'une et de l'autre cause,

l'agitation des particules sera composée de celles dont nous venons de

parler, ce qui parait être le cas de la nature.

16. M. Euler, dans une lettre du 23 octobre 1759. m'a l'ait l'honneur

de me mander que la lecture de mes Recherches sur le Son lui avait sug-

géré le dénoùment d'une difticulté qui s'était présentée à lui depuis

longtemps. Cette difficulté consistait à savoir pourquoi, les ébranlements

primitifs se répandant d'abord naturellement de deux côtés opposés, les
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(l)raiiloi)i('nls (Icrivalils iif se |)i()|iiii;('Ut plus que d'un seul cùlc ri loii-

jours suivant la hk-uic dirci lion. La raison de (cllc diririrncc di'|)cnd df

la uatui'c particulière des ('hranU-uients dt-rivalifs, i|ui rsl ti'ijc (pu- Iciii-

pro[)aj>atiou ne peut avoir lieu (pu- d'un seul colc.

Pour s'en convaincre. (|u'iui examine les roiinules des valeurs de z ei

de 1/ Iroiivees il la tin du n" (i. el Mip|i(i>aiil (pie :^ el u MiienI les excur-

sions et !(> \ile>se> diinnées, (pi'(Ul clierehc C(dles i|ui en resulleni pour

lin leiii|is (pU'lcon(pie / et pour une p;iiti(llle <pi(deoii(|Ue deteruiini'e p;ir

l'ahsiisse .('. H est visilile (pi'il n'y a poni' cela (pi'ii sultstiluer r ;i la place

(le Z. el // il l;i place de I ; e! désignant par r et // les valeiir> clieicllees.

(jn au la

:tIz -*-J \e '-''\0

(/':=: - \iii''-^''\''! -+- i/y -•' \''
y\ -+- i

.Maiulenaiit ou sait, par ce (pi'ou a démontre 12 . (pie les ternies (l(uit

les exposants .sont t.r-~ t\r) sont les seuls qui delermiiieiit la pr(q)ai;a-

lion suivant la direction PP'. et (pie la propai^ation suivant P'P dépend

sim|deinenl des termes (|ui reiirernieiit la (juantité [x-j-t\c}; donc, pour

connaitre la propai>alioii des éliranleineiits de l'onde P'Q', il ne faudra

sulistitiier, au lieu de r el de ii. (jue les seuls tenues

3 r>. \ dx !

(2—/\7

ce (pii doiiiiera, en |)osanl .»' riz / \ r au lieu de r dans les expo>aiils.

2'= - ^2U'+''v?-'v^) -^/U'-''\'~'\7)i
4

^ \f
flilx

-l'\c~i\'c )

fiidA
\l'-l'\C ~l\(
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4

Dans ces formules il esl visihie (|ue les leiiiies dont les exposants ren-

leiiiieiil la (|uantité -\-t'\'c s'évanouissent tous d'eux-mêmes, et qu'il

ne reste ([ue ceux oii la même quantité se trouve avec le signe négatif;

il'du il s'ensuit que la propagation des ébranlements z' et u' ne peut se

faiie que dans le seul sens PP'.

On prouverait la même chose pour les ébranlements propagés d'abord

suivant la direction opposée P'P; car, en substituant pour = et u les seuls

termes dont les exposants contiennent -1- t\/c, on verra que les formules

résultantes ne seront composées que de termes où la quantité /'yc se

trouvera avec le signe +.

17. Nous avons supposé ci-dessus que la fibre aérienne était infinie de

l'un et de l'autre côté, et cette hypothèse nous a donné des courbes géné-

ratrices composées d'une seule branche terminée de part et d'autre, et

pour ainsi dire isolée. Mais il n'en serait pas de même si la fibre était

elle-même terminée des deux côtés ou d'un côté simplement; car,

puisque la manière de continuer les courhes/ondarne/Uales et dérivées e^t

générale, et (jue les extrémités fixes de la fibre sont les points autour

desquels on doit, |)our ainsi dire, faire tourner chaque branche pour en

avoir la continuation, ainsi (|u'on l'a enseigné (7), il est évident que,

dans le cas d'une seule extrémité fixe, les courbes génératrices seront
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r()iii|)(>st'('> <lc deux Idiiiiclii's i-^mIcs cl siMiilihiiiIcliii-lil siluco de |jiirl «'l

il^iiilrc (In [Kiiiil <|iii ((Histiluc celle cxlreiiiile. cl i|iie (hiiis le cas de deux

cxlrciiiili's lixes les courhes ^e'/icrii/riccs aiiKiiil un iioiiiiirc iiiliiii de

liraiiclies éi^ales cl seiiilihihleiiietil siliiées auluiir des deux |)(iiiils (|iii

coiisliliieiil les exli'éinilés (Idiiiii'cs. De lii, si (iii cliciclie la |M(i()aiiarKiii

des (iiides sdiKircs par la incllidde du n" 12, «ui liouveia saris l)eaiicnu|i

de |ieiiie (|ue clia(|ue (lude, venaul iiiicniilrcr- une des extrcuiilés fixes,

devra se iidlerliir. pnin- ainsi dire, cl rcliiurner en arrii're avec la iuimuc

vilessc cl ciuiservanl la uiénie n;ilin'e (|irclle avail avaiil la iillcxidii, d'nii

il r'csullera des eclios simples ou ((imposés, ainsi (|u'(Ui l'a cxpli(|Ue (Jia-

pilrc II de la Scclidn II des Ikclurc/ies précédentes .

Je ne nrarrélerai pas ici à dénioiilrer plus en délail cette théoiie des

eclnis, non plus ([ne les autres proprii'tés du stui, (|ui dépendent des prin-

cipes t|ue nous venons d'établir. Il ne lanl (pie relire attentivenieul la

Section citée pour voir (pie les pro|i(isilions (|u"on a démontrées, en ne

consideiani (pic des luouveiuenls inslaiitanés dans les |)arli( nies de l'air,

sont aussi vraies dans l'Iiypollièse ()résente des ondulations.

Mais il csl un point essenlicl de la lliéoi'ie du son. dont on n'a pas en-

core parlé jus(pi'a |)résenl; c'est son intensité. Or. de ce ipie les ondes

sonores ne sonHVent aucune altération eu parcourant un es|)ace (pud-

concjue, connue on l'a l'ail voir 12 , il est simple de conclure (|ue l'iii-

tensité du son sera constanle cl indépendante de la distance du corps so-

nore. .Mais celle coin lusion ne peut avoir lieu ([ue dans l'hypotlièse (pic

le son soit oldiiié de suivre une seule cl iiiéiue direction, comme si l'on

supposait l'air reniéiine dans des tuyaux ou des conduits assez étroits par

rapport ii leur loni^ucur: ainsi, dans les aipieducs de Rome, le P. Kirclier

rapporte (jue les sons ne reçoivent point de diminution sensible par l'es-

pace de Ooo pieds environ. H n'en est pas de même pour l'air libre, dans

lequel le son se propageant de tous c(")tés à la ronde doit s'an'ail)lir à me-

sure (pi'il s'éloigne du c(Ups sonore; et c'esl ce (|ue l'expérience journa-

lière i'pprcnd. (I (]ue nous allons aussi démontrer par la théorie, eu

adoptant la seconde hypothèse du n" 1 1 (pii l'cste encoi-e ii examiner.

1. 25
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§ JL — De la propagation du son dans l'hypothèse des ondes sphériques.

18. Dans cette hypothèse on conserve à la niasse de l'air ses trois

dimensions; mais on suppose que, ayant pris un point fixe pour centre,

toutes les particules qui se trouvent dans la direction de chaque rayon se

nu'UAent sans sortir de cette direction, et que leurs mouvements ne

dépendent que du temps / et de la distance de chacune d'elles au centre.

De là il est clair qu'il doit se l'ormer dans l'air des ondulations sphériques

et concentriques, dont la détermination soit contenue dans une seule

équation, de même que dans le cas de l'hypothèse précédente. (Jette

équation peut se trouver soit par l'application des formules générales,

ainsi que l'a t'ait M. Euler dans son 31émoire [Miscellanea Taurinensia,

t. Il, p. i), ou plus simplement encore, quoique avec moins de rigueur,

en considérant le mouvement d'un fluide élastique renfermé dans un

tuyau coni([ue, comme on le verra plus bas. Nous nous contenterons

pour le présent d'emprunter l'équation de .AI. Euler et d'y appliquer

notre méthode, afin d'avoir une construction qui ne soit point assujettie

à la loi de continuité, comme l'exige la théorie de la propagation du

son. Cette équation, en substituant :; pour u et x pour U, se réduit à

celle-ci

—j— = C —, h 2 C —j— 1

ai- dx- ux

qui peut être traitée de la même manière (jue celle du Problème I.

19. Problème II. — Conscnant les mêmes noms et les mêmes suppositions

du Problème I, aiec eette seule différence que les mouvements des //articules

, ,. , . a-

z

et-

z

X
soient contenus dans l équation —r— ^c- 1- 2C-7— - construire cette

' dt- dx- (tx

même équation .

Je commence par nuiltiplier l'un et l'autre membre par Md.r, M étant

une fonction quidcon(|ue de x, ensuite j'intègre en ne faisant varier
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1)111' r; j ai

Je Iraiisf'oriiic iralinid riiitcyralr

,lx
M <li

/S'- (Ix

en

CtlMIlIt' cil

ax I ilr (Ix

(h „ ,/,M ,' ,/M ,

(Ix (Ix I (Ix

Jr cliaiinc (le iiiciiic l'aiitic iiiIcLtiali

j
(/-
X
Milx

fil

zM /'-- r/M ,

1 j~ (Ix.
X ^

I X (Ix

cl je lire par la suh.^lilulioii la iioiivi'llc c(|iiali(tii

rd'z

Je (lois iiKiintcnanl supposer .M tel (|iie

^\(h z(l\\ yzW
dx

<>,

loiS(]iu' r ^ () et loiscjue ,ï=rt; oi', |tuis(|iic l'on a (Icjii dans ces deux

cas z z^ (y |)ar livpotlièse, il sut'lil que .M le soit aussi, ce (pii donnera les

nièiiics coïKlitioiis ii remplir pai- les conslantes de M. (pie l'on a eues

dans le Prohii'iiie I.

L'(''quation icslaiile sera donc

/^'-=<A(S?-lS)'-
25.
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où il t';ui(lr;i siipposoi'

f/-M m/M
-j j- — /.M.
ax' xax

(^eltc éqiuitiun en .M esl iiitrgr;il)lc par les int;tliocles coiimies; mais en

voici une qui est, si je ne nie trompe, la plus simple (|u'on puisse eni-

[»loyei' dans ce cas.

Soit suppose ^I = e^ ' . on aura par la substitution

dp \ } , . , ,
?w dp

!-j
i

— = II, savoir Iny h—^ h—/- = i.

p'^ax p- px X dx

Je vois que cette .équation peut s'écrire ainsi

(loue si l'on t'ait p -h -,— = a, on aura
' kx '

kif-dx -\- d(j =^ dx.

d'où Ton tire

dx^-^^-^..
I - kq^-

r:

et intégrant par les logarithmes.

X = =: iO!' ' '—

^

a V
/(• V I — ^ v7'

ou hien en passant aux exponentielles, avec l'addition d'une ion>tante (",,

(/ V '' = ^ '

donc

I I Ce^V* — !

p = — 7 1
—= ^ •

Il faut maintenant, pour avoir la valeur de M. inlei;rer la (luantité ^•

(Jr il est visible i|ue si l'on substitue pour y; son expression t(dle (pi'on
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v'kmiI (le l;i (roiivfi', mi ;i une (lilTcrcnticlk' qu'il sci-iil iisscz diriicili-,

()('iil-{'lrc iiii|)()ssil)lt', (le riiiiiciicr ii l'inlrjiiaruiii; iiiiiis nu peut sim|)lilicr

licjiiicmip le cîilcul, en snpposiml l';iil)itr;iirc ('. iiulli- <in iiitiiiii': iluris le

lirciiiicr cas on a

<! dans le second

l'
=

I II I

hx ^ If

cl conihinani l'une cl l'aulrc valcui

P

Ou ani'a donc

l'cLr

1"'^
V /•

/ dx
I

Itxdx = — I zh .r V /' -^ iog (
- I ± a- V /'

cl par c(pusc(|ucul, vw aj(Uilaul une c(inslaulc A,

ou bien, à cause de rani!)iiinïte dos signes.

M = A [- n- X V
If) «- '-n» + B f— I — A- V i^) e—'V* .

Dr il l'aul que M = o lorsijue x == o. d'oii il suil que A ^ H = o. cl par

conséquent B ^ — A ; donc en ( liaugeant la valeur de la coiistanle A.

M = A (e'\'^~ f-'V* )
— A:r yZ'- f^v* -\- e-'V*

)

.

ou bien encore

>] = A
[
sin ( .r y

'—
If I

- v \ — If cos ^x y — If )j

.

Telle est la valeur de M (ju'il t'allait trouver: si l'on en prend la dif'f'c-

rence. on a

rfM
-;— ;= — A Ifx sin {x y*— If i,

ax ^
'

,n\
ou I OU voit <|u au coiuiuenccniciit ou .ï'^=o, ou a aussi --- = o. de

' tlx
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sorte (jui' le terme — s -7-7 s évanouit de lui-ineine, sans (ju il sent liesoin

(le suppuser z ^ o dans oc point; ee qui nous montre que la valeur de :;

pourra être ici tout ce que l'on voudra.

Il faut maintenant déterminer /• par la condition que .M devienne nul

lorsque jr = «: ou aura donc pour cela

A [sin ^a v
— /j — a \

— h rus (a
v
— li ;] = o,

ce (|ui (Inniie

—7 sinffli/

—

II] — ,-

« \ — /'
=

;

=7-, = ^''"'S « V — /'
,

.

ros'rty — 11)

c'est-à-dire que Tantale a\ — /,- devra être égal à sa tangente, (liiercliani

donc un tel angle et le nommant ',;, on aura

v/^=i.

Quoiqu'il soit impossible d'exprinier cet angle algébriquement, on peut

néanmoins, par la seule considération du cercle, se convaincre qu'il n'est

pas unique et déterminé, mais qu'il y en a une infinité qui ont tous la

même propriété, de sorte que y — X- aura aussi une infinité de valeurs

différentes qui satisferont toutes également. On peut voir dans le tome II

de Vlntjoditction à l'Analyse des infiniment petits de M. Euler le dernier

Problème du (Chapitre XXII, oîi l'on trouvera une manière assez sim|de de

déterminer tous ces angles par approximation. Au reste, nous n'aurons

pas besoin dans la suite de connaître leurs valeurs, il nous suffira de

savoir que leur nombre est iutini.

Après avoir ainsi determiiie la variable M, si on suppose, comme dans

le Problème 1, / cMr/,j=.v. et (pi'oii praticjue les mêmes différenlia-

(i-s
lions il l'ei^ard de /, notre dernière eciuation intégrale deviendra -7— = cks,

qui est la même (|ue nous avons dejii inlegrée dans le Pr(d)lènie cité. On
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;iLii;i (loue ici de imMiii'

s = S cos f / V
— ch) + - __— sin ^ / y'— ck),

v'— ck

r= R ros '
I \ — ck) — S \ — t7> sin '^Z \ — c/r),

l'I iiicttiiiil il la |ila((' (les (|iiaiitit('s .v, /, S cl 15 leurs valeurs en :. ii.

Z cl u,

I

- M ,ix = cos ( / V-^y /
ZM (ix H- ^1 '_v-:^

I

i M ,/,.^

/ «M(/.r = cos(/ V— <^/'
I
IM'/f — \— c/, sin l y,~ ck I V.Wdx.

il (aiil mninleiianl substituer la valeur de .M cl faire les autres opéra-

lidus (|ue (lemaude notre méthode: mais comme celle valeui- de .M est

(lif'l'érente de celle du Problènn- I. il est (lair i|ue les mêmes |H-oci'de>

(|ue nous avons suivis alors no sut'iiront pas à présent: on poinra cepen-

dant s'en seivir de nouveau avec succi's, en préparant par une simple

transt'ormaliou les expressiiuis I zMdx. j //.Mr/.r avec les deux autres

I
'/.M (Il et

I
l .Mr/,( de la manii're (pu' voici. Suhslituaut la valeur

de .M, j'ai d'aliord

1 r V A- , f/x — k
j
zx cos X V

— /i) </.r ;

01' il est (lair (|ue si l'on n'avait cpie le premier membre de cette expres-

sion, on serait exactement dans le cas du Proidi'ine 1: il ne s'ai^iia donc

(pie (le ramener aussi le second mendire a la même l'orme: pour c(da je

elianii'c d'abord la formule

/.r cos 1
.r V — k t/x

en

zxs\n{x <^'— k) 1 i^(/zx .
I

—
J- , ,— ^T^: / —7— sm \ X V — k dx,

^-k ^~kJ (l^

ensuite je remar(pu' (|ue, puisqu'on suppose (|ue les intésirales ne s'é-
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tendent que. depuis .r = o jusqu'à .r = a, le ternie algébrique, qui est de

liii-nième égal à zéro dans le eas de r = o, et qui le devient aussi dans le

cas de a: = a, à cause que s s'évanouit par hypothèse, ce terme, dis-je,

devra être entièrement effacé, de sorte que l'on aura simplement

Jzx ces ' X V
— /i") dx ^ I

—7^ sin ' x 1 — /r) dx.

Substituant donc cette transformée dans l'expression de / z^Xdx, elle

deviendra

Faisant des opérations semblables sur les autres expressions intégrales,

et supposant ])our |)lus de simplicité

d itx
'

, Ilz
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rMilciiinil sciiilil;ilii('>, en snitr (|ii"il nr |;iii(lr:i (|iir Mili>-titnrr r', ii' . Z'

• '1 I ;i hi |)l;ic(' lie ;, //. Z cl l |iiiiir ;i\iiii- Imil il'iin ('(hi|i

Ki'iMillaiil ;i |Mc>ciil :iii lien de ;', //'. Z , I
' lents viilcni.s en ;, //. Z ri C.

on ;iiii;i (IciiN ('(iniilions (|iii (lélci-nniiridiil les deux viirialdcs itiininiiH-s

z cl (I put' les (Idiiiii'cs Z l'I l |Hiiti' iiti i('tii|is (|it('l('(iti(|iii' /.

20. Les lieux l'oititiiles (jue iioiis venons de tnniver elanl |i;Mt'aitenienl

aiial(ii,^n('s à ('idlcs dn l'i'olilèine I adinetironi aussi une ((Mistmctuin seni-

lilalde ;i celle (|n'(Ui a dedntle des {isnvhvs JoiiddimiiUilcs el d(rivées il j.

Sn|)[iosiins doiM' ici (|ite les ((ntrhes A.NM, AQIJ i fig. i cl >.. \\. i m cl i j^j

d'Lx
soient les lieux des valents de Z cl de l', savoif de Z + -;— el de

(Ir

U -+- —
,-f-

poiii' cliacine abscisse .r. cl (|nc les anli'es coinl)es anh, Ac/U

JiH-
'^ cl '(, p. i()iS en (Icpcndcnt de la inanicrc (pi'oii a dit datis le

numcro cilc; on ania pont' une abscisse (pielcoii(|iie r = A.M. el poiif iin

,
MM MM

lctii|)s (|nelcoti(pic / = —-- = —--1

dzx M'N'-h'M'N M'fl'-'M',/

ax ?, •'.

dux M'Q-+-M'() M'«'-M~//
ax ?. T

Si on dcsii;ne \yav V cl (J ces valcni's de ;' el // , de suite que

d zx _ ^ _ l^i _ i>

dx " "
' dx

dux du
u H j— = a « -I- X -j~ =z.(J

dx dx ^

on aura eu inlci;raul, après avoir niulliplic [nn- xdx.

J"
zx'' 7=

I
l'xdx, d'où ; = fPxdx

26
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et de même

ux' ^^
I yjxax, d ou «« = •-—=—

./ X

)xdx

Que 9 et ]> représentent deux fonctions ([iielcon(|ues régulières ou

iri'égulièi'es, telles que

MN '^--^^(AM) = 's>(x],

MQ :=-]!{ AU) = ^(x).

on aui";i

et

jM'N' = cp(ÂM') =(i{x-h t^'cj,

~M'N = cp(A>M) = 9(x- ts/'c),

M'Q' = <\i( \M' )=z<\,ix-¥~ ty'c),

rd cù{AM] - d<D{x)

M^ = -_ f 4/( AM ]dAM ^ 4 / <\i{x)dx.

t^t par conséquent

\c

„, ,
- dw(x -f- t\ic)

dx

,„, -</<p (x — tJc)

rf^

Wq' -I- / v'c) </-^'.

donc

H- = / \^{x^t\c)dx— l ij; (-';—' \
'

'

'/*'

a V c .^ L .
'

Q — -
I"4'('*^ + < \c) -+- |(.r — t\/c)\

\lc [d(f{x -h t\jc) d(i/ir — t\cjl

dx dx J
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Soil sii[)|)osf

/ (j(x\dx ^^^'i(x), j ''ii{x)dx r="o(x),. . .,

'I .iiiisi piiiir l:i Idiiclinn J/, un ;iiir;i

/ X 'j f X dz t \ r ) dx =2 X i o ( x± / y t ) dx — I dx
j

v x ± f \ c dx

:= X^çix'izl v'v'c-J
— "o(x±ty^c'j;

li;iit;iiit ilr l;i uiriiic manii'ic les anli-cs toriimk's iiit('i;i;ilfs ([ui loiii-

|>()scnt les vmIciiis de
j
V.idr cl de j O.ir/.r. oïl iiiiia. iipi-i-s ttmli'S les

Niibslitiitidiis,

'o ' X -\- l \/c) "9 ' jr -h / \'c )

2X 7.x-

"'il' X -i- t)/C) "'^ ix H- l\C)

a X y c f'X'^ \ c

^o(x — l \c) ^'o{x — t\c)

•iX •}. X-

"'^^ X — l \'c) "tj/ 'jr -1- < v'c)

2.x yC 2X' V c

"d/ j: -i- / \c'i "tli ' X -4- / V ^)
« =

2X 3X-

- '^ .r ->r I \,C - 'c>
' X — / i c)

\^
.

' - Vf
.> .r nx-

Vf

IX a .r

.r — / \ <•; - '9 ( .r — / V c JyC
2 jr'

21. (tu [HMit siinitlifuM- ces rx|)n'ssi()iis de l;i iiiaiiièrc suivaiiti'. .\ii

lieu (le "o[x -\- tsc) H

—

=—^—
^ je pose siiupli'iiiciit A (.r -f- < y'")

.

fl an lii'ii (If "o [x — t\c)

yC

"J/ yx — t \c}
je sul)stitiii' (le même la st-iih

2(i.
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(>xj)i'essi(m Y (.r — t\c), A cl T étant de nouvelles tonct'ums variables

différentes de o et 'h; et prenant les différences de la nianiere iiidiiiiiée

ci-dessus on obtiendra les formules

A'
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|ir()iivci;i (le iiuiivcMii, |);ir' Ir iiicriic iiiisoiitifiiinit du ii" 7. ijih- hj [lai'tir

(les Mires i|ni i('|)nii(l ii l'ahscissc AA" srr;i l;i iiicnic (|iic icllf (ju'uii

|)(iiiri-;!il l'oniicr siii- l'abscisse AA', en eiii|)li)yaiil la couilie AS' ri la

coiirhe AN CDiitiiniiT an-itessmis de l'axe de la iiiéiiie niaiiieie cpie la

cour!»' A"S"; d'où l'dii vdil (|ue la (•ontimiarmii de la eunrhe \\H au délit

de A sera aussi la iiieiiie (|iie (adle (|ii'om a |)iali(|iiee dans la ///,'. -, |». i (j().

.Mais il n'en sera pas ainsi |iiinr la ninliiiiiarKHi an d( lii de li, car

siii (a; V
— X) n'aNaiil plus dans le cas preseiil des \alenrs égales e| cdii-

Iraires antmir du [Miinl H (|ni n|Hiiid ii .r = a, la liraiM In' !> S ne saiirail

non pins être la même (jne la 15 S renversée. Il ne sérail pas dii'ticile de

<'()niiailre la iiainre de celle hram lie H' S, mais cela ne servirail de rien

pour l'idijel preseiil, pniscpie la nielliode du ii" 7 demande (pie la liram lie

H S puisse èlre suhsiiliiée ;i la [ilace de la In anche 15 S . atiii (|n'iMi ail

la conrhe eiilièi'e A"S"B', (|ui snil la même (|ne la cuurlic A'S'B'el ipie

la conrlie .\Si}. i'oiir remplir celle condirniii il n'v a jias d'antre nin\en

ipie de Iransformer (dia(|ne p(U'liiiii d'aire (pii répond a H l'> en une antre

égale et dans la(|ueilc la liranclie |{' S suil seinldahle et diaiiii''lralenienl

opposée il la liranclie H S', cdnime dans la fi<i\ fi. p. ifiS. Ilxaminoiis

pour cela cette expression inlegrale

/ /.' siii {a H- z] y— I, jt/-.

la(pitdle elanl prise (le|iuis le piiinl 15 oii r = o ins(pi'au pninl |{. exprime

l'aii'e l'orniee par les |)roduils des ordonnci's des di'iix courbes .\.Mi,

.V'S'
H'

rclativeiiieiil il l'espace B' 15, et vovoiis si l'on peut la cliani;er en

une antre de la roriiie de

• / (Z)siii Ad .)M-I,\ih,

' Z] désignant une t|iiaiilite (juelcDmiiie donnée en Z'.

Je prends ci'lle autre expression

1
K siii \(a + z) y— l< idz
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t*t '](' l;i chiiiigc dans son égale

/ li sin ' a \/— h) cos( 2 y — /<") (^2 ^ / '^ '"^s
( « V— /'',l sin ( 2 y — !>'

I
'/^•

Je sulistitnc ensuite à la place de sin(av —k) la (|uantilt'av — ^eos(rtv —k)

lii'ée de l'équatiun qui détermine la valeur de y — k, et je fais évanouir à

l'aide d'une intégration par parties le eoellieient y/— k introduit |tar eette

substitution; j'ai ainsi

I l{ sin ' a \'— k) ros ( z \!
— k)dz = a y/— k I K cos ( a \J— k] ces ( z y'— ^

"J «/s

= a\\ rosf« y/— /') sin ; 2 y/— /rj — a I cos((t y/— /r) sin (2 y'— kj i/l{.

Le ternie algébrique de eette transformée s'évanouit de lui-même

lorsque s = o; done, si l'on suppose R = o lorsque 2 = B'B (nous ver-

rons ei-après que cette supposition est possible), on pourra l'effacei' en-

tièrement, et la première transformée deviendra |)ar la subsliiuti(ui

/ il cos(«y — /ij siniz y — /j t/î — rt I cos («y— /< j sin(z y — /ij </B

= / R sin [( « -1- 2
) v^^ j dz

.

Développons à présent les produits des sinus et cosinus; on aura l'équa-

tion

- / H sin [( « -t- 2
)
y/— /(] dz

j
H sin [( « — 2

) y _ ^-j dz

a i sin[(rt + z) y — / (/Itn— a l sin [(« — 2
j y — /> J ^/K

= / H sin {{a -h z}\ — k} dz,

el réduisant,

/ ( H -)- a^ j
sin [(a -1- 2) y'— k\ dz — — 1

|
R — « '-T7 |

sin {{a — z) y — k\ dz.
"

(Comparant donc les deux membres de eette e(|uation avec les formules
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()fii|)()sé('s

/ /.' sin l(« -H s) y— /rjrfz, — / [Z )sh\ {a — z
) \ — J dz.

(in iiiini

/. U + « , , I /. I H ~ Il , \

ilz (Iz

d'dii l'iiii ilciliiii:i Ir i;i|i|)oii riiHc Z l't Z'. .Mnlliiiliiml l;i [iifinif'rf

••{HiJiliiPii |);ir e"(lz cl iiitci;r;iiil. il vicnl

cl

f'/.'f"r/z a\{ff"

ï{^ -e " fy.'e",/-:

(I lin I iti] lue. en -i||l)Slllll:illl.

(Z)rr: -f."" /'zV",/3 - Z'.
a '

Oi'. nous ;i\i)iis s(i|)|iusi' (|iii' 1^ chiit ('i;;il ;i /.tM(i lnrs(]iir r - |{ H: on s;i-

lisfcra donc a (('Ile conililion en pii'iiaiit rinti'ijralf I 7U-"dz. tcllf ipi'il

s'évanouisse dans ce cas ; il lie t'aiidia |»our cela (|ue poser B \\ y au

lieu de z, et i/y au lieu de dz^ et couiineneei' l'iiitegratioii avec les

ahscisses V du point 15 en allant vers \\ : on aura par ce moyen

(Z)^^ 2e" / Z'e "dy-'i:
a .1

Telle est la valeur de Z (|ui. étant prise au lieu de Z . pour uiullipliei

(lia(|ue ordonnée correspoiidaiite de la luaiiclie i{ S, produira une aire

égale ;i ccdle (|ui se tonnerait en multipliant la valeur de Z par l'ordon-

née C(U'respoudanle luni pas de la liranclie H S. mais ilc celle (|ui serait

la vraie coutiiiualion de la courlii' A S H dans iioirc cas. De la et i\\\ rai-
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Sdiiiiciiu'iil (lu 11" 7, il n'est pas difficile de concluie que la portion d'airtî

(|ni icpoiid natiiicllcnicnt ii B'H dans la i'ornuilf

1
Z' sin [' \ -(- / V cj V

— le] dx

peut être cliangec en une autre formée sui' BH' par les ordonnées de la

liranclie S"B" et par celles d'une autre branche, comme la BN"
( fig- 12),

Fig. 12.

N

qui serve, pour ainsi dire, de continuation à la courbe fondamentale ANB,

et qui soit telle qu'en prenant de part et d'autre de B les abscisses égales

BP', B"P = V, on ait toujours

'N" = fZ)=-e" ÇT'e~'^dr-7J
a J

= -e" i P ^e "dy- P \.

Voilà donc comment il faudra continuer la couihe fondamentale ANB

au delà de B, pour pouvoir faire usage de la construction donnée ci-

dessus lorsque X a des valeurs plus grandes que a.

Tout ce que nous avons jusqu'ici enseigné sur la manière de continuer

cette courbe d'un côté et de l'autre s'appliquera aussi à l'autre courbe

fondamentale AQB et encore aux courbes dérivées anh, Aqb, pourvu que

dans ces dernières on ait soin de placer les deux branches de continua-

tion au-dessus de l'axe par la raison qu'on a dite à la fin du n" 7.

La construction qu'on vient de trouver n'est encore suffisante que

pour les cas où X est contenu entre les limites — « et -1- 2a. Pour lui

donner toute la généralité possible, reprenons la formule

»

/ Z' sin [{a -h z) sj— k\ dz.
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i|lii ;i ('!( clKiiijicc cil

—
I
('/.js\n[{a—z)\ — /r]dz;

209

|)i>s;nil « + s = j:-, on ;uii;i

/ Z ^iii r
\^
— /, ! dx =

1
(Zjsiii [(or — aa)y — A-Jrfjr;

(rciii l'on vdil (|iic l'aliscissc .r |(ciil clii' diiirmiirc de :>.a. |)oiir\ii (|iriiii

cIkiii^c rorddiiiK'c Z cil Z ; <\r iiiciiic, si Z csl une lundion de Z .

telle (jue fZ
,
l'est (le Z . (iii |iuuira (rnniniier de ?.(i l'iiliseisse (jnl m> i;i|i-

jxiile il Z;, en ( li;iiigeaiil Z en {{'/)); donc dm |ioiii-r;i :iiissi diniiiiiier

r;iliscisse de Z de '\(i en i Iniiiireiiiil iiiiiiicdi;ilciiient Z en Z . el ainsi

de snilc. De \i\ il rcsulle (jue le reste de la ((intiimalion des coiiiIk-s. soil

foi)(himcn laies, soit f/crnccs , au delii du [)oinl M, |i(iuiia se déduire aise-

nieiil de la liraiiclic (jni ré|)ond à l'abscisse ?.(/; car on n'aura (|u'à lraii>-

Ibrincr successix cillent celte hraiichc en d'autres, dont l< s ordonnées aux

méiiies abscisses se répondent entre elles c(uunie les expressions Z , Z j,

Z et appliiiiier ensuite |iar ordre et suivant la direction Al? toutes

ces branches l'une il côté de l'antre le Iniio de Taxe AH pr(doiiiié ii l'in-

tini.

Par lin raisonnement tout opposé, on prouvera ipie la conliiinalion des

iiiénies courbes au didii de A se fera jiar un assemblage semblable de

branches déri\ees rniie apri's lantre de la seule brain lie ipii repond ii

l'abscisse 2«. mais avec des opérations coutraiics aux préeédenles, sa-

voir, de manière (|ue les ordonnées (jiii répondent a iiiie même abscisse .7-

dans cliaipie brancbe, ii commencer du (xiint A, soient entre idies comme

les (|iiantilés Z el Z .

Par lii on trouNcra sans dirticiilte (jiie les courbes dont il s'ai;it auront

autour du point A une lii;ure semblable, avec cette seule dilTcrence (jiie

pour les cowvW'i, Joiidamcrilalcs les deux liramlics inlinies de |)arl et

d'autre de A seront diamétralement opposées, savoir, riiiie au-dessus,

l'autre au-dessous de l'axe, et tpie pour les courbes dérivées, les branches

I. 27
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scroiil rtiiic et l'autre du intMne côté de l'axe; d'oi'i il s'ensuit qu'avant

exécuté la continuation du côté des abscisses positives à l'infini, suivant

ce qu'on a dit ci-dessus, on n'aura plus qu'à renverser la même courhe

au delà de A, et au-dessous ou au-dessus de l'axe, selon qu'elle appar-

tiendra Axw fondamentales ou aux dérivées.

23. Par la méthode qui vient d'être expliquée, nous avons la uianii-re

de continuer de part et d'autre à l'iniini les courbes qui dépendent des

valeurs de Z et de U, données à volonté dans le premier instant du mou-

vement, sans s'enil)arrasser que les différentes branches de ces courbes

soient liées entre elles par la loi de continuité. Mais, si on voulait se

biu-ner à admettre cette loi. on pourrait obtenir les mêmes résultats avec

beaucoup moins de peine par la simple considération des formules don-

nées à la tiu du n" 20. Toute la difficulté se réduirait à chercher la

nature des fonctions o et J- au delà des points A et B, par la condition

(jue r et u soient égaux à zéro dans ces points, quelque valeur (pi'on

suppose à /.

Posons d'abord dans ces formules x = o, : = o, u = o. on aura les

é(|uati()ns

o \1\C) + 'q{— t \jc) ''o(t^^iC]^ . I\'C)

IX

IX \C IX'' y C

_ '4/(/ yc) -i- 'J>(— <v"c) "•-]>( <v'cj -H "|(— t\fc)

IX ix-

- 9(f v'c) — o {— lsj~c] -'o{tsjc) — 'oi— t\l'c)

De ces deux équations il suffira de vérifier la premièic, puisque la se-

conde n'en est que la différentielle divisée par dt: nuiis il se présente

dans cette opération une difficulté, car les termes étant divisés les uns

par .r, les autres par .r'-, on peut être en doute si, en faisant ii part égaux

à zéro les numérateurs de x et de .r-, toute la formule disparaîtra, à cause
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(|llc ,ï rst (Icjii lui-lllcilli' (j^iil il /.('lu. l'iiiir lever (cite dinieiille. sii|)|hi-

soiis que .1-. iiii lien d'elle Imil ii l;iil mil. s<iil seulciiieiit iiitiiiiiiieiil |)elil

el (''j^iii II 'y, el (le\ (•i(i|i|Miii.s clnHine l'oiu liiiil "'> (ii: ±: / \ c), "'J/(* ±: / \ c),..

.

SIiImiIiI hl riil'lllllle l'iiiiiiiie

o f z -f- a) — o{z) + x'J{z) H '-^-^ H ^^-'- -<- . . . ;

en etïaçiinl ce (|iii s( ileiruil el en neL;liL;e;iiil lc^ leiiiio ^\u\ se inniNcnl

nuiltiiilies par des |Miis»:tn('es de y. un ania re(|n:irnin

_ "o ' I \c ] -h"o{— l v'f j ? ( l V f j -I- 9 ( — / \lc)

}. oC' 4

"•
j/ ( / ^fe )

_ -.1, (_ < V c ) ^ '4- ( < v
'ê; -<{/(-/ v/c

J

?.a- 4

(|ui doit être \iaie iiKJépendainnienl de la quantité y; ddiii mi aura

r 9 ( < v/c) + o (- / Vc)j H- [ '^J/
( / v^^ J - ''M- ' V'^iJ = ".

e(|iiali(Ui.s anx(|iielles on salisl'-ra en jtosanl

ol /v'eJ=:-"9(/v'ê) et "'^ (-
< /c^ = "'V v'^'j.

ou bien, en dirt'eienliaiil,

Oc. / etani nue vaiiaMe (|ni peiil ciditre ii l'intini en eoniineneaiil ii

/.eio, /^ (• |umi ra re|iresenter nue abscisse (|iieleoni|iie |Mi>ili\e: donc la

nature des t'onclions "ç el "L dcvia cire lellc (luc. laisanl les abscisses

négatives, ces l'onctions (Icviciineiit simplement négatives sans cbanger

de valeur. Il en sera de même des l'onctions 'i et 'i, puisque, en dillercn-

liant deux l'ois les cciuations précédentes, elles deviennenl

9 (
— / \jc} = — 9 ( / v'cj cl (]> (— / ^^c) = — di ( / ^c; ;

d'où l'on voit (|iie les deux coiiibes AM5. AQ15, (|ni represcnleni ces

27.
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fondions, devront avoir de part et d'autre du point A des liranehes égales

et diamétralement opposées, ainsi qu'on l'a trouvé (22). Il n'en sera pas

tout à fait ainsi pour les courbes anb et A.qh ^\\\\ contiennent les fonc-

tions
''f

et "(i, car on a pour ces fonctions

o' (— / yc) = o'(< v'c; et '•!(—< ycj = '(^/('V^J»

ce qui montre que les ordonnées doivent être exactement les mêmes à

des abscisses égales, positives et négatives, et que par conséquent les

branches autour de A seront semblablement situées sur l'axe, ce qui s'ac-

corde avec ce qui a été enseigné dans le numéro cité.

Examinons maintenant les valeurs des mêmes fonctions pour les ab-

scisses qui surpassent l'axe donné a. Posant x = «, r. = o et a = o. un

aura de nouveau deux équations: la première sera

*o (rt -f- t \c) -H 'o (a— / yc) "<P {^ "•" ^ V'^) + "? '." ~ ' V'-'v

ia 2a-

"di (a-h t yc) — "'4> (a — t Je) "'4' (a-i- t ycj — '"'\i {a — t yo)
H = =- -—

'

2a yc 2«-yC

la seconde ne sera que la différentielle de celle-ci divisée j)ar (/t. cl par

conséquent nous pourrons nous dispenser d'y avoir égard. Or, afin (|ue

les fonctions c; et 1/ ne dépendent pas l'une de l'autre, on fera séparé-

ment

« '9 ' « -t- < V e j
— "o ( « -I- / \ c j = — a^o i a — / y c j -f- " 9 ( a — t \,r

et

a "I 'a— f v'ë)
— "'<!; (a -h t y'c) =« "'i 'a — l \'c) — "4* {« ~ /\i\.

Uifférentions deux fois la première et trois fois la seconde; on aura, t-n

changeant les signes,

o ( a -t- t \/c) — ao' [a + t y'c) := — 9 ( rt — t \ c) -¥- ao' [a — t yc)

cl

4 f« -I- / \c) — ail' ia -h t \/c) z^ ~ <\/ 1 a — t \,c) -{- adi' 'a—t\ cj,

équations (|ui sont tout à fait semblables enti'e (dies.
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Je imilliplic |);ii' e " \ rr// cl j"nili'i;ic: j";ii

— no(a-^ l\fc)e " = — wjf^a— l \c] e " — y. \ -j ' a — t \c) e " \tfll.

oi'i l'on voil (|iic l;i \;ilciir de riiiti'j;i;ili' du tlcrnicr- Iitiih' ilnil l'Irc v^;\\v

à Zcld lnrsi|llf / r— (). |MHSi|ll(' (l;illS ce cjis li'S ilriix iiillics IcI'IIM'S .se ilr-

liuisciil (l'ciix-iiK'mcs. On ;inr;i (hnic

t\je
t V c

T-e

"

r I -
—^-

,. I ^, ^ t .V. I — n. ( n — I .,> I -I

I
Qla— t V f-'i e " \<:dl.<ii(a + t \/c) ^ <i>{a— t v'cj

Or, si l'itn l'ail /\r= y, cl ijur rinlc;;iali(in suil supposée coinnicnccr

(In point (Ml V = (I, on anra

Z

cp{rt + >)--'->(« — .v)-i I V(« — ,>")'^ " "}•

et' (|ni lions l'ail ciuinailrc la inanicrc doiil les valeurs de la tonclioii ',.

(|ni sont de part et d'aiilre ;i distances ei;alcs de rextréiiiile 15 de l'axe,

doivent t'tre lices entre elles. Or il est aisé de voir, en relisant les n'"" 2(*

el 22, (pie -^
' tt — vj dénote ici la HM'iiic (liose (pie Z, et 9 a ~ v la

iiieiuc ( liosc (pic — (Z); donc rc(piatioii precedcnle donne le niéiiic rap-

port entre Z' el Z 1 (pi'oii a trouve dans le dernier des numéros ciles, el par

(•oiise(piciit anssi la incine contiiuiation de la cniirbe ANB an delii de H.

Il est vrai (pie l'éciuation enli'c! ;Z et Z donnée dans l'endroit nienlionnc

n'était d'ahord censée appai'Ienir (pi'ii la seule |)orlioii de l'axe ciniiprise

depuis l'abscisse a jiis(pi'ii l'aliscisse '.d, el (pic pour toutes les antres

abscisses plus grandes à l'iiilini. (Ui a donné une manière générale de

continuer la courbe an moveii des branches dé'jà connues: mais il ne

faudra (pie consi(l«''rer tontes les branclics de continuation au (bdii de H.

pour s'a|)erc( voir (pi'(dles atiidiit (•oiistammenl avec celles (pii sont en

(ic(;a de B le iiiéme rapport (pic la (piantilé — Z j a avec la ipiantite Z .
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Ce ()Li'oii vient de (lénioiitrer sur la t'uiietion ç doit se dire de iiieiiie de

l'autre fonction <h ([ui appartient à la courbe AQB, et il ne sera pas diffi-

cile de l'applicjuer aussi aux autres fonctions g' et 'à pour les courbes

aqb, ANB, et de faire voir le parfait accord (|iril y a entre les résultats

de ces procédés cl ceux (|u'ou a trouves plus haut par une voie diffé-

rente.

Cette matière aurait peut-être besoin d'être traitée avec un plus lon^

détail que nous ne l'avons fait ici, mais ceux qui auront bien saisi l'es-

prit de nos méthodes n'auront pas de peine à suppléer d'eux-mêmes à ce

qui peut manquer pour l'entière exactitude des démonstrations, sans

(ju'il soit nécessaire de nous étendre davantage là-dessus.

24. Il est ;i remarcjuer au reste que l'on al)rés;erait beaucoup la s(du-

tion précédente, si, par le moyen de quelque substitution convenable,

on parvenait à ramener tout d'un coup l'équation

à la forme

dx- " dx /

d'z' d-z'

dp dx''

Or pour cela il n'y aurait qu'à supposer

fz'xdx
z — ,

X'

ce qui donne, en différentiant,

xdxf d'z'

j dP
dr-

d-
. . , , ,x z I z X itx

dx x' X'

d-z dx 3z' 6 l'z'xdx

dx"- X x'' x'



i: I I. \ iM'.nj'vd M ](t.\ ni >(tN.

I siihsIiliKiiil.

/ 77F
^''^

2lo

iiiiill i|ili;inl |iiii' .( ~ l'I ililTi'i'i'iiliiiiil ilr iioiivciiii,

iiii hirn

rtlx - ( , .rr/.r.
(/t d.r-

('(|iKiti(iii icdiiilc :i|j (IIS lin l'i'dlili'iiir 1. Or. |)in>(|iic hi \;ilfm <lr - ot ii

cjjîilc à

dx
y.z -^ x

dz^

d.X

Icllc (Im'oii I";! supposée diiiis l'analyse du Prohlènic prcccdiMil. il csl ta-

cili- de viiir (jnc la solution (|u'oii aura de (•cttt' façon reviendra entièrc-

inenl à cidle (ju'on a déjà trouvét\ Il est vrai (|u'il faudra poui' cela (|ue

la (juantile /• ait aussi les nii-nics valeurs, et e'est ce t|u'il ser'a aise de

prouver, car on sait (jue la deteruiiualion de i dépend de la eondilion

(lue les termes al^eliruiues .M , — ; -r- disparaissenl lor'Sfiue .r = a
' ' ' d.r d.r '

'

royez l'rohiènie I .Or on a ici

, _
dz

dx

donc

dz
dz' = ^dz f xd

dx

d'où l'on auia. en posant .r = a el r o. l'ecpialion

3M -,- -!- «M --;— — a—j -, -= •).

dx dx- dx dx

Mainlenanl. pnisiiiie .- doit toujours disparaitre Kir^sque .f = a. (|ue
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(|ii(' soil Ir temps /. on aura aussi

'dF=°'

et, par conséquent. |)ar l'équation fondamentale.

d-z 1 dz 2Z

ax- a dx «

ildii l'on tire

d^z _ 1 dz

dx- a dx'

la(|aell(' valeur sulistituée, on aura

ou l)ien

/ f/Mv dx
V^-''-d^)lP.='''

M — a—7— =o.
dx

Or M étant égal à sin(a\ — /•) (6;, lui aura, en suhstituanl cl posant

ensuite x = a,

sin f « ^ — k ) — (/ V
— l( cos ^ a y'— h ) ^ o,

il'iMi fou lii'c, coniine dans le n" 18,

—
T sin (« J— k)

I
.

—
y

a si— k = 7—^^^tT = ^^"8 ( " V — /' }

•

coslfl V
— '')

Il y a encore une autre substitution (|u'on pourrait employer au lieu

de la précédente; cette substitution consiste à faire

^=-''-^^-'

ce (|ui réduii'a l'équation en ; a une équation en v de la forme de

d'z d-z

~dr-
~ ' tZ?

"

et cette é(|uation étant construite |)ar la méthode du Prol)lëme 1. on aura

|)our la valeur de z des formules analogues à celles (]u'on a trouvées à la

tin du n" 20.
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Spphutdoii (If la soliiltdii pirvàU ttic à la recherche (hs lots de lu

propaiidlKin du son.

25. l,';i|i|(rK;iliiiii du l'inliliMiic inccrilciil ;i l:i llicDiic de l;i |nu|)af;ii-

liDii (lu sou se iirrst'iilr (rdlc-UK lur. Iui;ii;iii(uis un cdips sounri' iiucl-

i'()U(|U(' mis ru Niliniliou iiu uiiiu'U il'uii :iir tr:iu(|tiillr. liiuuoLii-uc l'i

liliic de luiiscolcs: il est visiMc (|uc rc ((U'iis |irul rtic regarde^ couinir

|diicc s('iisii)l(MU('nl au (•ciilic d'iiuc s|)iil'rt' acricunc d'une ctcuduc indc-

linic: d(Uic ou tic s'ccailcra (|u<' lirs-pcu de la vérité eu calculanl les

uKiUM'Uictits i(iniuiuni(|in's ii hinlc la niassi' de l'air, dans l'Iiypiillii-sc

des ondulations s|ilicii(|U('S du u" 1<S cl d'après la constructiou donncc

dans les n"* 20 cl suixanls.

Pour cela. a\aul uicuc la liiiuc indidinic l'H <ini rcprcscntc le rayiui de

la splii-rc lolalc d'air ({ui cnviruunc le corps sonore, soit pris 1^0 poui- le

l"i|;. \i

V a <ï

ravon de la petite sphère dans hupudlc sont contenues les particules (|ui

ont leçu leur uiouveuienl priniitii'du c(ups sonore [ilacé on P, et soient

tracées sur la lii^ne PQ les couritcs ([ui représentent les valeurs données

de Z cl l tpie nous avons a|ip(dees courbes fondumeiilaU's ; il suit

du n" 22 (pie ( liaidue de ces deux courhes devra être continuée du c(>le

i)|)pose Pc/ avec une liraiu lie seiiililaiile. égale et diaiiiétralemeiit op|)osee

à la premii'rc. il est vrai ipie celte proposition n'a été démontrée (|iie

pour les courhes (|ui représeiileiil les variahles Z cl L . mais il est facile

de voir (pi'(dle a égaleinenl lieu ici. oii. ii cause de x = o au (loiiit P. les

valeurs (h Z e! l' devicnneul :',Z cl :' l'. On prouvera de même que les

autres iiranchcs de couruiuatioii (|ui, suiv;iiil la théorie du numéro cité,

devraient éire ajoutées du (-(Mé l'R, disparaitronl entièrement a cause du

rayon o inlini, de sorte (lue les courhes t^cricralriccs seront foutes renier-

mecs dans le seul espace </0. Or. c(la [losc, cpi'on demande pour un

lem|)s (|ii( lcoii(|ue / les mouM'iiieiils des particules (pii ci-tmposeiit la

1. 78
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fibi'e rectilignt' PR, iin)uvenients qui selon l'hypothèse (hiivenl être sen-

siblement les mêmes pour toutes les autres fibres partant du centre P.

. . . PO
Soit, pour faciliter cette recherche, ? > —--; il est évident qu'il faudra

rejeter dans la construction du n" 20 les termes qui répondent aux ab-

scisses a- + / V c, ces termes ne pouvant ici produire aucune valeur réelle;

il n'y aura donc que les termes relatifs aux abscisses ce — t\c qui entrent

dans la détermination des quantités z et m, d'où dépend la connaissance

des mouvements en question. Ayant pris (/ig. r3, p. 217) sur la ligne PR

le point P' tel, que PP = / \ c, et ayant coupé de part et d'autre les parties

P'Q', P'q' égales à PQ et Pq, je transporte en ^'P'Q' les deux courbes (|ui

renferment les valeurs des Z et U, telles qu'elles ont été décrites sur le

diamètre yPQ, et prenant le point P' pour l'origine des abscisses a\ je

trouve pour une particule quclcon(jue M

•'='.['- '^'--;, fi'- '^^)"'}

2 L dx ^ dx J

Or. par les suppositions faites à la tin du n" 19, on a généralement

d zx
z' = 2 -h —j— '

(IX

d ux
u =r i< H —

,

dx

l'origine des a:^' étant au point P. Mettant donc ici, pour Iransjiorler cette

origine en P', x^t\c au lieu de x et intégrant après avoir multiplie

par (.r -t- t\c)dx, il viendra les deux équations suivantes :

z(x -h t \lc)' z= ~Zx- -^ -t \^c { / z dx -+- Zjf
j

^
\ [x + t 'Jc]dx I L H J

2VC / .'V «•'x
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Si l'on siiji|)lilic les cxiircssioiis iiilc^i aies par la iiirlLiddc di'S iiilcfira-

lioiis |)af pallies cl (iiToii ajiMilc les constaiilcs nécessaires, on aura

I .r + / yV' ,) = - : .r- 4- ^- / y r , Z -f- - / v
' | / '/« lsc\

II' X -\- t yt;"

^
(
— -I- .r/ y (•

1 I
L f/.r '_

/ L.r-</.r-^ •

- JT- -(- Xl y f; L -!- - / i ( / l (/.?• / \ ( B
2 2 ,/ 2

cl \r — 'x -+- '.>. t y'f Z -^ — Zr/.r — * \ .

dx y. > '
"?

X- -i xl

L'addilioM des constanles sert ;i rendic eiial ii zeio le dernier ineni-

hre de rliacnne des e(|nali(ins |ire( cdenles lorsque .x--ht\c^<>. on

.r = — / y f ^ — i'I* , ce (|ni est nécessaii'e, |>uisque aloi's les picniiers

membres disparaisseni d'eux-mêmes; ainsi, en supposant t[ue les intéiira-

tions eomuH'iicent toutes au point P où .r = o, les lettres A. H. I) repré-

seuteioul les valeurs des intégrales / Z(/r. I [' dv. j \ .r- d.r prises

depuis I' juscjua y , lesipu'iles sont les mêmes (jue si ou les prenait de

l'antre colé depuis 1' juscju'ii (J . Il faut néanmoins remarijuer (|ne dans

la première eciuatiiui l'iui ne Iroinc point de constante qui fasse éva-

nouir le iernu' — ( r-.r/\r)
I

l'c/.idans le cas de .?• = — / y r:
y \c '' ' .

'

c'est une tunission (|ue j'ai faite expri's à caus(> d'un nouveau teiine (ju'ii

faut encore ajouter ;i la nuMue ('ijuation. l*i}ur voir la ra.istui de ceci, on

n'a (|u';i se souvenir de ce (jui'. dans l'expression des viileurs de r et

de // . nous avons reiiardé comme généralement nuls t(Uis les termes (pii

répondaient aux aisscisses exprimées par .r — /\r; il en est ce|)eiidant
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1111 (ju'oii ne |)cut pas négliger, c'est eelui qui est exprimé par la foiiDiile

intégrale

car il est évident ([ue (juoique les valeurs de U disparaissent sui- la

ligne QR depuis le point Q, l'intégrale I Uf/.r conserve toujours la

uu'Uie valeur constante ([u'on a désignée ci-dessus par B; de là il est

facile de conclure (pi'il faut ajouter ;i la valeur de ;' le terme—=; et par

(onsé(juent à la valeui' de :; (.i+/\ <?)- le terme i-—i-j"/\c) --_, lequel
\

'• /a V c

léra justement disparaître l'autre terme — —=('— + .r/\f| I l'c/.r

lorsque r = — /^r. i Vrlx devenant alors égal à B.

Si l'on .examine maintenant la forme des deux équations précédentes,

on verra aisément que l'on peut se passer de l'addition des constantes,

en (l(uinaul une autre origine aux intégrales / Zdx, j
Vflx, j

[jx'-di.

et les faisant commencer du point (/ en allant vers R: ainsi l'on aura

plus simplement

fx' -f- x/ V c j Z + / V '^'./Z '/-î
'

•*" + ' ^'^ \''-) /Ut/x -hJH-i-djt-

ilx-hti^c)' 4 V'*^ (-^ "^~ ' v*^)'

/ , -,,, , .-/.,- , [X- + xl Jc)-j—h{x-h 7.1 Jc]Z— fZdx
ix--h xti.'c]V-\- l\/c flidx - ^ ' dx * ' '

J.' X +- t \/c)' 7.( X + Xt \cy

2(i. Il est visible par ces formules que ; et u sont toujours égaux à

zéro lorsque la valeur de x tombe au delà des points q' et Q'; d'où il suit

(|ue pour le temps donné /, il n'y a que la seule partie q Q' de la fibre

(pii soit en mouvement: or, comme le point du milieu P a été pris tel

(|ue PP' ^ / \c, il est évident (uu' l'onde aérienne q Q avaiu'cra toujours
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iivcr une vilcssi' coiishinU' cl citalc ii \ r, (|iii c^l hi miiiii- c|nr tiuiis ;i\oiis

lioMvcc |)liis liiiiil (hiiis l;i iin'iiiii'tc liyputlil'si' 12 . On |iiiiiii;iil ici

(l»''vclo|)|)cr les lois pailiculii'ics (|iic cIi;h|11c |iarti(ulc d'air nliscrvcra

dans M's nxmvcnicnts, dcpcndanîment des |)reiMii'ics inijircssions Z cl l

[ii'ndniles |iai' le ciii |)s sonore; mais laissanl ces discussions |ien inipoi-

laiiles en cllcs-nièincs, nous lions ciuilenlcrons de taire (disefvei' en

iicneral la \arialion des (juantilcs ; cl // ;i nicsnrc (|iu' le lenips / anji-

nienle.

l*oMl- cela, coninic respace \H) csl loujoiii^ li('S-|)clil I ï . un |ielll,

sans eireni' sciisihic, loi>(|ne le lenips / a d(''j;i nnc \alcnr consideraMc.

neitligci' .r pai' ra|i|)orl ii t\c: ainsi il viendra

rZ+ fv.dx- 4 Çyid.t

?. l \ c

IV.

^^^\"'^-[^\l^^'-')^^
7.t yc

d'oii l'on voil (|n'en i;t'iieral les valeni'S de r cl de i/ diminnent dans la

raison inverse de /\ c (Ui de l'I''. ce (|ni inonire (|nc la t'urce on l'inlcn-

sile dn son doil decrollre ii lri's-[)en |)r('s dans la raison inverse des dis-

lances simples dn cenlre de propagation

.

Je ne |)ousserai |)as pins loin l'examen de ces t'ornuilcs cl je ne clici-

cherai pas non pins ii dédnire de la lliéorie exposée dans le n" 22 les lois

de la l'cilexion {\u\ aurait lien dans riiy[)olli('se présente, si la niasse de

l'air elail l'eiifei'niéc dans un vase spliéri(pie de iirandeur tinie. Os

rcclieridu's étant de pen d'nlilile. je me contiMilerai d'en avoir pose tons

les princi|)es dans la solnlion i^énéralc dn Pr(d)li'me précèdent.
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CHAPITRE IV.

AI'l'MCATION DE NOTRK MÉTHODE DU CHAPITRE II A DIFFÉRENTES HYPOTHESES.

27. Lt's Prul)l(Miifs dont nous allons inaintcnanl nous occuper, (juoique

peu nécessaires pour la niatii-ic (jiie nous traitons, serviront néanmoins

à faire voir l'utilité et l'extension de mitre méthode du Chapitre H; ils

pourront aussi être d'usage dans plusieiiis autres points de la théorie

du sou.

cl-. et-. ''J
Problèmi: 111. — Construire /'('(/nation -j^ ^zzc-r- -h me -—

' (It- (l.r- d.T

Multipliant par 'y\(l.v et prati(|ua!it les mêmes réductions que dans le

Problème II, on aura l'equatiou en M

d'M m du ,
—,—

;

— I) M .

dx- x dx

qu'jl faudra intégrer. Or il est facile de s'assurer, au moyen de quelques

transformations convenables, que cette équation tombe dans le cas géné-

ral (le Riccati et que par conséquent son intégrabilité dépend de certaines

conditions qui se réduisent ici à ce que m soit un nombre pair positif ou

négatif; mais la méthode ordinaire d'intégration pour ces mêmes cas est

si laborieuse (|ue je ne saurais me résoudre à la pratiquer; d'ailleurs il

ne suffit pas de trouver une expression algébrique de M, il faut de plus

qu'elle soil telle, qu'on |Hiisse dans la suite du calcul chasser aisément

la quantité k à l'aide de ({uelques réductions, comme on a fait dans les

Problèmes précédents. Il m'a donc fallu imaginer une autre méthode, et

voici comment je m'y suis pris.

Puisque l'on a trouvé pour le cas de m = o, qui est celui du Pro-

blème I, ^1 = .\ sin (.r V
— k), et pour le cas de w = 2 dans le Problème II

M = A[sin(.r V — k) — x\ — /cos(.r\'— k)^, ce qui s'exprime plus sim-

plement par M = A sin [v\ — k) — A.r —^^^

—

-—^ —, on est assez fondé
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;i cidlic (jiK- l()is(|iM' ni ;iiii;i une \;ilfiir (|ii<'liuii(|ili- '\, <J,— l'cxpif^Mnii

(le M sci:i (le hi lutiiir >ui\;iiilr :

M \ sin^rv'— /.)-+- H.

î

// sili .r

(Lr

\ ~ ^''^

-t- cx'
'^ ^'"l£r:iAi

</j7=

A. 15, C cliiiil (les (•(ici'licicMls à (Iclciiiiiin'r |i;ii- l;i Mil)>liliili<m v[ l;i

( (impiiraisdii des Icriiics.

.Miiis |HHir fiiiliinsscr iiiif |tliis f;r;m(lc ;iriici;ililr, jr mi|)|hisc

sin (x y'— /i) —- II.

., . ,, </h ,.(l-u ..d'il

(/.r (/.r' «j'

cl je ifi^ai'dc les (iiiaiililcs A, 15, (!,... C(iiiiiiii' do tViiHiiim.s varialdcs

lie .*-. (loiil il iaiit clicrclifi' la valeur coiivcnabic il IV-quatioii doiiiicc.

Je ciiiimiciicc par piciidrc la dilTcrcnticlli' ilr M i|Lii' je iiicls Sdus la

i'i)inir suivante :

,l\\ ils. </l!

dx dx dx

-h A

.le trouve de uièuie

(lu (/(! (/ « </l)
I

d'il

dx dx dx- dx dx^

H C

ilW </ A d'V, du (/C du d^V) d'u

dx' dx- dx-

dx

dx dx-

dx

+ A

dx- dx' ' dx'

xdC
'

dx

^-B

Ou liduvera de plus |)ar la nature de la l'onctiiiu n

I », .
d'u ,, du ^.d'u dUi

(/x^ </.r' ax^ «X'

Substituant ees valeuis dans retinalion

d'M m (Al

dx' X dx
-/,\I=:0
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et onloiinant les termes par rapport à la variable //. on aura

Id'k

"[dx'
^
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cxMclc cl linic, laiidis (|iic raiilic sciir, (jni csl Ifnitf iniiltipru'-c par //, va

il riiitiiii; c'csl lniit le coiitiairc l()iS(|ii(' m i-sl iiii iioiiibrc pair iM'jialir ii

lumiiicnccr' de - '\. car dans ce cas la seconde séfie se leiniine apii's nii

rHinil)re Uni <li' ternies, la premii-re allani ii l'inllni: d'uu il snil >|ne.

puis(]ue les {|uanlil('s /Ct // sonl alisnlunienl aihilraircs. il n"\ a (|n*;i

l'aiic // = <) dans le premier cas <! /= o dans le second, et l'un anra

al<;(''ltri(Mn'nicnl la valenr de M en j\ en cliercliant celle des coel'licienl>

A. li, (1 dont il' nondire est alors limile.

Ou |)oni'rail an |)reniier aspeci l'ornier des iloutes snr rexaclilinle des

l'orninles précédentes, par la raison (pTclles ne paraissent pas satisfaire

an\ cas de ni = o et de m ^ — 2. dans lesquels on sait d'ailleurs (|ue M

a une valeur Unie.

l'iMir lever cette difticnitc. il ne l'anl i|iie re<-iinrir ii l'inté^ratinn im-

médiate des ('(luations (pii doivent donner les valeurs de A et de li dan>

les deux cas |)i-oposés: ini trou\cra pour le premier

et poni' le second

A=/, B = o. (:=:o,...,

\=/i.r\ B -- o, (:=^o;

c'est un inconvénient attaché ;i toutes ces sortes de formules générales

d'intégration, d'être en défaut dans ceiiains cas (pii demandent un exa-

men a pai't.

On pourrait ohcorc être embarrassé dans l'usage des formules précé-

dentes, lorscjue /?i = ± i, w ^ zh '^, w = ± S,..., puisque dans ces ca>

tous les termes de la série /' ou h deviennent iniînis, à l'exception seu-

leuienl de (pH'l(|ues-uns des premiers. .Mais il est aisé de se tirer de cet

iMuharras, si Vtm fait réflexion (pie les constantes /"et /i etaut ahscduineni

arhilrairi's peuvent être supposées tout ce ([u'iui veut: ainsi il n'v a (pi'ii

faire / ou /i égaux a o ou ii o ^, cai- ce o deliuisaiit celui du denonii-

nateui', les termes qui étaient infinis l'edeviendiimt iiuis et se trouveront

de nouveau nniltipliés par une constante arhilraiic ^'; ceux au coiitiaii-c

(|ui étaient demeurés tinis s'évanouiront par cette supposition: d'oii

résulte la règle générale, savoir, de ne conserver que les termes (pii

I. 29
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reçoivent une valeur infinie, en les dégageant eependani de l'infini (ju'ils

i-enfernient.

Ayant ainsi trouvé la valeur de M, il ne s'agit plus (|ue de poursuivre

le calcul de la même manière qu'on l'a fait dans le Problème I: on aura

donc de nouveau les deux équations

fzM dx = cos(t V^^) fzMdx-h '""
l^^IL''^'"^ j UM dx,

j
icMdx^ ces (/y'— c/f) I UM</x— y— r'/i sin' ; y— c7r) / ZMdt;

substituant la valeur de

M = A sni [ X y — /r ) -f- R —^ '- -h C V-^ '- + . .
.

,

dx dx-

et faisant disparaître les différences de sinl^ry — ^) 1*!"' '<' méthode des

intégrations par parties, on obtiendra

I ;'sin(.ry — /i) dx =: cosij ^'— cl,-} j Z'sinlxy — ck) dx

sin(<y/— c/fj /',,, . / ,—7-
^ ,

H ^—^ —- U sin ( X y — k) dx,
y/— ck J

I
II' sin (.r y'— k) dx = cos(< y/— ck)

j
U' sin [x y— k) dx

— y

—

f/isin(;y'— ck)
j
Z'sini.ry— k)dx.

ou

" dx dx''

dBZ dH:Z
L = AZ h -y-

iix ax-

dWit dH]H
u = A II — —, 1

;

dx dx'

dx dx'

Entin l'on tirera les valeurs de s et de // pai' les mêmes procédés qu'on a

suivis dans les Problèmes I et H.
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.le 111' iiranclrriii |);is ici a cxaiuiiicr la iiatiiri- (1rs ciiiirlics géncratrirc^

l't la maiiiiTi- de les cimlimicr, la(|iit'll(' ilrpi'iii! de la vali'iir de .M: il

sciait ccpciidaiit aise de le Caire siiivaiil les piiiicipi-s (|iie ikhis avons ela-

Idis, mais ronime je ne ddiine ici celle solution i;éiiéi'alc (lUc coinnie une

sini|)le aiipliialioii de ma nielliode. il vaut mieux la simplilicr autan!

(|u'il csl [tossilde. en v intcoduisant les t'onctioiis indileiniinees çi et 'i

comme on la |)rati(|m' dans le l'roMi'uie II. Ou tiiiu\era donc |iai' ce

mo\en les deux e(|ualioiis suivantes :

dx dx- 3

"'J/ ix -I- / V t-j — '•! ''.r — / \ l)

2 V f
•

d\iu ihCii _^{x -^ i\^c)-^ 'i^ix— t\,C)

dx dx-

- o' ' X -^- t \c — o' ' X — / \ c
V <-' —T^

'

i|n'il l'audra cnsnite intégrei' pour avoir les valeurs do ; et de u: ces inlé-

gralions, (|uoi(]ue toujours ])ossi!)les, ne laisseraient pas (|ue d'être soii-

venl tort emhairassantes: c'est |)our(|Uoi je vais résoudre le même Pro-

blème |)ar une aulic méthode nnjins directe à la vérité et moins lumi-

neuse (jue la précédente, uuiis telle (|u"elle donnera les valeurs de ; et

de ;/ eu termes finis.

, 1 I- a-

z

(/ z X
Autre constniclion de I i'(jualion -j- = c-.-- -H me -,-•

2U. .\ii lieu de uuiltiplier celte e(|ualion par .Nh/.i . en supposant M

une fonction de .r. et de riiitémcr ensuite eu euard à la seule vaiiahilite

de ,r. je la multiplie au contraire par- \\i/t. ou M est supposée une t'ouc-

tiou de /, ei j'en prend- la S(uumc en ciuisiderant la seule / comnw va-

riaide: je poiii'suis le c;dcul de la nume jaeon (|u'auparavanl en taisant

l(Mij(Uii's vai'iei' / au lien de r. Je trouve d'aliord re(|uation en M

dt-
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d'oi'i ji- lire

M = sin (/ v'— /');

|»uis, eu supposant / zMdt ^s, il nav vient recjuatiou fondanientale

, d-s X
lis = c —, h me -ï

—

dx' dr

Pour intégrer cette nouvelle équation, je tais - =/. <-'e qui la réiluit

par la substitution à

, d^y
I
m -+- 2)c- (/)•

liV= c -r^ h -y- t

dx' X dx

équation qui, étant comparée à celle en .M du l'r(d)lènie précèdent, don-

nera pour la valeur de j' la suite

. ndu ,,d-ii j^d'u

dx dx' dx'

les valeurs des A, B, C,... étant les mêmes qu'auparavant, mais étant

transformées par la substitution de m + 2 au lieu de — m. A l'égard de

la valeur de u, elle sera ici égale à sin (.ri/

—

\ Y. il faut observer

qu'elle peut être également cosf .t \/

—

'-

); d'où il suit qu'en prenant

deux quantités P, Q constantes à l'égard de œ, on aura généralement

Il =zP sin ( .r

doue si on fait

p[A.„(y-j).«r^Bcos(y-f)4c„,.(„yif)..^.
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Dii iitii'a

A — ,/^- -+ lix--,

B = — fx^ — lix' ",

»' o f m _I_ s \ o / 111 I \}.{ni + 'i)" ' ?.( ni — i)"

. ( mH-4) (/n+6) _ ( ,„ _ 2)(,„ _ 4)
•' ?..3(/» + 3)(HH-4) 2.3(W- ij(w-o.)'^ •

••••• " ...•*. j

iiii l'dii \oii (|m' les coflticiiMils îles trrmrs ilc la série / sont les iiieiiii>

(|iie ceux de ht série // dans les loriiiiiles ilii l'r(ddeiiie |iiecedeiit. l'I l'éci-

|)n)(|Ufn)enl ; doiir il sntlira d'ap|)rK|uer aux tniniiiles jucseiiles les iiieines

reiiiar(|Ues (jn'oii a dejii laites sur les dit't'ereiils cas de m |Misiti(' ou iie-

-atif.

Soit divisée toute re(|uatioii par A. il l'st évident (|ue, |)uis(|ue l'on ne

doit prendre à la l'ois (|ue l'une des deux séries, selon que m est positif

ou uej;atii, les iraetuuis -r-i T''' ^''''<'"t toujours égales a zéro lorscpie

a; = (); soit, de plus, loi'S(|Ue x = o. Z la valeur de ^ et 1' la valeiii' di'

''{
-7—' valeurs (jui noui'ront Irès-hien être l'une et l'autre des fonctions
(Ix ' '

de /; on auia, en faisant d'ahord r = o dans l'eipialinn ainsi préparée.

j
Z.M(//^y;

ensuite, differentiani la même eijuation et y faisant de nouveau <r ^= o,

il viendia

• /'l M,// = l>^-'(,_^y.),
V'c

T
iMiualion dans taiiuelli' v. est une ciuislaule iini désigne la valeur de - ,—

:

posant. p(uir alireycr. l au lieu de - -i on >ulistituera i Z.M(// au lieu

de Q et -4!= I L.Mf// au lieu de \\ .Maintenant, pour eliasser la lettre A-

v'- A J
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• le r<'(|Uiiti(iii, (II) se scivira de la nuMlnuk' des intégrations par |)artles

(|ni a déjà été tant de l'ois mise en usage; car, puisque M = sin U\ — k),

on peiil. an lieu de 1 ZM(^//, substituer indifféremment

I rdZ
I

—
r ,

I Cela , - -r ,
r

I -.— cosl^v

—

'')«'. (iii — T I T— sm ( / V — /i j
<//,

en négligeant les termes algéhricjues ijui doivent être supposés d'eux-

mêmes égaux à zéro; il en est de menu- de l'expression / UM^/. Ces opé-

rations achevées, on mettra sous les siniies d'inténration les sinus et co-

sinus de ^i/ ^-> et on développera à l'ordinaire les produits de ces

sinus et cosinus par les sinus et cosinus correspondants de /y — k; on

obtiendra ainsi l'équation

r
rsin ' t\,—k)dt AZ

AZ

B^ (/z^ c <y-z

B dZ C (l'Z

^.W '^
r TIF

B ., C (/U

sm

' Cf s. Tu / - ~r -

—

X

sm

sm
V '•/

dl

dt

dt

dt.

.r

Oi', suivant les principes de notre méthode, on égalera le t du premier

membre aux quantités ^ — i et / + — du second; d'oii l'on aura / -i- ^^
yf vc

V c /
\

pour la valeur de / dans les autres termes qui se trouvent nuiltipliés par

sin( / H- ^ ); or, Z et U étant des fonctions de t, on peut les exprimer

généralement par \t et F/, ou si, pour abréger davantage, on pose

Z + -^
(
\]dl = A/ et Z ~

1
[jdl = F;, on tirera de l'équation pré-
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(•(jclll

2f

Si l'iiii jiiiiKiil iiiiriix (|iic r('\|)ri'ssi(iii dr Z l'iil cniiipusi'c de Idim iiiiii>

(le i -h /\r cl (le r — f\r, il n'v ;iiiiait (|ii';i faiir (iucl(|iir> Icj^'èics

liaiislnriiiiitidiis ii l'i>(|uali()ii tiiialc (|tii (liiniii' iiniiicdialiMiiriil la valiiii'

(le r-; mais, sans avoir rccoiii's ii cet ('X[ic(iii'iil (|ni est sans ddiili- le |)lii>

dirccl. il siii'til de icnianiuci' (jnc l'cciiiation dil'i'crciilicllf de ;: ne contc-

naiil (|iii' II- 1//'. il l'aiit iiiii' l'cxpi-cssinn de : suit telle qn'(dlc dcnienic la

ménic en clianiicaiil / m — /. Soit donc mis dans la t'oiinuli' |Hf(cdtMilc

— / an lieu de /, A ( / + ^ ) l'I '"
( ' '- \ deviendront

\ Vf/ Lv?
r

n>v'~'-
{X -h I <^c

Clianijeant les valenrs des tondions A ri I . on ponira mettre sini|ili

ment A (j " / \ ri an lien de A (.r— /\c) •t r ' .1- + /\ c) an lieu

de iT—.?^(.r ~ /\c)'\: mais il l'andia mettre ensnite

,
c A' .r — / \ '•

,
, (• A r — / ^ <•;,.. .

an lien de

et

A'
\c ]

UcA^ A" .}...

\'c T'(x-ht ylc), c r" \x-\-t v'c). . .

.
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;m lifn de

a-^ Uc
\f

X -h I \C

comme il est nisé fie s'en assui'er ;ivpc un peu de réflexion: on ;mi;i de

cette manière

2 = - [r (.r + / v'î-j
-+- A l.r — t s!~cj\

-'. [F'-r -t- / yr I -+- A'f j- — / v<^.'J

C - -
H

I
T"''x -f- / v''" ' -t- A"f.r — / v'c '1

En rappiocliant cette t'ormule de celle (|u"on a trouvée dans le nu-

méro précédent, il sera facile de déterminer le rapport des fonctions

T{x ^,- t \c] e\ \[x — t\c) aux fonctions o\x ^ l.\c) h—zl''L{x -^ t\c)
se

et -i^ (.r — t\'c) -^"i>(x — t\c).

Cette méthode conduit, comme on le voit, à des résultats beaucoup

plus simples que la première, mais elle est aussi moins générale et ne

peut à la rigueur être employée c|ue dans l'hypothèse que toutes les va-

leurs de z, qui répondent a différentes abscisses x dans un même instant,

soient liées entre elles par la loi de continuité. Ce n'est que d'après la

première solution qu'il sera permis de prendre pour F et A des fonctions

(juelconques, régulières ou non.

Des oscillations d un fluide élastique renfermé dans un tuyau de figure

conoidale quelconque.

.30. Soit imagine tout le tluide ])artagé en une intinité de tranches per-

pendiculaires à l'axe, dont la largeur variable soit exprimée par X (|ui

désigne une fonction de la partie correspondante x de l'axe: il est clair

que. si l'on suppose que les tranches conservent toujours leur parallélisme

et que r soit l'espace intlninient petit parcouru par une tranche i|uelcon-
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(jiic \{/.i (liMis le Icmps /. (elle (|ii;iiilili' \(/.i (Icviciidia

2:{:5

^\ ^/\(\+ ,' z] {(/.! -f- (Iz) \(l.r -h -,- zdx -h \(lz,
' tir ' dx

iMi sii|t|triniiiiit lo intiniiiK'iil pdits ilii sccoiul oiili-c; (l(ir)c. si c ilf-si^iif

l't'liistirilc (lu llnidf dans siiii v{;\\ iKilincl. rclaslicilc du tliiidr cniili'iin

dans la Iraiiclic Xr/j- sei'a, a[)rès Ir temps /,

xr / d\ ,\ dx H—7— 2 (I r -f-

ax
\,lz ^ "

dz d \

Ix \dx

en ii('i;lii;i'anl ce (|ui se doil iii'i^liiirr. La diiTcicncc ilc ictic i'\|iit'ssi()n

pi'isc n(''i>ali\('iiiciil donne l'exci'S de l'idaslicile d'une Iramlie (|iiel-

eiinipie sur (-(die ipii la siiil ininiedialenienl : doue, si on nnilliplie eel

exei's par la laiij'enr Xh—r— z de la tranche et ini'on di\ise ensuite jiar

la niasse \t/.r. on aura la loree ae((deraliiee (|ui tend a taire parcourir

l'espace r; dcuic re(]uatioii du iiioinciiieiit du lliiide sera

d'z (d^-z '^ro"V^-^S"\
Tr = ' \ dx^ ^ ' dx I

\"
- X /'

(pii se réduit, par la supposition de r iiitiiiiiiient |ietit. à

/ jd\
d-z

,
(

'/"^ \dx'
dl'

'" \dx- dx

l'idle est l'eipialion iiénérale. mais jus(|ir!i pri'-sent je ne cinmais eii-

<ore (jne (|nel(|iies cas où elle soit e(>nstructii)le: ce sont ceux (|ui peuvtni

elle compris dans la solution dn Pr(d)li'ine III. c'esl-ii-dire où l'iui a

.T-^.- = — lui liieii X ^ fhx'"' . ce (iiii donne un conoide tonne pai' la ré\()-
\(tr X ' '

Inlion d'une paraliole ou d'une luperlude (|iielcon(|ue. On aura donc,

dans celle li\ potlii'se.

d-z dz
-dV^Adx^^"'

3o
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f'quatioii intégrahle exactement toutes les fois (|ue m sera mi nomltiv

|iair piisilit' on négatif '28); dans tons les antri'S cas la valeur de r sera

exprimée par une suite infinie.

Soit A« = 2, on aura le cas du Piohii'nie II, el la rornuile du ii" 28

donnera

dxz (o [x -+ t y'c) + cp (x — t \lc.) ^'\ l'.r + / \;c) — ^']^
\ x — t \c i

dx ?. 3 ^ f.

ce (jui s'accorde avec ce (|u'on a trouve dans le n"20; de plus, la formule

du n" 29 donne

_T {x + t \l'c) -\- ^{x — t sic] r ix + t s.i'c) ^ M { X — t v'c)
2 — ,

X^ X

<(' ([ui s'accorde encore avec le n" 21

.

Si on fait w = i, le conoïde sera formé par la révolution d'une para-

bole Apollonienne autour de son axe, et la valeur de z ne pourra être

donnée cjue par des séries.

31. ScoLiE. — Si le tuyau avait une figure plane, l'équation précé-

dente aurait encore lieu, et le cas de m = i appartiendrait à un tuyau

triangulaire; ainsi l'équation

d-z
I
d-z X

I

lïF " '
\(7r^'

"*"
(Tx /

pourrait servir à trouver les lois de la propagation du son dans un plan,

et c'est dans cette vue que M. Euler me fit l'iionneur de me la propose)'

dans la même lettre dont j'ai fait mention f
I6i. En faisant usage d»' ma

nouvelle méthode, je reconnus hienlot (|ue celte é(|uali(Ui n'était pas

intégrable exactement, mais ()u'on p(Uivait la rendre telle en dimnani au

d-
terme -.— le coefticient ?.. ^'oilà ce qui m'a coiidnil a l'Iiypotlièse des

ondulations spliéi'icjues (jue nous avons examinée an long dans le Cha-

pitre précédent, hypothèse qui est d'ailleurs beaucoup plus conforme à
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l;t iKiliii'i' (|ii<' (l'Ile (1rs iHiiliiliilioiis siiii|)l('ini-iil i'i[-('iil:iii'cs. Je lis |):ii't ii

M. Kiili r (lis clKiiiiicmciils ([lie j';iv;iis l'iiils ii Son livpollii'sc cl des rcsiil-

liils i|in inrii l'hiiciil vcims, ihiiis uiic li'ltif de l;i lin de (Iccciiiluc 17 "ici:

mais j';ii \ii depuis avec Ix'aiicoiip de plaisir ipie ce savanl Auteur eu

,i\ail dejii fait de iiieiiie, el elail pai\eiiii aux mêmes ((iiicliisioiis ipie

iiiiii siii' les luis de la |ii'i)pat;alliiii des ébranlements de l'alf dans une

splii're. i \'ovez son M/'imiire imprime dans le tome II des Miscell(in(^<i

Tditrincnsni . ;i la lèle de ces lîeclu'rches.

,

'.\i. Suppnsdus luainlenanl le lusaii iriiue lnu^iienr doniu'c a. cl

Ixiinlu' à ses d(Mi\ («xtrémilés; il t'amlra ipie la ualurc des jonctions 1

et A 29 soit telle, (|ue r- s'evaniuiisse aux points 041 ,i- = (i et .i=^(t,

(piid ({uc soil d'ailleurs le temps /. Par un l'aisonnetnenl scnililaldc :i

celui du n" %\. on Inuivera p(uir la premii're de ces conditions

I" / \ (•; -I- A i — / S'i'i^ <>•

ce (|ui apprend comment la fonction A doit être continuée du cote (le^

aliscisses néi;alives; pour satisfaire ensuite a l'autre condition, taisons

Y a ^ t \lc) — T, A « — / vc; = ^•

,
, , ,

. , A li C ,

et sou'Ut y. ,>. y les valeurs des ijuaiilites —î - ; --••, lorstjue j^= a:

on aura

... , 3 d[Y - 5) y r/nT-i-51

Soil mainlenani

ï= -5^r.
on aura

3 dr y d'y i& d9

^c dt c dt- ^c "'

l'intégration de cette éqnntion sera toujours possrl)le. Soient n'. a" . n"'

les racines de l'eiiuation

a -1- 3 .r -I- y .r- -!-...^ o :

3o.
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lii v;ilpur' (le y sci-i de la tornic suivante :

-+ G e"" ' V"^ / ( — ({"[ie-""' V^ (/ S

K, G, H,... désignant des eunstantes à deleiininer par la snl)slituli"n r|

la eomparaison des ternies.

Si la quantité r éiait égale à zéro, il est évident ipie les eouihes géné-

latriees, (|ui représentent les tbnetions V et A, ne seraient (pi'un assem-

blage de branehes toutes égales et semblables à eelles (|ui répondent à la

portion a de l'axe; ainsi il ne serait pas diftîeile de comprendre (|ue le

système des particules reprendrait toujours sa premii're jiosition après

chaque intervalle de temps égal a --=, ov, pour que ce cas puisse avoir

lien, il suffira (|ue le coet'ticient /5 et tous ceux (|ui multiplient les dif-

férences impaires de v soient nuls, c'est-à-dire (|ue la valeur de ; soit

telle, qu'elle ne renferme que des différences paires des fonctions V el A,

ou au moins que leurs coefticients s'évanouissent en posant .r = rt. Os
conditions ne pouvant avoir lieu chins notre cas, on en doit conclure (pie

les oscillations des particules de l'air contenu dans les tuyaux donnes

changeront continuellement et ne reviendront jamais les mêmes, si ce

n'est par une espèce de hasai'd dépendant de la nature des preiniei's

ébranlements, ,1e dis par une espèce de hasard, puiscjuc je suppose que

ces ébranlements soient (luelcoucpies ; car mi pourrait d'ailleurs les

supposer tels, (]ue le système fût toujours soumis aux lois de l'isochro-

nisme : c'est ce qui est connu de tous les Géomètres; mais nous aurons

dans la suite occasion d'examiner cette matii-re pins à fond (pi'oii ne l'a

encore fait.
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l)rs rihnilions (les rnnlcs inepaiement r'fuiisses.

'.V.\. Il rsl t';ii lie (le voir ^ur rc(|ii;iliiin |)itui' le iiiouvciikiiI dis ((inlo

Ii'IkIiics i|iii sonl (l'une épaisseur \:ii'i;il)lc s('r;i dr la iiiciiic luiiiic (|iii-

(tIIc (|i)'iin a ilnimt'c liccli. préc, Xil , av(M cctti' m'IiIi- dirt'ci'ciirc (iiic

l:i (|ii:iiilitc ( dcvia clii- regardée non |)liis eoninie eonstanle. mais ( oniriir

une variable expiinn'e |)ar (|uel(|iie l'onelion di r. (lonseivanl dorn les

mêmes noms, el supposant \ nne l'onction donnée de v. un ania

d-'y _ iTy

df ~ ' dx''

Soit, dans nn cas particulier,

\ = Ajt";

je lais

r = ~

s

el pi-enanl r/.v piuir constante, je lron\e, après les substitutions et les

réductions convenables,

d-z (2

df
"

-,

n)-h { d' z n — 4 *
|

i ds' /( — -> ds I

eijuation ipii est dans le cas du l'roldi'uie III. DoiU'. si on suppose

II — 4m =: — ^- (
-nrlt

n — 2 4

et (]u'ou substitue .v au lieu di' u dans les l'oinuiles des n"* 28 on 29, ou

aura la valeur de ;, la(]Utdle étant ensuite iuulli|)liee par .v donnera celle

de ^' en .v et en /, où il n'y aura plustju'a remettre, au lieu de .v. sa valeur

en » tiiee de l'éipiatioii de sup()osilion

De là il est evidcul (|ue v auia une valeur Unie et exacte toutes les t'ois
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iiui' sera un iionibi'c iiaii- positif on négatif; c'est re (iiii ai rivera

l(ns(|ue ri = ——-, 'j. étant |)ris pour exprimer un nomlii-e (|ueli(ui(|ue

entier; dans tous les autres cas la série ira ii l'intini. Au reste, soit qu'on

trouve pour r une valeur exacte ou non, les vibrations de la corde ne

seront jamais isochrones, excepté dans le seul cas de n = o, qui est

celui d'une épaisseur uniforme ; car il est visible que la corde étant sup-

posée fixe à ses deux bouts, on aura les mêmes conditions à remplir que

ilans le n" 32; donc les conséquences en seront aussi les mêmes.

Le défaut d'isocbronisme dans les cordes inégalement épaisses les

rend incapables de produire un son fixe et appréciable a l'oreille; aussi

les artistes les rejettent-ils toujours et les nomment-ils communément

covdes fausses, par la raison qu'elles ne peuvent jamais s'accordei par-

faitement avec les autres.

Cette observation peut servir, ce me semble, a démontrer l'insuftisance

de la théorie de !M. Taylor sur les vibrations des cordes; car il est visible

(|ue. quelque inégale que puisse être une corde sonore, elle devrait

cependant faire toujours des vibrations de même durée, si la ligure

qu'elle prend d'elle-même ne pouvait être autre que celle (jui convient à

l'isochronisme, tel que cet Auteur le suppose.

Au reste on pourra toujours résoudre l'équation générale

d'y _ d-i

dt- ' dx''

directement par ma méthode, toute la difficulté se réduisant à l'intégra-

tion de l'équation en M

kM — ^-s—dx-

Les cas les plus connus de l'intégrabilité de cette équation sont ceux de

X = hx",

n étant égal à ^—-, que nous avons examinés précédemment; il peut

y en avoir d'autres, mais il serait trop long de les examiner ici.
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Des osiilldlioits iliuic clnùiii- jKSdiili-

.

'.\\. (le Pinlili'ilic rliiill ccIMpic |):il'liii les (li'omi'lics. je iliii> |inil\»iic

me (lis|ii'ns('r' de ddiitx't' riiiiiilvsc |i;ir l;i(|ii<'llr un Iihiim' ({iii' I:i t'urcr

:i('(-rl('i'ali'i('i' de ('li;i(|ii(' |>(iiiit Av l;i cliiiiiii' ol ((iiiiiiii' lu miiiiiiic di'S

;illi;l('s (le ciilll llii;t'llrc dc|nns le simiinrl, iiiiiMi> I'iém^Ic de ciiill m^cricf

iiuillipiii' pur If r;ip|)(irl du pnids |ii|;d Av lu piuliini iiilcrii'iiri' di- l:i

( li;iiii(' iiii p('li( poids dinil ce pdini isl cliaii;!'. Soiciil duiic .» hi loii-

liiK'Ur' d'iiiic |);irti(' (|ii(d(Oii(iiic de lii cliaiiic, ii (oiiiiiifiiccr par le liuiil

iiilV'iii'iir. \(l.x la pcsanlt'iir oii dx rsl la niasse de la puilion iidiiiiiiii'iil

pclili', et y ri'sjiact' pai'coiini iKiii/oiitali'iiiiiil dans le Irinps /. on aura

r('(|iiali()n

d--y dy ,f\dx d'y

dt- dx X dx'

Or. suit X ;= f.i". on aura

l't faisant

l\dx

s' z

h s

il \ii'ndf;

d^z

[
l'z

dr
J

I -»- ;f I L ds-

('(piation rcdnilc w noire t'ornnilc i^iMH'ralc. et ipii anra nnr solnlion

exacte tontes les t'ois (|ne 2« — i scim nn nondire pair (iiiel(on(|in'. c'esl-

I ' <^- "•"
' 1^ 1 11 1

•

a-(lire (|ue /* = -^—^ Dans le cas on la chaîne est d nne pesanleur nni-

l'ornii', on a // = o: ainsi m sei'a ei;al ii — i dans les t'oriiinles dn ii" 27.

et l'on Ironvcra ijin' les denx séries, dont Inné est tonte multipliée par /

et l'antre par//, i-esiendront précisément a la nienie.

Soit /la loniinenr de la cliaine, un anra dans le point de snsjiension

V =: " •. dom\ ce point étant snnnosé ti\e, il l'ainlra (ine r \ soit éoai
\ /,/

' " I . F^

;i zéro, d'oii l'on retionxcta les menu's conditions entre les lonclions
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Via ^ /\c) et Aid ~ t\c) que dans le ii" 32. Maintéiiaiil, |iiiiM|iic la

(haine fsl liliic dans tous ses autres points, il est visilde ([ue ce sérail

mal ;i propos qu'on supposerait v = o huscjne .r = o. mais il famlra

remplacer celte condition jtar celle-ci

a.r-

car il est naturel de penser que la courliiiie de la ciiaiue doive s'évanouir-

il son extrémité inférieure, par la raison (pi'il ii'v a ici aucun appui à

l'aclion des pai'ties supérieures. Or

dx^ 4** \ ds"- ds

d'y
donc, lorsque s est zéro ou sinipiemenl intiniuu'ul petit. -^ se réduil

a
^ ^

et par conséquent on aura de même \c\ z = o. lors(]ue s ^ o. et

r(/\cl + A(

—

t>^c) = o. comme dans le nunu'ro cite. Au reste, ce

Problème étant absolument analogue aux précédents est susceptible de

remarques semblables. Je me contenterai simplement de faire ol).server

que si l'on voulait le résoudre directement |tar notre méthode générale,

on parviendrait, apj"è< les opérations nrdiuaires. à cette équation en M,

M fXd.r

ffm= -, 7—7
d.v- d.r

(|ui est constructible par les méthodes connues dans le cas oii

2.U-1-I

il faudrait ensuite déterminer la (|uautile /• avec les antres constantes

de M, par la condition

M / XfAr

M l\dx dy
'

\
yr-r.- d^r-y-^^'^'"'

OU bien

\\l\dxdy dMl\d.t „/ /*.,., \ d\
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li)i'S(|iic a- = a v[ j' ^ o. Or ihm.s le |in'iiiirr' cas, v cliiiil liii-iiiciiic cj^al ;i

/.l'i'i). il suffira i|ui' .M le suii aussi; dans le st'CDint il est clair i|nc tuiitc

la (|iiaiilil(' sCvaiiuiiira (rcllc-iiiciiic ii cause du ractciir I X ^/./ ijui iiimI-

li|)lic tous ses Icriiics; cc|HiHlaiil mi Mi(i[i(is('!'a luujuai's .M = o. atiii de

Icrmincr la suite des |ii>iul> iMuiiiles au ImmiI inl'erieur île la ( liaiiie.

35. Scoi.ir; I. - l'ar les lorniules dnuiiees dans ce (lliapitre. ou |)eul

r'('S(Uidre le l'r(dili'Uie du u" (il de lexci lleul Tniilr <l< 1(1 n'sistdncc des

lliiidcs. de .M. d'Aleudiert, d'une uiauiife |Miit-elre plus analvli(|ue i|ue

ne Ta fail eel Auteur. Voici en (|U()i cnnsiste ce Pr(d)l('ine : il s'ai^it de

trouver deux (juanliles A et 15 telles. (|IU' Xda -^ Wdz et zWd.x - zXdz

soient l'une et l'autre des dilTereutielles exactes. Pour rendre la (|uestion

plus générale, je me piopose de rt-ndrc exactes les deux différentielles

ydT^ fjdr, x"'fjdl -f l).i"c/.dr\ soit la preuiiei'c égale ;i dp et la sec(uide

égale \\ (hf. (ui aura

(II) ^ du . (/(/ ,
dq

dt ^ dx ^ dl d.r

donc
du dti , du dq

r"--;- = -;' . t)x" ;
— -/

•

dx dt dl d.r

Je differenlie ces e(|uati(Uis eu faisant varier i seul dans la preuiiéie et

/ seul dans la seconde, et je ((unpaie ensuite les deux valeurs tie -j—^, •

.i'-'i

dx"' —£-

dx , d'il—
-,

- llX" -j-
dx dl'

savoir

,
^

^_

dp d
f>

1)1 dji

TIF ~ dx' ~ 7 dr'

e(|ualinu i|Ul csl. counue (Ul II' \iiit. susccptiiile de noire Uietllode; eu

suivant (clte uietliode. (Ui Irouvcia d'aliord i'eiiuatiou en .M

h MX '"' = —,— — m -1—
f/x' ilx

I. 3.
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(jn'il ImuI intégrer aviiiit d'aller plus avanl. Pnur cela je fais

et siipposaii!

-5 i'- — ( « + mil ) e + «(«- = o,
Il — m + 1

je tmuve, après les sLibstiliilioiis et les reduetiiMis,

</^N 31' — u — mu -+- I r/N
/. N H'

rf*' J*

é((iiatioii (|ui se rapporte à celle du n" 27. On voit donc par là cpie re(|iia-

tion en .M sera constructible exacteineni |)ar nos t'orniules toutes les t'ois

(|ue 2r — Il — mu -\- \ sera un nombre pair (|uelcon(jue; le reste du

calcul n'ayant pins de dit'ticulte. on trouvera pour la valeur de /> une

expression exacte et finie, composée de fonctions très-générales de .» et

de /. Si /( = m. alors on a « = r , et PiMjuation (|ui donne la valeur de c

devient
c- — ( ' + >n ) V -I- m =: o,

d'où l'on tire

l' = I ou C := W( ;

dans le |)remier cas, le coefticient 2c — u - nui -+- i devient égal à

}. — m. et dans le second égal à m: or. dans le Problème de M. d'Aleiu-

bert, on a m = i , d'où l'on voit (|ue ce Probli-ine n'admet point de s(du-

tion exacte, an moins suivant ma niétiiode; cependant, si l'on vent se

contenter d'une solution seulement approcbée, on p(unra y parvenir

immédiatement par les formules du Problème 111, car si dans l'ecpiation

hx"
il'p J'p m dp

on fait

lit- (Ix- X (Ix

JT =z i", p Tzz qs\

't (|n'on su|)pose b's valeurs // et c delei'miuees par ces e(|iialions

n — m -+- 0.

{/-+{}. — Il -¥- mu ] c -+- mu — u -\- \ -- o.
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il vii'iil

, il II da
,

s
lui- —j^ —P-' -f- > (' — M -+- I -^ mu j —î-

t/l ils' ^ ' fis

i'(|ii:tli<iii (jiii ;i hi iiH'iiii' Inniic (|ii(' < rllc du 1*1 (il)li'iiii' l'ilc. cl i|iii |):ir'

• •iuisc(|iii-iil l'sl Misccjilililc (li's mciiirs suliilioiis. l,iiis(|Mr /// = //, mi :i

// = I cl i = — I lin i' = - ///: i:i iirciiiii'ic riiciiir nnil \r rdcl'liciciil

,/
'/

lie --r- ci;;il ;i //i > cl l:i scrulldi' le icliil i"'\\\ à ///. ic illll iiiliilllil ;U1\
ils ^ r> 1

iiicnics Cl Hirliisiuiis 1)111' plus li;uil. Au rcsic. il csl visililc que le Proliicmc

(ti'cscul l'cnrciiiic ihins sa ^i iicialilc Iipu> iciix iliml unns avons liailc

dans ce (;lia|iili'c.

'M\. Sroi.ii: II. I.'éi|iiatiiin

/,M = il'W m im
dx- x dx

'taiil liauslipinii'e par la sulisliliiliiiu «le/i' " ;iii lieu de .< , dcvienl

t I -4- m )

cl. taisant ensuite M = e"''\

dy

M 5 = —, :

ds'

ils
r

f'I.

( I -f- «1
)

i|ui esl ri'i]ualiiin même de Kieeati. I.es loiiuulcs Iioum'cs dans la >oiu-

tiou lin l'rolili'Uie II! dnnuent. inninie lui le muI. une conslniclion i;c-

nerale de ei'ttc c(|nalion: mais il tant reuiari|uer (juc ces f'ornniles ne

sont cucure (|in' des cas |iarliculiei's des intégrales compli'Ics. ipii re-

snltent de la snpposiliini de (]ueii|ucs eunstantes égales ii zcio; pour les

(oiiii)lélcr on ioindra ii la valeur ileiii li-onvi-c de v la iinantilé— . . , ;
I J .1

\

j f. -Jft'ffs

ce qui esl fai-iic ii di'mnntrer.

3i.
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CHAPITRE y.

CONTINl'ATlON DES H K C H F. lU: 11 KS SIJK I.A PIIO 1' A G V T 1 (> N 1)1 SON.

.^ I. ^ De la propai^atiuii dit son, eu .>ui)j)i)S(int ijiie les ébran-

leiiients des particules de l air ue soient pas infiuiment petits.

37. Quelque naturelles que paraissent les hypothèses (|ue nous avons

examinées dans le Chapitre III. elles donnent eependaiil la vitesse du

son moindre (]ue la véritable d'environ iG3 pieds par seeonde, eomnie

on le peut eonelure des n"" 12 et 26. Cette différence est sans doute assez

eonsidérahle pour ne pas être attribuée aux erreurs des expériences (|ui

servent d'éléments à notre théorie, comme j'étais porté à le penser quand

je donnai mes premières Recherches sur le son (LVII); mais (juelle pour-

rait donc en être la cause? M. Euler a ciu la trouver dans la supposition

des ébranlements infiniment petits, sur laquelle on a jusqu'ici fondé les

calculs de la propagation du son {voyez son Mémoire : Recherches sur

la propagiition des ébranlements dans un milieu élastique, Miscellaneu

Tauiiiiensia, t. II). Cette conjecture est plausible, mais je doute qu'en

l'examinant à fond on la trouve aussi satisfaisante (|u'elle le parait

d'al)iu(|. Pour en apprécier la valeur, voici la méthode ijui' j"ai imaginée.

l'IUlIll.k.MI-.S IMIKI.IMINAIIIKS.

;5S. PnoBLii'HK IV. — Construire l'équation (-777) = ^'
(

;~. )
"+".>''

Y étant une fonction quelconque de x et de t.

.le la n)ullij)lic |)ar .Mc/.f, je l'intègre, et j'opi're \\ l'égard des termes

i '-p7 )Ad,r et ci 'j-^ Md.i, comme dans le Problème I; je parviens



El I. \ l>l!(»l> \(i \Tlo.N m >")N 245

ainsi il ((iir ciiiKitinii ni s,

|);ii- lc> iiiciiifs procèdes je trouve rinlégrale

i I i

s -h u.i:= Xe/^ -h aef je" (Il j M > (/.r,

iToii l'csiillciil les deux é<|uali()i!s

J .' <^-c(, .'

H '- «-'V"-* / e '\''-ilf l M )J.i

y.s'cl, J J

I

'-^ e-'V* / e'\'''(lt
f
M yi/v.

I I
hM dx — cos ' / v^^-?) / l'M (/.» — \ —T? siii '/ ^'— e/, / / /M </<

Or. |»uisi|ue M — sin (.r \'— k). il faut, [loui' [jouvoir eliasser la ijuaiitité k

des e(|ualions |)réi'édentes. réduire tous leurs termes, eu sorte (|ue eettt'

(|uaiilite /" ne se rencontre (|iu' dans des t'oiiclions de la forme de

sin| i.r 1 \ — X- 1. .r marquant une lonction (|U(de(Uic|ue de i et /. Les

termes (|ui reul'eruient / Z.Mr/a-, / L.M'/.i elanl les mêmes ici i|nc dans

le Prohii'me 1, ils se l'amèneront ii cette forme |)ar les l'édm'tions ensei-

HiU'es: ainsi toute la difticulte se réduira aux termes affectés de deux

siijnes d'iiitégratioii et provenanl île la ([uautite v.

Prenons d'ahord le terme

; \'c/i J J
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<'t conimpncons par faire disiKiraitif la (iiiaiititi' k du cofllitient —=•

|»oiir ct'la. sdit chani^éf l'intéiiralc

I
M >-rfr = I sin .r \ — l, ,

yt/a-

l'ii sim ('(|uival(Mite

sin (x \,
— /, / )-</.r— v^X

I
(OS .ry — /' '/'•

I

ir/.r;

ce i|iii (liPiuiera par la sul)sliliitiiPii . cl imi l'tlacaiil le li-nnc

siii(.r\^^/) l Y(/xi\ cause de siiii.r\ —k)=(> au premier el au dernier

point de l'intégrale / Mrdt . la transformée

^

—

-_e'\'^
I
e^'V' (It l ros x ^ — I, d.r I yilf.

Posons, pour abréger, / vr/.r = Y. et meittuis au lieu de eos(a-\ — k) sa

valeur exponentielle -(e^^'' -H e'"'^'): lransp(u1anl le signe d'intégra-

liou (|ui regarde 0" au devant de celui t|ui regarde / ce qui est permis à

cause que la quantité e"'^''*, qui est entre les deux signes, est une (|uau-

tilé constante à l'égard de x , on aura

=!=—= e'v'S f/1
/>,>__

dx I e(-'-'V^)\'* Yrf/-i _—__e'V^ I ilx
j

e'^^'N'^ \' Y r//.

Soit tait i—f\c^p. .r -J- /\ c — (/, et soit nommée P la fonction

de / et de /j cjui vient de la substitution de /? -f- /\c au lieu de r dans la

quantité Y. et Q la fonction de / et de (/
qui vient de la sul)stitution de

(f
— f\c au lieu de x dans la même quantité Y': en prenant, au lieu des

variables / et x, les nouvelles variables / et p. et / et q. on changera les

deux expressions intégrales

/ dx 1
e('-'V^)\*Yr// ei j

dx j f-- '-V )
\

«^ Y ///
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rn ((•Ih's-ci :

I dp
j
</V' l'r// ri

I
,/lj

j
r i\t(),//.

i|lli nul IcN llicmrs \;ilrllis. i| lliii(| iir xill^ des t'nrillt'> dillcrrlilrs. |l:i|l^

CCS (Icniii'rcs c\|)rcssi{»iis. les iiilci;r;iHiiiis
j

i'''^'\'/// cl / <- ''^''(Ji//

ilcvroiil se l';iirc cii \;iii;iiil sciilciiiciil /; ddiic. si mi Mippusc (|iic les

iiilci;r;ilcs I Vi/f cl / () //f soiciil prises :ivcc celte ci)n<lilinii, mi :im;i

ce (|ui (liiniicr;i les liMiisrnrnK'es

I ,-l'\'' ,/j, I \',/f ri / ,- .\'
,/,j j

{),ll,

• I « «/

(hiiis lcs(|iiel!cs il r:iii(li:i Hiii'e iiKiinlcniiiil [i ci y v;iri;il>lcs. cl / chiisImiiIc:

(ir, il ciiiisc (|iic les (|ii;inlilcs | Vdl {•{ j Oc// ne cniiliciiiiciil [loiiil (le .X-.

il c>l visilile (|ll'il rcviclldlM au lllcnic (rillle;;ier /-''^'•(//i
j
Vdl cl

pr'i^^ dq-
j
Qdt. en sii|(|iiisaiil /; cl y seiiU vaiialiles, cl de remellrc api-i-s

l"iiiteiii"irKiii. an lien de /; cl c/. leurs \aleiirs .< — / \ c cl j - /\c. (|nc

lie reslilner d'alxird ces valeurs ;i la |)la<e de /> cl de y, cl d'iulci;rcr eii-

siiilc eu t'aisaiil varier r: diiii il sfiisiiil (|ii"ou aura

I

il.i j r' '\''\*^(// :^
I

(//;
I
el'\'Vdt - j e'-'\' S'' dx j Vdl.

I
ilx j

, (^+'\^»\*V,// =;
^ ,/,/

I

, i\^i^dt — i i-
"*<\'' \> dx

I
{\dl.

l'ar i'iiiisc(|uciil la Iraiisloriliec idici'idicc du lernie

—^-(''\^* / e-'^'^d/ I M r(/.r

-^rf, J J

deviendra, a|ui's loiiles les sulislilulicins.

/ f'^-'\' i\^ d.i j \'i/t-t- -;—^--—^ c-'\'' I «-'•'+'\'-)\*,/.r / (J,//.
„f\.*

\\— l \r
I \ — I \C
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l;i(|iu'll(\ en mettant hurs des signes d'intégration la (|uantitié exponen-

lii'llc r"'^'* , (|ni est constante à l'égard doa\ se réduit plus simplement à

'

-( Çe'^'^ilx fvdt -(- fe-'\^fLz l Q(lt\-

Par des opérations et des réductions seniiilahles on changera eiiccu'e

l'autre terme

—L^e^'V^
I

fi\''-(l/
I
Mi(/.r

9. s, cl, .' J

en
'

( I

f^\^,Lr
I
Ôdl -+-

j
e-^^'dx j Vdt ]:

donc, en retranchant la transformée du second tenue Av celle du pre-

mier, on aura

— '

/ fe-v'-e-^vï; (
l Pcft - i Qdt] d.r

= j~ i JQ dl —
j
Pdt ] sin .r v^T) dx.

Suhstituanl cette expression dans l'équation A , et égalant entre eux

tous les angles multiples de \ — X-, suivant les régies de notre méthode,

on trouvera pour la valeur de :; les formules qu'on a déjà trouvées dans

le Prohléme I, jointes avec la (piantité —^ I Qdt — l Vdt )•

2 V C -J

Après avoir ainsi trouvé la valeur de c. il ne sera pas difficile de dé-

duire celle de u de l'équation ^B :. Pour cela, comme dans cette ecjuation

les termes (jui renferment vsont exempts du coefficient ^=- on v mettra

d'abord, et sans aucune préparation, à la place de M sa valeui cxpoueu-

rtX \li é*"^ V ^
. .

lielle —— ; ensuite, faisant des observations et des rediicliiuis

analogues à celles que nous avons faites précédemment, on trouvera

que. si P' et Q' sont pris pour exprimer les valeurs de y après les subsli-

tuti(Uis de p -^ t\c et de q — t\c au lieu de ,r. les termes dont il s'agit
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ili'vicii(li(>nl '

/ (

I
V (// -i-

1
Q' (Il \ s\n(.r\ — k) t/.i: pur coiiséiiiK-nl

l't'\|irr>M(iii ilr // rcnrciiiici;!, iiiiiic les Ini'imilcs troiivcfs il la lin du ii" (i,

l'Mcurc ci'lltvci,
-^i j

V(ll t I iV (Il y

(>)lti)[ IMI! i:. |)iill( II' li'l'llic t' ajoli le il I rillKiliiin

77F ~ '
TIF'

pi'odiiil flans les valciiis de ; cl df // uni' aiii^incMlalinii iiii'nii dctcrmi-

iit'ia ainsi. Soil inli'i^ic vr/.i . rn iir l'aisanl var'icr (|IU' a:, et rintci''iali'

Iroiivrc I y//.f ('\;\[\\ nin I liiilicc |):ir c// snil int('i;'n'i' dr nouveau, rn siip-

posaiil d'alioid .r -(- / \ r riinshinl ri / m'uI \analili': |)iiis, en sn|){Misaiil

.»• — t \c cimslanl ri / snil variaidr. r rlianrlianl icllr sriondc inlriiialc

di' la premii'i'i' l'I di\isaiil la dilTi'iciH r par >. \ i- . (in aura et' (|ii"il lanl

ajiMilrr il la valeur dr ;. Ensnilc snil iiile^ri- sini|ilriiii'iil vi// d'alitnd. m
liaitani .1 -\- t \ ( riuninc conslanlr i-l / coninir \aiialilr, puis en Irailanl

.r — / \ f fonunc conslanli' ri / dr iiirnii' nniunr var'iahli': la sniniiir ilr

rcs dcnx inli'i;i'al('s divisi'c jiar ?. sera raiii;inentalion de la valeur de //.

IV.*. Scoi.n: I. Dans l'exeelleiil Iniilr de lu cause des rcnis de

i\l. (i'Alenilierl. ini Iroiive ii l'arliele S7 nne inelliiMle lurt simple el l'nrl

ingénieuse pnnr lendre eonipléles ces dciix dirtercnliclles.

y. ds -+- |i (/// et yxdii ^ v

i

ds ^- du A ii, s i
— ds V i u, s ).

Le Problème se l'édnil ii celui (|iie nims venons de résondre, car, en snp-

posanl la premii're de ces ditTerenlielles ci^ale ii dp. on lron\e y, z^ -j- cl

jî = -j-\ mais, puni' iiue la seconde dilTeicnlielle soil cxacle, il l'anl (|ne

</|_f>a -+- A(", i)] _ (/[>.3 + Tii/, *)

ds du

32
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ce qui doiiiie. en substituant et difféniitianl.

d^p dA{u,s) d-p dT{u,s)
' ds' ds du- du

p(jMatioii (|ui reviendra au uième (|ue celle du Prohli-ine précèdent, si

l'on i)Ose ; ;iu lieu de />, / an lieu de .v. r au lieu de //, c ;iu lieu de - el

r au lieu de
dT{it,s) dA(ii,s)

du ds

Si d'un côté la solution de M. d'Alem'xMl est plus simple (lue la uotie.

de i'auti'e elle parait insuftisanle pour les cas où les valeurs de/> seiaieni

prises ;i vohnite lors(|ne *=<>; et c'est précisément dans ces cas (|ue

rentre la (|ueslion (pii est rolijel du Pr(dilème précédenl. Au reste, si

l'on introduit dans notre soluti(Ui, au lieu île Z et île U. des fonctions indé-

terminées, on en tirera des formules aualogues à celles que ,M. d'Alem-

hert a trouvées par sa méthode. Il est vrai que nos formules se présente-

ront sous une autre forme que celles de cet Auteur; mais la comparaison

n'en sera pas difficile et ne demandera d'ailleurs qu'un peu d'adresse de

calcul; c'est pour(|uoi je ne m'y arrêterai pas.

40. ScoLiE II. — (le savant Géomètre a encore rendu l'usaee de sa

méthode plus général en l'appliquant à déterminer les ijuantilés « el |S

par les conditions que

oids -h ^jdn et pxdit -i- ppdii -\- 'jjids ^ nixds -^ du \{u, s) + ds F ' n. s

soient l'ure et l'autre des différentielles complètes. Faisant

a ds +- 3 du ^ dq,

et substituant dans la seconde différentielle les valeurs de y. et [i, en «y. ou

trouvera par les conditions de l'intégraiiilite l'équation suivante :

d^-q

" ds du

dA( u, s) _ d-q

d}
"' "''

di? lin ds

dT{a, s).

^'dJT-'

(jui peut se lapporter a cette forme.

d-z .
d-z

UF ~ dtdx
'lu
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Qiiiii(|iic cclti' ('(iMiilinii suil clr'iiiifirii' il l:i iiiHlii-rc (|iii' nous liaitoiis.

je (l'itis (|ii"(iii ne s('i;i |iiilnl IVicIk' (le \uir (niiiinciil iKilrr riiclliddc s'v

I I

' '-^
I

;i|)|ilii|iii'. Je (•(iiiMiiriicc ici [i:i|- sii|p|iiisi'r _ //. cl \v (Ic((piii|)iisc |i;ir ce

iini\cn I r({li:iliii|| iiinposcr ihilis les ilclix sill\ Milles :

dz (fil , lin d-z

dt (Il (Ix d.r-

\v mil II i|il le l;i |irriiii('iT i\v ces im|ii;iImiiis |Kir \ r/.r cl hi m'chikIc |i;ir

Me/.», je les lijoiile eilseilllile el j'en |ireii(ls i'illteiiliile en t'iiisiilll ev;i-

lioiiir |i;ii' (les llllei^l .iliniis Iilil' IKillies les dilTel ellces île r (jlll li;iis<clll

lie l;i \;iri;iliirile de .': j'iii

dz ..du

./(^;;;-^'s)"' ,/!•'.;-( ^-''d^r^)"
d.i |NI. (Il

h M II -^ ( M -, c —j—
d.v d.r

.Nei;liii(';iiil ces deiiiiers leriiies ali;('liri(|iies (|iii disp;iiaisseiil d'eii\-

meilies. diiiis l;i sii|i|i(isirKili (|iie r el M siiieiil ei;;ili\ a /eni au jireinier el

an dernier iioinl de riiilei;rale. el ei)iii|)araiil leriiie a li'iiiie. nii aura

dx- d.r

diiii l'iiii lilie

/, M — /)/< -; c —,— - o, M V*-"'' -1- Be"'^,
dx d.r-

III el n elaiil les racine> de I ei|nalioii

1 -)- hy — f) ' =: o.

( Ir. M de\anl elle ei;al il zéro lorsi]iie r - ii el .r = a. on aiira

B: _ A -•!
,-"'- «-'"r^O,

ce (|ni loiiriiiia une inlinile de \aleiiis de / ; oh aura donc

3?.
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o\ par conséquent

Soit maintenant

/ CSz -hMu)dx=^s,

notre équation deviendra

-yj = /,s -+- l M}d.r\

d'où l'on tire, en intégrant et conservant les noms que nous avons em-

ployés dans tout le cours des Recherches précédentes.

f (^z -(-Mm) dx = e*' / (NZ -f- MU ) dx -I- <=" i <--"(// / "Slydx.

Or, la quantité N étant multipliée par un coeCticicnt /•, pour Ir t'aiic dis-

paraître on changera les intégrales

/ Nzdx i-i

I
WAdx

en

- f^dr f^dx et -
f '-^ c'r j'^dx,

en négligeant les autres termes qui deviennent nuls ii cause (|ue r et Z

disparaissent (|uan(l j = o et r = a\ substituant donc les valeurs de M

et de / Nr/,r, on aura

i lu — cm -7^
1
e"'"dx — 1

(
" — '•" -j-

)
f''"dx

= fiV- cm^ \
?('"+"* fl'.r -^ n U - en '-^ \ e'"'*"dx

-I- c" / c-''dt
I
e"''"ydx — »-''

l f'-^'dt i r"^'}-dx.

Soient P la fonction de p et de ; qui vient de la sulislilutioii de /> au

litui de ni.i' — t dans y, et Q la fonction de </ et de / (|ui vient de la suli-

stitution de q à la place de nu—t dans la même quantité j-; les deux
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liniiuis ItTUics (II' l:i toiimilc |iitMC(lciil(' se ijiiiiij^i'ioui. scloii i •• i|iii ;i

"'II' cnsci;;'!!!' |)liis IkiiiI, i'ii (cux-ci :

f( f[>>ll)e'"^-<f:r~ n j'Qf/l)>-"*'(h

M;iiiili'ii;iiil. |Mii.si|ur /// ist sii|ij)<>si' (lilTcrciil de //, il l'.sl claii- i|iic Il'>

t|n;iiitilcs i'\|HmciirK'll('s e'"*-^. e"*-^ cl e'""*"'''*, e"-»-+'.'* ne siiuraicnt jiiiiiais

ilcvcnir ('i;;il('s: donc il t';ui(lr;i iUM'cssairciiii'iil ili'C()iii|i()sci' rciiiKilinn en

lieux, atiii (l'en ciiasser la iiiiaiilile ^: [lai' it iiiii\cii, nu iidiixcra. .'ii

releiiaiil les expfessioiis eilipliiyées dans le l'iiddenie I.

s'il airivail (iiie n = m, alors, la première de ees ('(Hialions demeurant la

même, on ne ferai! ([u'aui^'menter « d'niie «pianlite inliniment petite c/.

e'est-à-dire nu supposerait n ^^ m -h a, et. ùtaiit la |)remière ecjuatioii de

la seconde, il viendrait, après avoir divisé par y,

dx Yjdx dx c/«-'J _' dp cm'

Si // était infini, ce (|ni arrivera lorstpic r = <>. alors on aurait aussi

(Il = (). et la secnnde e(]iiation deviendrait

u — Ui^; -I- / (J(//.

Si l'on vent maintenant comparer les résultats de celte solution avec

ceux de >l. d' Alenilieil, on prendra pour

z, ('-'")
/., rfz.i'^y

(M ( U - en ,

dx
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(les fonctions UKlptcrminces fie or f t de .r 1 et faisant lus sui)Sti-
ni II

lutionset les rédiutions nécessaires, on trouvera pour a et ,S des for-

mules analogues à celles que cet Auteur a données. Quoique j'aie fait

huis les calculs que cette comparaison demande, je ne les insérerai point

ici |)our ne pas passer les bornes (jue je me suis prescrites dans cette

Dissertation.

. d'z a'

z

X
41 . PRf)BLÈ-\[K V. — Cnnstrinre l équation —r^ = c -, J- c~ (- v.

' (//- dx' dx

\i\\ suivant noln- méthode, on parviendra aux mêmes é([iiali,ins A

et B lin Problème précédent, avec cette seule différence ([ue la i|ii;ui-

liti' M sera maintenant égale à

sin ',r
\l
— /r — r y — /, ces x y — k

comme dans le Problème II, ce (]ui rendra l'expression I .M iv/r com-

posée des deux termes

I siii .r y/

—

h ydx — y — // I (OS x\ — A yxdx:

(lu aura donc dans l'équation A;

-.—= I M)y/.z=: —;= I sin'xy — k]rdx-{ -^— | cos j-y — h yxdx
:> y ck J • 2 \lck J . 3. y'C y — ' «

^ _

—

; I fOS^.ry'— /i 1

( j }-dx^X)\dx,
?.y/cy-i.' ' yj /

en réduisant le premier terme, c(Miiuie on l'a l'ait dan> le l'r(dileNH' juc-

cédent. Il faudra pourtant observer ([ue l'intégrale I vdi soit prise de

manière cpi'elle s'évanouisse lorsque .r^=a, atiii (|iii' le terme

sin (x y — k J ydx

(|iie nous négligeons s'évau(Uiisse de même. Siip[)osant (1(im( maintenant

/ vr/.r -f- .rv = V. et faisant les autres (d)servations et réductions sui-
t.

vaut les principes établis dans les Pr(djlemes 11 et 1\ . on ti(.iuvera que la
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Nalciirdc :'
. siixoii' de r -1- "/ ^ ilii n" 20, ilcvi;i cire ici Mii^tiiifiilcc ilc

l;i (|iKiiitil('

y. \ c ,'

<)ii lir'rr:! ilc iiicinc de r*'(|ii;iliiiii |{ hi Niilciii' ilc // : 111:11s un |)niiri';i

s'('|):ii'i;iici' l:i |»('iiic de ce (idcul. en clicrcluiiil, d':i|)iis l;i videur Iriiiivc»'

d(' c', i(dlc de ,- = u'.
(Il

Isafic (hs Prolilèrnes jin'crdi'nls.

i2. l-;\;iiirmiiiis d';d)(ii(i le (ms d'une lii;ne |)li\si(|iH' d";iir; il esl l'iieilt'

de Ir'onyei' (|ue reqn;iliiiii i-ii;(Mireuse dn niomcnient de> jiMilicnles >ci-;i

'dr-

dx I dz

\

<lx \ dx I

d^z

dx'

I -f-

dz

,/x

e;ir la iioi'Tkmi iln llniile, (|iii dans l'etal (re(|uilil)i(' ii(iii|)e l'espace d.r

dz
ipri's le lemps / i'eni|diia l'espace d.v

(
' "l" j^

)
' •'' ^"" élasticité sera par

c()nsé(|ueiil diniinni'e dans le i"i|)|i()i'f .— : dnni' la dil'f'éi'ence d'idas-

licite des (len\ pailicnles adjacentes s expriniei'a par

d
dz

,

dx
I ^ (/2 \

^^^

dx \ dx I
'

"

donc, divisant jiai' la niasse r/.r de la |)ai'licnle inleiniediaire. un aura la

force (|ui tend ;i la nionvoir: doni'. etc.

Je réduis la IVaclinn ,- en snile par nue division intinie: il \ienl
dz '

dx

dz i dz(iz
I
«;

dx \ d.
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j'aiiiiii donc, en sul)S(iUianl.

d-z d-z dz dz idz\-d'-z

df dx- d.r dx' \dx I dx-

Or, si un suppose --f-,(ix inlininienl petit par rapport à d.x\ il esl ilair que

le second membre de cette énuation se réduit au seul terme c-r^-, et

(|u'ainsi ré(|uation

d'z _^ d-z

~dF
~'' HP

<loiiiieiy une valeur de r- (jui pourra éti'e regardée comme exacte; c'est le

cas que nous avons déjà traité. Mais, si ou suppose seulement s fort petit

et cependant fini, l'équation

d-z _ d'z

IF ~'''dx'

ne donnera pluscju'uue valeur approchée de ;• : on substituera donc cette

valeur dans les termes

dz d-z
I

dz \- d'z

dx dx^ \ dx j dx'

qu'on avait négligés, et intégrant l'équation par la méthode du Pro-

blème IV, on aura une valeur de :; plus exacte; on substituera de nou-

veau la valeur de z ainsi corrigée, et l'on en tirera une autre encore plus

exacte que la précédente; en opérant ainsi de suite, on ap|)rochera tou-

jours de plus eu plus de la valeur de ;.

Or si, pour faciliter le calcul, on introduit les foncliuns iudelcrmiMees

dans notre solution du Problème I, on a pour la première valeur de s

2 = cp ( ,r -H / V <^ ^ H- 1^ ( X — t v'c- J ;

maintenant il faut supposer

dz d-z
I

dz ,
- (/-

z

/x dx- \ dx / (/.('
yz=z — c-!- hc
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= co'-' X — / V ('
/ C'il'- {x — l \C)

— VO' ix -h / \CJ \\l' (x — l y/C),

l'ii iii'i;lii;c;iiil les Ici'iiio .siiiv;iiils (|in (l(ii\ciil ('Irt' rcgiinlt-s coiiiim' iiili-

iiiiiii'iil |it'lils (Tmi uidic plus élevé: (»ii ;nir;i dune

P rr_ co'- !p -h 1 1 \ ( )
— C(fi' ' /> ^ ' t \ I- ; J/'ij r'L'Hp).

.
y = — -co''{q] — 6-9(ç)'V ' q — -'l \r^ cl'' q — ?! s<- ,

et |);il' ccitiseiiueill

I
Vill - — -(

I
o'- !> + >l yc , (Il — ^'-'^

i>
- 7/yr -l'ip]- -cl y il/),

j ^-f''' - ^t'V'(ï)-^ ^-^'y{q)'i>'q -f.l yr - -c
j

'y- q~ yls't dl.

Que '^^ dénote l;i v;deur de rinteyiale / o'- (/-' -^- 2t\' ) <ll\< . et -^ ,

celle de rintéi,n'ale | -L'-iq— :>./ \r] t/f \c . i)\\ tionveiM. ;(|H'ès iivoir resti-

tni' .i[\ lien de /> et de // leurs \;ilenis.

/()<// — fVdi I -
r w.' - -, -,

- - -
I

?. y<- 4
'

1 ,
-^

,
,+

-f
<h X — / I e ; o J- -(- / \ r

4

I
. .

-, -
' , 1 ' , 1+ 7 i .r — / \ (• 3 .r -t- / V

( — - f 'i I -^ 7 1 ç. ),

I

'

4 4

(inautiti' (|iii de\i:i cire MJoiilee ii l;i [ircinii'rc v:deur <le r.

l'imr \(iir lUiiinl niuit conibien celle correclidn [)enl inlliier sur lu

vitesse de la |)r(i|iiii;ati<in des el)raidenienl>. on (iliservera (|ne les t'onc-

tnins . x et i/ .< doixent être telles. (|n'clles soient tiiujours égales ii

r. 33
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zéro. l(ii'S(|ue les abscisses x ne soiil pas très-petites ^4j ; d'oii il suit (|iic

poni' la propagation du eoté des abscisses positives r, il ne faudra rele-

iiii- (|iie les l'onclions de a' — r\'r ou de q — 2/ \ c; on aura donc

z = ^lx- t vr) -f- 7 / v'ë ^" f^r - l s,'v) - 7 (
ij> ).

Or, en supposant la valeur de i {.r — t\,c) tiès-[)etite, 'V^ (a- - f\c) sera

un intiniinent petit du second ordre, et ï

'| i
sera aussi du inènie ordre a

très-peu pri's, à cause que la fonction d; (a. — / y ri n'a de valeur (|ue dans

une fort petite étendue de l'axe; mais /\ c devant être à peu |)rès égal à .r

r'ecevra une valeur considérable, dinu' le ternie 'ij s'évan(Miira auprès

du terme (\C'y- [a- — f\c), et la valeur de ; se réduira ii

<]/ ( X — t \'c) -h -^ f v'f 'V f .r — t \'c j

.

4

Le premier ternn' i (a-

—

t\c) donne, comme il est facile de voir el

comim' on l'a démontré ailleurs, la vitesse de la propagati(m égale à v^,

el il est clair (|ue cette vitesse ne peut varier ii moins (|ue la (|uanlile \ V-

ne vai'ie de ménn-; supposons donc \c -h a, au lien de \c, oc étant une

(juantite assez petite, on aura pour le [)remier terme de la valeur de ;

']>
' .r — / \'e — / x;,

(|ui se réduit à

^ ( ,r — / y c j
^ ta'Y '.^' — ' V c ) ;

comparant cette expression avec c(dle (|u'oii a trouvée par notre apj)ro\i-

mati(M), on a

mais

r ,,/ , r, d'Alix— t^'cj

en désignant par // la vitesse propre de la paiticule (|ui re|toud ;i l'ab-
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scisM' .2 : (loue

-=4'

ri par i oiiscijiinil la \ ilc.sx' de la |ii()|iaj^ali(iii ili'\ iciitllii à tr(-s-|»<Mi |iir>

cj^alc il

('.flic (•(Piicliisidii |Kirall (li>iii- (il (|ii('l(|iir suili- |'a\nral)l(' ii riiy()(itliésr

lU-s <'liraiil('in(iil> tiiiis, mai^ cllf [nTiira Iniilr sa toicr |iiiiir peu (|ii'(iri

s'arrête ;i rexaiiiiiiei .

l'ai' ee (jii'mii \ieiil de ll(iliver. un a

z =; 'i (
.î- — / i <

I
tu\

snii {/ la loiintieiir <le l'oïKle aérienne exeilée iniiniWlialenient par le cuips

sonore, il est eiaii' i|ne c ne ((ininniKcra ii a\(iii- nne valeur (|ue ipiand

on aura

tu
X — I \C y = «:

I

d'oii il sensnit (|n'an lionl ilii teni|ts / le smi sera |iar\eini jii,--(|ira la par-

lien le (|ui re[i<)nd a l'abscisse

x — a - / \\c + -,
)

•

// elaill la vilesse (jlle relie parTu llle reciiil en même lemps. ( )r. en pl'c-

mier lien celle vilesse ne peu! i Ire <prinlinimenl pelite, pniscpi'il seiail

alisnide (|n'nne parlicule d'nii llnide elasliipu' i-ecnl Unit d'nn conp une

vitesse finie par l'ai lion des antres parties adjacentes: en second lien, il

est visilde (pn' la tornuile trouvée ilelrnirail runitorniite de la vitesse du

son cl la ferait dépendre en (]uel(|ue suite de la nature des idiraideineuts

|)iimitirs, ce ([ui est ciuitrairc ii tontes les exper'icnces.

Il serait, après cela, iunlile de p(Uisser plus loin rapproximation de la

valeur de z; car, outre ipi'il n'en résullerail (|ue des termes umiudres

33.
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(|tie celui que nous veuons d'oxaminer. l'expression de la vitesse du sou

(l(!viendrail toujours [)lus compliquée et par conséquent moins conforme

à la véritaltle.

43. Passons maintenant à l'hypothèse des ondulations sphéri(|ues, et

cherchons par le moyen du Problème V si le changement (]ue la suppo-

sition des ébranlements finis cause dans leur pnqiagation peut s'ac-

corder avec les phénomènes.

Par les principes posés dans le n" 30. on lrouv<'ra poiii rf(|ualiiiii

rigoureuse du mouvement du fluide

d'z
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cl

/• dx +- xy = Y
d(x fydx) __ c

dx ?.

h'!^4\
dx dx

.MaiiilciianI, il faut snhstilucr an lien de : sa valeur lircc des roiimilcs

(lu Piiiiili'tuc 11. P(Mir altrci^cr ces >ul)slilutuius. jr i(Uiar(|ur (ralmnl.

couiuii' il tsi l'vidcul. (|u'il ne l'audi'a cniplnyci- (|uc les seules luiictiiins

de r — / \c: d'où il suil ijiM' ^i ion pose

dzx
n Cr

mi aura

Je ienian|ne ensuile (|iu'. lofS(iue x a nue \aleui' ((Uisideralde. mi |ienl

ne^li^er. an|)irs des lernu's (|ui eonliennent -r seul au diMioininalein-.

Ions ceux (|ui sont divisés par des puissaïucs de i plus hantes (jue

ruuilé: pai' ce luoven. on aura sirnph'nteni

__^o{x — t \c} 'Ji{x— t\Cjo'\x— t\cj_

X X

donc

j
Vdt -— — \ cr^{p)o'{p) log p -h / \c T= — ^ c o .V - I \ c -y X — t \,r Uijix,

coq — Il \c) o' q — il \c
I

q — t \<-
Q = -

(r(Mi l'on tiieia pal- les (|na(lratnres la saleur do
j
Q(/(: mais il est facile

de voir i|ue cette valeur sera intiniiiieni |)elite par rajiport à celle

di'
I

\'(J/, il cause <pu' la t'oinlion -^ cl sc.^ ditïercnccs siuit tiuiiours iniiui-

nienl |)etitcs. et (ju'fdlcs n'ont outre C(da des valeurs réelles (|ne dans une

ti't's-petite |iin'li(Ui de l'axc; ne pi'cnanl donc ipu' la t'orunile ( l'r//
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cl riitaiil (le : -\ i-- ' !^;>voii' (If '.; f.f — /vcK'»ii :"ii"i ixMir r;uii;iiHMil;

lion (le celte toiictioii

~o \x — t Je j o' [ X — / Je i loe x :

or, si on suppose, romnie on l'a fait plus iiaut, (|ue Iîi (piantité \c ci'oisse

li'niie tiès-petilc (juaiitilc c/.. ou trouvera ici

oi X — / i/c ; loa:i-

(|ui cliaiii;f'ra la t'ouctiou

?J

9 ! X — t \c

en

log X
X — / y (• H ^=— o [X — t \C)

Prenant a p(Hir le ravon de la première onde aérienne excitée par le

ciups sonore, les lois de la propagation du son s(MiMit diun- contenues

dans la t'oruuile

losx ,

X — /y f H O X — / \ c = a.

Je crois superflu de ni'arr(''ter ici à examiner les conse(|uences de cette

formule, cai' il est facile de voir (ju'elles ne seront pas plus favoraldes ii

la supposition dont il s'agit (|ue ne l'ont été colles (|u'on a trouvées dans

le numéro pi'éeédent.

44. CoROE-LAiRE. — Après ce ([u'on vient de dennniti-er. je ciois (|u'on

peut regarder c(unme une vérité assez constante, ipu' l'Iiyiintlu'se des

eliranlements infiniment petits est la seule recevahle dans la théorie de

la propagation du son. comme nous avions promis de le piouver dans

le n" 10. .le vais donc rentrer dans cette hypothèse, et chercher a délei-

ininer h > loi> de la propagation du son d'une manière |)lus générale el

plus exacte que je ne l'ai fait.
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% II. — lissai <l une loiislriiction ^(''IktiiIc des trois ('tiiiatunis

(lu I." 10.

15. Jt' imilliplic l;i iircniiôrc de ces ((|n;ilii(ns |>;ir !.. la si-coiidc pai- M
cl \:\ lioisii'iiic |iar N, en su|i|)()saiil (|ii( I.. M, X sniciil des toiirliiiiis

(|llcl(i)ll(|ll('S (If X. ^ . Z : j'en t'ai.S une si un nie (|llf je lJllllli|ilir cilrul'»- |)a|-

(/\f/\r/'/.. il iliiiil jr |iirii(K riiili't;ialc fii l'aisaiil \aricr riiiic ;i|ii<"~

l'alllrr 1rs I luis l'IialIgcailli'S \, ^ rl Z. De rcltc lllallicri'. j'alliai ri'illlaliull

,'/rfXj^_^
Î^'m -, -l^S] ./\(l\ ,17.

dt- " ' dt' " dl'

(',d-x, d'y , d-z , '/ ) ,, '/-' ,,

^\\ [:,i\=^^d\d\^'^d\Jv.^-^d\'^' ,/^,/\^'

d z ,. d'z d X </ )•

^ dVdv^^dv^ -^ d-y.dx^^ dy.d\^^ ''^'" '"

(jui icnrcrinc le iiKiiivciiiciit de (Ikkiik' poiiil iiioliilt' du svsli'im' diuiiii'.

... .!•:/( . . ,.Ou ri'iiiai(|ii('ra (|ii(' r fsl mise ici |iiMir . ainsi i|iic ikhis la\oiis pia-

li(|iH> pai'liiiil ailleurs.

Imi siii\aiit noire inclliiidc, un prendra aiitaiil (rintei;ralcs par parties

qu'il en l'aiidra pnur taire dis[)aiailri' toules les dilTerences de ,f, i . r

suivaiil \. ^ . Z; on aura donc

,' dl dl.
t "^L,/\J\,/y. l.r^;'ld\d\,/y. ^

1 {
%L-.,'l^]d\dA.

J d\- / </ \ ' * (/ \ (/\

i;^',-^
i,,/\,/v./z = fy^'i^'n .IV. - )';;;i.,/v .n -

f,
'-'/^ .iK.n.

I

_d^Z

d\d7.
\.d\d\d/.

r d L

J'TnCdy.

rdz r dl.d\d\ d/. - / "^ Ld\ d/. I z "'^d\d\
.1 dl. J d\

f'^Md\d\d/. ^ fy'-^d\d\d/. ^ r(^L:M-,4^),/\,/Z.
_' d\- !

• d\' / w/\ (/\ '
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j'^N./X,/V,/Z .. f:.^./X,/V,/Z ^ /"^^N^X./. -
fP,^'^

''''

Diins ces IniiisloriiH'cs, il y ;i, comiiie on le voit, deux soi'lcs d'expres-

sidiis intégrales : les unes, plus générales, reiit'einienl trois intégrations,

suivant la vaiial)ilité des trois coordonnées X, V, Z, et expriment par

((uisequent la somme d'autant do valeurs particulières (ju'il y a de parti-

cules dans la masse totale du tluide; les autres, au contraire, moins gé-

nérales, ne renferment chacune c|ue deux intégrations suivant la variabi-

lité de deux des coordcjunées X, Y et Z, et ne dénotent en conséquence

(|ue la somme d'autant de valeurs particulières qu'il y a de particules

dans une seule tranclie du lluide. Celles-ci pourront donc être l'egardées

comme des constantes à l'égard de la troisième variahie manquante, et

l'on sera toujours le maître de les l'aire évanouir, en donnant certaines

limitations aux valeurs des quantités L, M et N, selon la figure de l'espace

dans lequel on suppose que la masse de l'air est rent'ermee.

Ainsi, par exemple, si cette figure est celle d'un parallélipipède (|uel-

conque, on voit aisément que a est nul dans les deux plans opposes ([ui

sont perpendiculaires à la ligne X: d'où il suit (|uc les intégrales (|ui

rontiennent .r seront aussi nulles dans toute Iciii- étendue, ii t'ause (|ue

ces intégrales ne varient ipie suivant Y et Z; par une l'aison semhlai)le,

on verra que les intégrales contenant y et ; s'évanouiront aussi d'elles-

mêmes; donc, pour achever de taire évanouir les autres intégrales, on

su|)posera L tel, qu'il devienne égal à zéro lorscpic \ = o et lors(|ue

X=fl. (piels (|ue soient Y et Z: ensuite, M devra devenir égal à zéro

lorsque Y = o et Y = h, X et Z étant quelconques: cntin, N devra dispa-

raître de même en posant Z = o et Z = c, jiour tonte l'étendue des X

et ^ : rt, h, fêtant les trois dimensions du parallélipipède donne.

Si la masse du lluide avait une autre ligure (|uelc(ui(|ue. tui tnuivcrail

aussi, en ayant égar'd ii cette ligure, les conditi(uis cpii pourront l'aire



F/1 L\ l'IUil' \(i A TION DU SON. -200

dispiiiailrc tmilts les cxpic^sidris iiilr^'i-ilcs à doux seull•^ rliaiijjreaiites;

il fsl Mai (|iic If |iius SDiiMiil ics (l[n•laliull^ iir |)mm(iiil >'cxécult'r,

taule (le loiuiailrc les valeurs exactes et générales îles ijuanlilés L. M

et N: mais il sui'iira de les imaginer exéeutées pour déuuuitier ijue l'on

peut toujours ometlre les expressions intégrales dont ikuis parlons. .Vitisi

l'on aura simpleineni apri-s les substitutions

/ \ (Il dr- lit' I

I
' \(/\- ^ tl\(l\

"^
</\dZ>^ d\ (H

(IM ill. ,l-S

r/Y-
"^

<i\ ii\ ^ (i\,r/.

'
\ (IZ ^ il7.d\ " d/.d\

d\d\ </z.

On tVi'a maiuleuant

(B)

(C)

d-\. d-}A ^ d\
(ÏX

"' il\d\ d\d/.

d'W dl. </-N

d\' d\ d\ d\d7.

dm d-\. d'M
du dZd\ dZd\

/.M,

oijuations par les(|uelles on déterminera les valeurs des (juautites I.. .M

et N. Il taudra de plus ipie les valeurs salisl'asseiit aux condilions en(Ui-

eées ci-dessus, el c'est par lii (|u'(ui déterminera toutes les ( onslantes

(pie l'intégration aura eutrainees, ((Uiune aussi la cunstantc X (|tii ne

pourra uiancpuM- d'avoir autant <le \alenrs dilTerentes (|u"il v a de parti-

cules moltiles.

Cela t'ait, notic é(]untion principale |)(Uirra se mettre sous la loiiue

ordinaire

d's ,

dr

avant ici

-fs = / (xL-H >M ^zN]</\ d\ <//.;

34
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d'où l'on liieiit, comme dans le Problème I,

R

Or, soieni

i = S cos(/y'— ck) H sin(/ y/— c/i),

\J
— ck

/ := R cos (< y'— ck ) — S \l— vk siii ( t y — ck ;

<lx , dy , dz

^// ' dt " dt ^ '

et (|iic (^r), (j), (z), (x'), {y'), (z') désignent les vjili'urs de .r, v. z,

v'
,
y' , z' , lors((ue t =^ o\ on aura done

/
j
(.rL+j-M + zl^)d\d\d'/.

(D)
I

=ros(/v/^=~d'r) r[(.r)L + (.r)M + {s)N](/Xr/Yf/Z

sin(/
v' =^ f[{ X' ) L + (

)•' )M -h{z') N] </X (/Yf/Z.
ck J^-ch

j
[.r L +- >' M + 3' N ) (/\ r/ Y ,/Z

( E ) ^ = cos (c \''-^ck)
j [( ,r' ) L + (

>'
) M + (2' ) N ] </\ </\ dZ

— v-~fAsin(<v— f/,-J M(.r)L -4-(,r)M +(2)N](-/\ (/\ (/Z.

Voilà les é(juations d'oii l'on tirerait, suivant notre méthode, les valeurs

exactes de -r^y, z, si l'on avait celles de L, M, N, et qu'on put faire dis-

paraître la (piantité k, ainsi qu'on l'a (ait dans les Problèmes précé-

dents.

Mais le premier de ces objets nous présente d'abord des difficultés

insurmontables, soit qu'en eflét les équations (A), (Bj, (Cj ne soient pas

susceptibles d'intégration, soit qu'elles demandent d'autresméthodes

que celles que nous connaissons. Si on voulait se borner à des construc-

ti(Uis particulières, il serait aisé d'en trouvei', mais (dles ne sauraietit

être d'autMine utilité dans la recbcrcbe des lois de la propagati(Ui du sou.
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i(). Il l'sl visiltic, |iiii- r\fiii|il<'. iin'iiii |n'iit supposer

L = ,^^/'''-^'/V-i-'-Z)v/^

A. 15. <'../). y. /claiil lies iiiiistiinti's ii tlclciininci pur hi siihsiiliilHiii i-

\;{ cuiiipiiriiisiiii lies Iciiiics: pour crhi, mi tioii\('i;i les truis iMpiiilimis

A = f(A/r -t- \iit(j - C /;/),

B = c ( B ^^ -»- A /«/ — < i ''/ ;.

C = c{C.p'-^- \ /;/-»- 15 7/),

(|iii (Idiiiic. rii pdsaiil H |piiiir \ A'- -I-
!}'•'

-f-
("

»= -—^_< « = ^,
By/r

mais les valeurs de L. M et N n'elanl (|Ue par rieiilièi'es. un ni' |iiiiiiia

s'en servir, siiivaiil iinlic iiicllKMle, (pie dans riivpotlu'se ipie les valeurs

de .X . y el r- soient lent'erniees dans eeitaiiies ((iiidilions. car il est visihle

(pie L. M et X étant exprimées par uiK même Innelion de fj\~(/\ ~r'L.

multipliée seulement par des ((instantes dillercntes, les valeurs de x . \\

z devront être les nn-mes pour tous les points dont la |)ositioii est renfer-

mée dans la formule

/>\ + (/Y ^ /Z — (•on>taiil('.

et de plus ces valeurs devront garder entre (dies un rapport ((luslanl.

Snp[)ose (pie ces eoiiditi(Uis aient lieu, on punira poursuivre le ealtui en

siihstiluaiit les valeurs troiixces de 1., M et \ dans rii|nalioii 1) . et

Iraiistoi niant ensuite le terme

en

,l\

d/.
Il\-r<l\ H-/Z v< <l\,/\ ,//..

.34.
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et réduisant cos(/v — ^^) et sin(^ y — '^^) ^n exponentielles imaginaires.

on aura

= - ff A{.r)-i-B(r) + C(z)- 4pA f{.r')d\ - ^qB ( {r')d\

- 4. /-C f{z')d7A e(/'''
+ '/V-'Z-'v'^)V^rfx ./V dZ

-h- rrA(jr)-HB(r) + C(z) -(- 4/jA f(.v')d\ + -^qB f{r')d\

+ 4/-C f{z')dz]e''''^'''^'''"^''^'''d\d\d7.,

équation fl'oii l'on tirera, suivant notre méthode,

\x-^Br+-Cz

= - f A(.r)-i-Bir) + C(2)+ -^/>A f{x')d\

-+- -^qB i < y')d\ -h ~ /C | (^ )</Z

+ ^ rA{.r:i-^B(r)-l-C(z) ^-p\ fi.r]d\

{p\^>iy-h'7. — t\/c}

- 4,7B / ( y')d\ - 4 / (1 / [z'UlZ
yC .' • yC J J

Les quantités mises en forme d'exposants dénotent, comme dans le

Problème I, les valeurs qu'il faut donner aux coordonnées; ainsi X, Y,

Z étant les coordonnées qui répondent à ,r, v, ;, et 'X;, ^Y), 'Z étant

supposées celles qui répondent aux expressions qui doI l'exposant

pX
-4-

C'Y -+- rZ ^t\c, les valeui's de ces dernières devront être telles,

que

/>{X)H-^(Y) + ;>(Z)=/)X-f- 7Y + ;-Z±/yc.

Au reste, si l'on introduit dans cette solution les fonctions indétermi-

nées, elle reviendra au même (|ue celle que M. Ëuler a donnée dans son

Mémoire, car on aura

A,r -I- Br -(- Cz = jp\ -h q\ -+- iZ -h / yc) -h di ' [>\ — q\ -+- rZ — / y'c);
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(Vi>i\ l'un lircrii 1rs v;il('iii> de v «M i\v : en r;iis;ii)l, sclmi l'Iis |iiilli('s<-.

y =:r fx, z r^ /ij: ;

sillislilii;inl clisnilc res v;i leurs diins li s r(|ii;itiiiiis dillV- ici Miellés il il li" 10,

un IroiiNcni

coiitoriiieinenl ;ui\ luiinules doiiiii'es (kii- M. I-Jiler d;ins ses Recherches

sur 1(1 proiHtiidlion des éhranlemenls dans un milieu élaslique > Miscelluneo

'['(lurinciiSKi . I. Il .

\'oil;i le l'ioldi'ine résolu ;iii;ilvli(|tiemeiil ponr une iiitinile de e;is.

mais il l'iiiil avouer qu'aucune de ces solniions ne sera applicalde a la

tlié(U'ie de la |)r()paiiarK)n du son. dans la(|nelli' les eliranletnents [irinii-

lit's doiveni èlre supposes (|U(dc()U(|ues. Il en sera de luénie de lonti/aulre

solution (pii se Ircuivera en int('i;ranl les équalions A . 'B. (J dans

di's cas particuliers, (l'est pour(|uoi nous reniuicerons pour le présent à

ileteriiiiiier les valeurs exactes de .r. i et z pal' les voies ordinaires de

notre inetliode, et nous nous hoineroiis ii les trouver, s'il est possilile.

par approxinialiiui, eu su|iposaut (|iie le ti'Uips / soil fort petit; nous ver-

rons ensuite (|uelles conse(|uences on pourra tirer d'un tel calcul pour la

connaissance des lois de la pi'opaiîatioii du son l'u ixeiiérai.

iT. .le ((umueuce par développer l'expression tiisi/\ — X-) eu poussant

la série jusqu'aux (juantites iiitiuiuieiit pelilo du quatrii-nie ordie: j'ai

cos(/ J— ck) = I -f- kt'e-\ -—fli'l'c',
'

> ?.. 3
.

4

ce i|ui cliangeia le lerine de re<iuation Dj

rus'/ v'-~^"' /[(»•) 1^ 4- (,)-)M -t-
;
31 N V'X r/V ,17.

eu

/ X )

I
L -H - / c/. L + —4-, l'e^h' L 1 </ \ ,/ \ (/Z

.'
I

-' a. 3.4 I

MrW N -4- -l'chS

,3.4
l'cIrM ,/\,/\ ,/A

2.3.
, /'c7,\ (/\(/\ ,/Z.
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Oi- les é(|Uiitions (A), (B), fC) donnent d'aboi-d

d'L d'M clr^
/,-L :

/, M :

AN

d\' d\d\ d\dZ

dM d-L r^N
</¥- d\d\ d\dZ'

d^S dL dM
'dZJ^ dZd\ "^

f/ZrfV'

iiiultipliaiil ces ecjuations par k et substituant de iioummii an lien di' ^-L,

/!-M, XN leurs valeurs, on aura ensuite

(/*L d'L d'L d'M d'M d'M
^ d\' "^ d\'d\' ^ d\'dZ'

"^ TyJd\ ^ d\d\' ^ d \ d\ dZ-

d'y c/'iN d'y
'^ dX'dZ '^

f/XrfZ'
"^ dXdZdY'"

,,. d'M d'M d'M d'L d'L d'L

/,-N

d\' d\U/\^ dY'dZ^ d\'d\ d\d\' d\d\dZ'

d'^ d'y d'y
"*"

dWïïi ^ d\lr/?
"*" d\^d\ dZ

'

d'y d'y d'y d'L d'L d'L

dZ' dZ'dX' dZ-d\' dZ'dX dZd\' dXdT-dZ

d'M d'M^ d'M
'^ cIWdY "^ dZ~d^ ^ d\- d\ dZ

Par là. on pourra l'aire évanouir la lettre X- de l'expression préeédente;

car (in ani'a

L ^ - tek L H l—T l'c'k-L

d'L d'M d'^ \

ctM
X.

d'M d'y d'y d'y

(F)
i

''^'
\d\' ^ 7nCd\ ^ dyrdz)

I , d'L d'L d'L dM » m
^ 2T34/'''" \ d\' "^ dWdT' "^ d\'dZ- ^ dXUlY "^ d\d\'

d\d\ dZdX'dZ d\dZ: d\d\'dZ>}'



M + - /,/, M

i:i I. \ i'i!(ti' \(; \ I i(»N i»i SON.

I

271

M

.3.1

(<i

I i'L^\ d'Si f/^M ^/'L «/'L_

a.3.4 '' U/^•
''^

d\ ,i\
~^ iiVdv:

"*"

</^ </\
"^

-n ,/\'

r/'L JN -/'\ </'\

N -t- - r-chfi

II)

d\d\d/.- d\'d/. d\d/J d\d\d/.

3.4

rf'N d^i^ ,/M

"^3.3.4 '' \(/Z'
"'" dZ'dX' '^ d/Jd\'

"""

d\'d\ d/Al\'

d'L d'M </'M (/'M

\
"^ d\d\^d7. '^ dv:d\ ^ -7/7/v ^ ,l\ d\,l7. y

Or. (|ui'llcs (pic sdii'iil li's v;i!ciirs des (|iiaiilil('S I., .M. N. il fsi (ciliiiii

(in't'llcs .sci'Olll (l<'S loiictinlis (le \. N . Z, rc ijllr IKHIS llt'IHitfliiIls ;iill>i

^(X.v,z^ m'^\ n'-^^

(le Sdilc (jiic, si l'on siippost» i|ii(' les v;iri;il)li's \.\ . /. (I(\ ii'iiiiriil \ • [il.

\ -i-fjt. Z -f- r/, les v;ih'iirs coricspuiKhiiilcs lic 1,, M. \ >'i\|iiiiiirniril ii

iiiMi'c iii;mi(M(' par

(Icla pose, on .sail (|iic si L rcprcsi'iitc une fonrlion (|iiflcoii(Hi(' i\v la

varial)lc .\, la<|iicll{' croisse (rniic (iiiaiililc Irès-pctilc /;/, la valeur de L

(Icvicndra, i'M ncgligcaiil les (Hianlitcs iiiliriiniciil petites au-dessus du

(pialrièuie ordre.

dL I (/ i. 1 </ L
?,.S.4

</'L

''-''dx--

doue, si l'on suppose (|ue la t'onclion L renlernie; outi'e la varialdr X. 1*
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v;ii'i;il)les Y el Z qui croissent en même lemps des quantités très-petites

qi. ri, on trouvera par un ealeul assez simple

I / d-L d-L ' f/=L d'L d'L d-L\

f^^L
.,

d=L , ^/'L ,. d'L d'L\
^ ^P'-Jxdz:' + ^9"'rfY^ + ^^'-^^TO^' -^^l^i' dXdYdz ^ ''lîZ^j

I
, / r/*L , d'L ,. d'L

,
d'L

+ aTM i/' ^ "^ ^^ '' dWdy + ^^"9-
;7x^^^ ^ ^P'i' TlTdY^

-+ ï'^ +4f'V7x^ +^A'^'\7x^rfT. +4A'''^7xrfz-3

, , d>h ^ . d'L
, , d-L r/M.

</'L r/M, rf^.

^ '^/'^''rfXrfY-rfZ
-^ '^l"i''d\d\d7J ^ '"lîT

De cette tornuile je déduis les suivantes

1 .{\ — 1)!,\ ->-</!. Z-r-rt
i

I
1
(X — /^f, V — </f, Z-i-r;)

I j(X — /;?, V-Hy;, Z-«j ^ (X— ;>t, V — yf, Z— /f)

I
/

,d'L d'L d'L\=
^^-.''{p-d^:+'f:rY^-^''—)

>
/ d'L ,. d'L d'L d'L^ .734' V^' ^''P''^-d^crjY'^ ''' dT' ^''P''-d>Jiii:^

d'L d\.x

^""^''^dWlT:'^' TT'Y
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I. \:\-^ni.7.~rl rj 'X.Y-,//,Z-t-r/i l^ .X.^ -r^ft./- I . X.V— yr. Z— r/>

4,

I. -/-
,i'\. d'L d'L

I . \ -)-/<r, V -l-yf, Z-H»' 1 . \ -r-l>l. \ -r '/!,'/— ri

8
"^

H

I
f

X —1", V —1/'. z-
8*^

I . \ — /i^ Y — y/, Z - 'V

I . \ -rlll. \ -./l, -1.^11 I \ ^/", V VO z

I
1

' X —/;», ^ -(-<//, z-1-rf) I .
; X — /»/, v-l-r/^ z -;7

d\(i\<i7:'

I , \ -^ w, V-r'//, Z-i-rf I , \-i-in,.\—iit,/.-ii

I
1

\ —/)l,\ ~r-i/r,7.— it I . \—f)l^\ ~,/r./. ^rl

I . X -!-/){', V-i-f/r, y.— rt ^ ^ ^ -h/". Y'— y'. '/ —'tt

/ / /

! i I I

"i"i
d^\.

d\d\d/.<

/ /
'

/ J I •

Ou liiiiiiri;! (If jKiii'ilIcs forniiilcs il l'cgiii-d ilo i\|H('ssi(ms

/ / - /

I. 35
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et en donnant des valeurs convenaliles aux eonstantes indéterminées />

(j, r on changera, par les substitutions, l'ériuation ^Fj en celle-ci :

L) L -(- - Pckh H 5-^ /V'/r'L
a 3.0.4

4 4

4 4

X -H ^ V' c , ^ H- f

K 8

.L('^-^-\/l'^-'\/s)_'i(^'^-'\/i'^-'\/'^

8

8 8
^

(x_,v/^, v^,y|, z^,y'^) (x-,vc. v-,y/£, z^,y/i)

8 8
'^

(x-^v'c, Y^,y/^, z-,^ï) (x-M/?, v-Y^.z-^y/i)
8 8

8

8 8

8

\ — r

-M
8
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8 8

8
'

8

,S 8

(tu Irituvt'ia de iiii'im' les liaiistuiiiico M ri N ilf> deux autres f(jiia-

lions G et H , el l'on aura ainsi, en sultsiiliiant. la tiansforniée entière

(le la turiMiile

(/y — c/i-i f[i.r]l-+[yjM -h[z)yi</\<l\ il/..cos^

(|u'()n sul)Stiluei'a ensuite dans i'e(|iiarKiii U .

Supposons, poui- un nnmicnl. (|in' le> ([iiantités '-f',, y •
^' soient

nulles dans cette eijuation. la lettre / >'en iia euliiMenienl el ne se tr((n-

vera plus (|ue dans les ex|)it'ssions des (|uaiitites I.. M et N. Or. (|Uoi(|Ue

nous ne eoiniaissions poinl la l'oinie de ces eN|>ressions. un pourra et pen-

dant vérifier re(niation indepeiKlaninieiil de k. coninie notre metloMle le

demande: car pniir cela il ne sai^ii-a (|ne de ci on parer eiisenddc le> (pian-

liles (|ui se liduveidiit niiillipliees par les lnnclidns !.. M. N (|ui aurniii

des valeurs cigales.

Que (X . ^ . Z dénotent les eoni'ddnnees (pii repundeiil ii l'cxpr-es-

sion générale I,
' ~'"' ~'/'. •-"

mi jim:,, sclnn nnirc li\ pollii'se.

\. \. Z ('tant les coordonnées (|ui répondent a Texpression I. siniple-

nu-nt et aux (pianlités x. y. z, f.r). (v), (z). Suppos'Uis donc (pn- les

valeurs de Xi, (Y y, Z soient dimiMucc- des iiiianlitcs /^/. y/. // ce tiui

est permis, [misque ces (|uantites sont conslaiites a l'éi^ard des intei^ra-

tions in(ii(|uees dans re(nnili(in . elles dcvicndrnnt X. ^. Z: mais en

même temps les eotuilonnées eorrespondantes ii .r . r . z . ci cpii

étaient auparavant X. Y. Z. deviendront \ — /'/. \ — f/t. Z — //. De

^5.
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(•(Ile riianièrt.', hiiités les (|uantité& exprimées généralement par

rcdeviendidiil

/ -V- '*
', M ? I N ' ou simplciticni L, M, N:

mais à leur lonr les (|iiantites (a-), (y), (z), qui les niulti|)lienl, se cliaii-

ii^eroiit en

A|)rt's ces transformations, on joindra ensemble tous les ternies de

l'eijnation ([ui se trouvent multipliés par L, IM, N, et on déeomposera

ensuite cette équation en trois portions, donl chacune devra se vérifier

séparément et indépendamment des valeurs de L, M et N. On aura donc

par lit

(P) - x = {x;)
(X, V,Z)

--^(,.)

4

^{'.ry

4

s,. \-f\

(^v-'v/:i'-'v'n

-A.rr

8

^ ,^^i-V;' --v1--Vl) .,!(,,(^-V^ ^-'\/^' -'V^)

(^)'
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s '
' ' s '

'

8 8

L-A^-'N/^-'V^-

8

8

^,(x-'\/t''-'V^''-"vI).

On Hiii':i (le iiiciiic. |imir les v;ili'iir's dt- v l'I de r. deux aiilics tormiilfs (|iii'

|i' iiiimiufriii Q i-l R . ri (|Lif \r ni'iilislicn^ de liijiiKiili'r. [)iiis(|ii"nii

|M'ut li's di'diiirc de la |iriMiMlciilr t-ii ( li;uii;f;tiit simplfiiieiit v, .j . \

fil V. 1 , \ [icuir l:i t'iiriiiiilc (J . l'I en ;. -
, Z |iiiiii' hi t'oniuile R . cl

ifri|iro(jiR'iiit'iil.

Va' sont l;i It's valciiis di- .i. v. : dans rii\ pdtlu'sc qut' -r . v cl r

siiiciil iiiillo. Sup|>(isiiiis inaintt'iiaiit (|iic ces (|iiaiitites ait-iil mir vali'iir.

mais (|u'i'ii iiK'iiic temps les .r . >- et r- soient nulles : il esl clair iiiir

dans l'iMpiation D on aura, i) la place du d'iinc

cos ! t ,-r/, f r I, ^ )M -^ z^y' i/\i/\ d/..

l'antre terme

>in l \ — f/i'-\

or, si l'on fait attention (]nt

r ., I. ^ > M ^ .- \ ,/\,/\ ,//:

* "
I
cos / \ — </, dl.
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il ne sera pas difticile d'apercevoir que les expressions de L, M et N, ([ni

(]iii se trouveront en faisant disparaître la lettre k, ne seront que les inté-

grales de eelles qu'on a trouvées plus haut, prises en regardant / seul

comme variable. Ainsi un teinie quelconque de la transt'orniée sera

i'e|iresenté par

il\,l\dZ\

or il est visible (|uc l'intégration suivant /. dans l'expression

se réduit a trois integiatuMis suivant X, Y, Z; d'où il s'ensuit que l'intc

grale

[)onrra se transt'ornier, par des integratiinis par parties, en celle-ci :

f\i:^-^>"''-"-'-^"^ f[x';,it ,/\</\ (/A.

(|Ui pourra encore se lueltre sons cette autre tonne :

nj'^.v.z r^,,:\-/„,Y-./,,y.-,r,
ili ,l\(l\ ,17..

où l'intégrale de {x'y ~'"' ~"''' ~"
• devra être prise en faisant varier /

dans les valeurs X — pt, Y r//. Z — rt des coordonnées de '• -x' .

Faisant des observations et des réductions semblables sur t(uis les

autres termes, et cuiiiiiaraul ensuite les (|uantites L, M et N entre elles,

on trouvera piuir .z. v, r des formules qui ne dil'ferei(Uit de celles (|n'(Ui

a ti'iuivees ci-dessus, qu'en ce (ju'a la place des (|iiaiililes (x), (y), (S) il

y aura les quantités intégrales / I .r' dt. I 'Y':t/t, I z'fù.

Il est mainlenaiit tacile de voir, en examinant l'ecjuation (D;, ([ue les

deux solutions partieiilieres qui viennent d'être trouvées renferment la
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xillllioll i;cili'l"il(', rt (|u'il Ml' l'iilKlt:! (|ll':i jolllri- ciiscilllili' lo cxi.ti'sMntis

Iroiivccs (le .»-, v, z diiiis les eus oi'i (x'), iy' ), 's') ou (jC/, ly), '- s'H'l

milles. |)(iiir' ;ivoif les f\|ii-('ssi()ns (•(ii)i|)ll'l('s [Miiif If cjis dii (•l•^ (|ii;iiilil('s

sont tdiiti's iccllcs.

De plus, (•oiiiinc r('(|ii:ilioii \'. iicsl (|IM- l;i (liHci('nticllc dr l'cini;!-

liiiii I) prise t'ii VMi'iaiil / seul, on aiiiii lniil (l'un eiiu|i le> \;ileiir's des

vitesses, en dillrreiiliniil les t'uriinilis iin'un vieiil de Irniiscr puiir les

\ ïdeiii's des esp;i(('s r, v, r : il \ieii(lr:i ilniu'

P') X —ix ,
,(x,y, Z)

-4-[''''-^']
(*.>-'v',r'--v:)
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dix)

dt

x.,vê;s-,v/^i7f-

8
I

' dt \ liiii

!!(! /; 'lUdll

(^-'v/ï'-V''--\/î)

8
r' ' rf/

]

8 r-' ^ '//

^-'\Jv'^'\'-y'--'\Ji)

8['-' '"^
dl

I

8|'')^^rJ

(s"i
/.,.n(-'V^-V^--'Vl)

.//
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" r ,, (l(z:\ (^-'\/:'^-'\/l'^"\/ï)

\-f

[(. ) + -^
f//

l.rs vjilclirs (le i' cl (le r' se Inui vcidlll ilc mrilli' rii sillisliliiMlil (l;iii>

celte l'oriiilllc il hi |il;ice de .v' . .jUj, (a-"'), X, leiiis corresjMindniiles y ,

y., 'v'j, Y ou :;', (;;, ' z' ,, 7. el réciiirôqueiiieiil.

iS. \'()il;i (les luiiiuiles lri'S-iiciie|-,iles par leS(Hielle.s. ((imiaissaiil dans

iiii iiislailt (|Uid(iMi(|iie le iiMMiveiiieiil de loiites les [lailies du tliiiiii'. un

piiuna deleiininer ii Iri's-peii pil's letif mi)ii\ernenl dans les inslaiils siii-

vanls. an nudiLs pendant un intei'valle de temps t'cirl ednrt. Or. si a|)iès

i-e temps on recommenee le calcnl en sulistituant \\ la plaie do .r . : y],

' : . '.t':, y'
, ( z\ les valeurs trouvées de .r. v, ;. .z', v .-. on en tirera

des n(niv(dles valeurs di' r. v, r, .r . v . r (]ni seivircjut [)unr un second

intei\alli' de temps e^al an picmier: el opéi'anl ainsi de suite on pourra

trouver les uKuncnicuts du lluidc pour tel espace de tcm[)s (|n'iin \ou-

dra: mais il l'an! a\(iucr (pic celte melliodc ne sera j^uèrc pralicaldc [idur

un temps assez l(Uii;; car nos i'oruiiiles n'ctant (|u'appi'oclu'es, l'inexac-

titude (le chaipic rcsiillat iiillucia iicccssairciiicnt sur Ions les résultats

suivants, et par coiiseipient |)lns le iiomliic des opérations seia grand,

plus aussi (Ml ris()uera de s'idoigner de la vérité.

I. 36
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Conséquences qui résultent des formules précédentes par rapport

à lu propagation du son.

49. lni;iginoiis d'abord (ju'un corps sonore n'cbraiile qu'iuif .seule

particule d'air dont la position soit déterminée par les coordonnées \X'\,

[YJ, \Z\, et voyons comment el parcjuels degrés cet ébranlement unique

se propagera au loin dans toute la n)asse de l'air jtendani un temps (juid-

conque / tort court.

Il est d'abor<l cvidenl que dans les é(|ualions (P), (Qj, :R). ( P'j. (Q'),

(R'j il faudra regarder comme nulles toutes les quantités (x), {y), (z),

[x' ], iy'). :';, qui auront un autre exposant (|ue f(Xj, TYJ, [ZJ;: or.

soit en gênerai l'exposant de chacune de ces quantités exprimé pai'

I X —pi. V — qt, Z — rt), il suit de ce qu'on vient de dire que les valeurs

de -x, y, ;, x' ,
y' , z' seront aussi nulles pour (outes les particules dont la

position ne sera point déterminée j)ar des coordonnées X, Y, Z. telles

(|ue

\-~pl = [\], \-pt = [\], -L-qt^m.
savoir (|ue

\ = [\]^pt, Y=[Y]-h(/^ Z=:[Z] + r/;

si tloiic on donne successivement à p, q, r toutes leurs valeurs particu-

lières conformément à nos formules, on aura autant de valeurs de X, Y,

Z, (|ui détermineront la position de toutes les particules de l'air qui

auront quelque mouvement au boni du tenq)s /.

Supposons />. (/, /• donnes et faisons varier /; il est clair ([ue les coor-

données X, Y, Z appartiendroni a une ligue droite (|ui [)assera par le

point au(|uei repondent les coordonnées 'XJ, ^YJ, fZJ el (pii fera avec

les lignes X. Y. Z des angles dont les cosinus seront

v>' -+-
(f H- r=

V /'' -t- '7
' H- ''

V
>- + q

d'oii il s'ensuit ((u'en donnant à p. (j. r des valeurs dillérenles, on aura

aussi des droites de dilferenle position, mais (|ui s'enirecouperoiit toutes
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ilîiiis Mil iiiniir |iiiiiii cl (|ii'(iii [)(iinr;i j);ir ((iiisf-fiiiml icifjirili-r ((imnir

Miiliiiil (le ijivniis sipiiorcs cxcilcs |i;ii' rcluiiiilciiiciil iloiiiii' «le l;i |i:ii liiuli'

i|iii i-sl il leur l'ciilic.

• .(•s l'iiviiiis croitrmil iinirdiiiicinciil jivcc le l('iii|is. ilc sorif (|ii'iiii IkhiI

il'llll lclll|is (|llrlriMI{|llr / Iriir Idll^lli'lir Scr;i i;cni'ni li'IIM'Ill ex |HllllfC |i;il'

/vr(/7' + 7^ + »•');

DM Miii'H (liiiir. |H)iii' l:i vitesse île l:i |ii'u|i:iu;ilioii ilii siui iliiiis iIimiiiii

il'eiix. hi t'ormule \c' p- '\- q^ -\- i" , ilinit l;i \;ileiir se i iiiiii;iiti;i en siili-

stiliiJilil ;iil lieu île //, y. /• leurs vnleiirs |);ii lieulieies. I';ii ces siilislilii-

limis. (111 ;iur;i les Imis i|u;iinites snivaiiles :

i|ui cniisliliieioni |iuiir îiiiisi dii'i' ;tutiHil ires|)èccs ilillccenles de i;ivuiis

sonores.

('.'('Si une cliose dii;!!!' de rcni;ii'i|ue i|ue hi jdiis |ir:indc vitesse "^^ W ^

;i|i|no(lie l)e;uicou|i de celle (lu'oii trouve |i;i|- l'e\|)eiien(c : c;i|- \r et;int

égal environ ii <)~() pieds et c ii ()")S/|/|i, on ;iui;i i - = "if)"), et par con-

se(|U('nt 2 1 / ., = I l'îo (jui est ii li'i's-|)en pri's le noinlue de pieds (|ue le

son |)arcourt dans une seconde, selon les expériences moyennes, (iepeii-

danl il ne parait pas (juc ce résultat soit encore capalile de mettie la

llieoric d'accord avec rexjierience sur la vitesse de la propai>alioii du

son. Voici les raisons ipii ni'ohliiicnt a sus|)eii(ire mon jup-nienl lii-dessus.

i" .Nos ronnules ne sont ipi'approcln'cs cl ne peiivcnl avoii' lieu (|iie

pendant un temps assez courl. apri's leijUid chaque |iarticule nioliilc dnii

t'tre re^ardi'c coninie un nouveau centre de rayons sonores.

36.
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2" La position de (liafjiu' rayon n'est pas fixe, |)uisqu'('ll<' dcpeiid de

((die des trois axes principaux, laquelle est absolument arbitraire; d'oii

il suit (|u'en changeant la position des axes, les rayons qui avaient aupa-

ravant une vitesse douni'e pourront prendre la place de ceux qui avaient

des vitesses différentes; ce qui parait renfermer une espèce de contradic-

lion, puisqu'une m(^uie particule de fluide pourrait en ce cas avoir ou ue

pas avoir de mouvement. Cet inconvénient, qui vient sans doute de ee

(|ue nos formules ne renferment pas tous les termes nécessaires, sera

aussi attaché à (ouïes les autres formules (|u'on trouvera par approxi-

mation; d'où il résulte que, jus(|u'à ce ([u'ou ail trouvé des formules

li)Ul à fait exactes et rigoureuses, on ue sera pas en étal de pron(Uicer

sur le point doni il s'agit.

> Nous avons trouve dans les deux hypothi-ses du Chapitre III la

vitesse du son égale à \'c, et cette même valeur peut se trouver au.ssi par

les formules de ce Chapitre, en considérant la plus grande vitesse des

rayons estimée suivant la direction de chacun des trois axes, ce (|ui pa-

rait mieux cadrer avec la nature particulière de ces formules.

.50. Nous n'avons encore considéré (|U(' l'elfet (jui résulte de l'éhiau-

lenienl d'une seule particule d'air; supposons maintenant que tant de

paiticules (|u'on voudra soient ébranlées d'une manière quelconque dans

le premier instant du temps/; on trouvera, en raisonnant sur nos for-

mules de la même manière (ju'on a fait ci-dessus, (|ue chacun des ébran-

lements primitifs excitera dans le fluide environnant les mêmes ravous

s(tn(U'es i\vn' s'il était seul, de sorte (|ue les particules d'air (|ui se li'ou-

veronl dans la rencontre de plusieurs rayons auront un mouvemeni

((tniposé de tous les mouvements (|ui dépendront de (dia(iue ondulation

paiticulière. C'est ce qui nous fournil une explication compli'te et rigou-

reuse de la manière dont plusieui's sons diiférents peuvent coexister et

se répandre dans une même masse d'air, sans se nuire mutuellement les

uns aux autres ( Recherches précédentes . LXIII i.

Au reste, comme chaque paiticule d'air ébranlée devient (dle-méme

un cenire de rayons sonores, il est évident (|iie le s(Ui doit se répandre
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i-;;;ilciiiciil en Ions sens, ci- (lui fsl aussi Uli des |»iili(i|)aii\ |)li(iic)mciifs

(Ir sa |ir'()|)a^'ati()ii.

51. (Jiini(|iril iif suit |)as iicci'ssaiic (If ciiiiiiailii' la iialiiri' |parli(ii-

lii'ir (le cliaiiiii' clMaiili'iiifiil , il l'Sl (('[M'iKlaiil liiui de l'aire alti-iiliim a la

iliUciciicc (|iii se trniiM' ciilrc les tliiaiilciiiriits inimilils i-l ilcrivalils,

par rappoil ii Iriir |)rnpai;ali(iii. Suppiisoiis pciiii' cela (|u'ayaiil dciliiil ili-

nos luri 1111 les 1rs \ a leurs de .r, >-, z,... pour un leiiips (|iiel((Ui(pie de^ii^iie

pai- /i, iiii les stilislitue dans les nièines i'oimnles à la place de .t\, y.,

{:/,..., ponr Ironver les valeurs coiTesixuidanles de .r, y, z,... pnnr un

second inlei'valle de lenips niaiiitU' par /; el sdil par exeiiiple

a ( X )
-1-

j
{x')dt

\-t/>{l), \-r<l{t)7.-'r-{l]\

un leime i|nel(un(|iie de la valeui' de .x , et

[X')
d \ X

(Il

,\+/>(0, ^^-./if),/-t-^(0'

le terme eoriespoudant de la valeur de -r , les(jU(ds ddivent être ^ul)sli-

lués an lien de [Xj et de \x' . dans les termes de la t'ornu' de

(X)
I

ix')(/t]
(X^-/J^ V -t-</i, l.-i-i

p<uir la valeur de x, et dans ceux de la lornie de

d(x) IC^-i-/". ^ -t-'/'. '-^ •

[(^'
dt

pour la valeur de r . On lenianpn'ia d'aliord (|ni' dans nos tornuiies un

ternie (pu'l(()iu|ue. doiil l'exposant esl X-\-/>f. Y -h c//, Z -(- // est tou-

jours acconipai;ne d'un autre ternie exprime de la même inaiiii'ie, mais

avec l'expusant \ — />/.
\' — c//, Z // : on s;iii dr phi-~. par ce (pii a

elé dit ci-dessus, (jue les lerines

( X -:- />/, \ -;- i/l, /. -t- r!
)

{.r)-+-
j
(x'jdl
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iiKirqueiit la propagation des ébiaiilcments i.x), [x ) suivant une ligne

qui fait avec les trois axes principaux des angles dont les cosinus sont

_ P Ji
>•

y/p' -hq''-h /•' s/^+ q' -+- ''
v'p' + ?' + '•'

d'où il s'ensuit (|ue les termes

\ (X) -i- j
{x')</t\ ,

dénoteront la propagation des mêmes ébranlements ! x) et (.r) dans la

même ligne prolongée du côté opposé. Or, cela posé, je dis que si

Ce fig- i4) représente un rayon de la propagatitm d'un éhranlenieiit

Fig. 14.

primitif excité en (^, la propagation de l'ébranlement dérivatif qui est

en c sera nulle suivant la direction cd opposée a celle de son ébranlement

primitif. Pour le prouve)-, il n'y a qu'à faire voir (|u'en substituant

[x] ^ \{x'\dt\

au lieu de ix), et

au lieu de ix ] dans les ternies

{\ — pt, \ —lit, 'l - rt)

Ux) ^
^
{X')dt^

dix) l(>i--/". *-'/'. z-'v

ces termes deviendront nuls. Or, comme dans les exposants \~pt.

Y — qt, Z — rt. le temps / est négatif par rapport aux coordonnées X, Y,rd ix)
.r (It et la dilierentielle —j^ seront
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iiiissi iifcfss;iirriiii'iil ii('i;;ili\i's: d'uii l'on ;iiii:i |p;ir l;t snlisliliiliini

{X} -
j
{jr-n/t\:^'y.\{xj -+- / [x- i,ll -

I
ix' idl -{ XI

l'I (Ir llicllic

{X']
d(x)

dl
= y.\\,x

I

-^
li { X

I
d [x]

dt dl
I

iliiric, elc.

Au l'cstc, hi icin;iniiir i|mc ikiiis \ciiiim.-. de luire sur les Inrniiilcs i;i'iic-

liili's (le ce (lliapitic csl ('iilicrcmciil ;iiiiil()i;iic ;i ccllr (jii'uii :i drja faite

Mir k's lornuili's |iaiticiilii'i'es du (,lia|iili-e III, <lans le ii' Mi. ieuiai(|ue

diiDi nous souirncs redevaldcs ii M. hiulcr ri i|ui est d'une i;iaude iin|)nr-

lahce dans la iheolie de la |un|iagali(Ul du son.

52. Il ne nous i-esle plus (|u';i cxaniini'i' le ( lianiicinenl (|ui doil aii i\er

aux l'avons soniucs par la renciuilre d'un olislai le (|iiele(in(|ue. (|ui s'op-

pose enlii'i-einent. DU en jiailie. au nniuvcinenl des parliciili'S conlii^ucs

de l'air, l'oiii eida, il n'v a ipi'a eiierclitr (pndlf devra être la position

d'uiU' partirnic inoliile ijUt'icontjUe. lorsipu' les cooidonnres

\ = [X]^/>/. \=:^v;^^/. /.^ /. Il

loniltcnuil au d(da de r(dista( le iinuiohile. ( )r. en t'xaniinanl les ealeuls

(lu n" i7. lui voit ipir les valeurs des X . \. /,. pour uiic |)arlicule (|nel-

(on(|ue nioiiile. sont les nu'nies t\[\>- celles (jiii (onslilueiil les tunetions

. x, V /. \. V / . \. \, /

donc tout se re<ltiil a examiner la iialuic di' cfs loMetioiis et a voir de

(|U(dle manière il l'audra ii's Iransl'iuiuer. ;itin c|in' les (pninlites \, ^ . Z

ne surpassent jamais des valeurs données.

Imaginons doue ijue la niasse de l'air soit inteiionipue de i|uel(|ne

eote, et eoMUUe terminée par une espi'ce de paroi imiucdiile de ti^nie

donnée: il est conslant, par ce (|ui a ete enseii^ne dans h- n" iô. (|ue les

expressions iiilepales ii deux seules elianiicantes. t|ue nous avons traitées
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comme nulles dans le numéro cité, devront disparaître par elles-mêmes,

en tant qu'elles se rapporteront à un point quelconque de la ligure pro-

posée. Rappelons-nous ces expressions négligées dans les calculs précé-

ilents et considérons d'abord celles qui ont le signe — ; je dis que leur

somme est toujours évanouissante, quelle que soit la ligure à laquelle il

taille les rapporter. Pour le prouver, ajoutons-les ensemble; on aura

r (?X "^
StY ^ ^^ ''" ''^'''^ +,rr/Xr/Z + ; ^\ d\).

Or. soit le rapport entre les trois coordonnées X, Y. Z. exprimé par

l'équation

dZ—\'d\-hQ(/\,

il est aisé de prouver qu'on peut ramener tous les termes de l'expression

précédente à la variabilité des seules coordonnées X, Y, en substituant

au lieu de c/Z. Pf/X dans le produit r/Yr/Z, et Qf/Y dans le produit

d\dZ: d"ou l'on aura la transformée

nik
du f/N\, „ ^^ ^v^A-

qu'il faudra maintenant intégrer en faisant varier X et Y l'un après

l'autre. Mais x, y, z dénotant les espaces parcourus par une même parti-

cule suivant les directions des trois coordonnées X. Y. Z. il n'est pas

(lifticile de voir (lue '-

: __ ^=^ dénotera l'espace (lue cette même par-

ticule décrira suivant une direclion perpendiculaire ii la surface dont

l'équation est

dlz^ l'f/\ + 0(/\;

or, il est claii' que (lan> notre cas cet espace doit être nul. puisque le

mouvement est enliérement arrêté suivant la diicction perpendiciilaii-e à

cliacpie point de la paroi immobile: donc (in aura

.rP-i- rQ-^z= — o,

, IH- p= -)- 0^
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t'I |)ai- ntiiséiinciil

ri' -*- )Q -(- z = o.

,|iii-ii;iiil riisi'iiilili' les uuliL'S luriiiiilcs (|ui uni le .sijiiiL- -r , un ;iuiii

l'expression

^f^ + 42; + î^yL,/\,/z-.M,/^,//^^,/\,/^
.' \a\ (l\ (IL I

(|iii (luil aussi ('trc ('i^alc à zéio, en tant (|n"i'lii' se rappuric à cliaciin di's

puiiils (ir la sinra< T r\|iriini'(' |iar

Or. Il' ractciir

L(/Y(/Z + M</\>r/. ~\,/\>/\

se l'éfluira. de hi nirtnc l'acun (|iu' ci-dessus, ii

( LP + MQ -t- N ; r/ \ -/ \ .

d'ui'i l'un tirera r(''(]iiatiun

LP - MO - N = o.

(|iii de\ia a\uir lien puiir tuns les points de la siirlace |)rnjiusce: i| ( rlh-

é(|liati(in renl'erniera en général les ((iiiditiiin> ipie duiveril a\uir les

valeurs de L. .M, ,\ (45;.

SuppuMiiis maintenant, puni' siniplilier les cliuses,

1' = O, i) =: O,

de sorte (|ne la parui iinnnjliile suit nn plan perpendu iilaiie a l'axe desZ;

ré(|natiun trunvée se réduira ii

N=o.

ou l)ien. si l'un veut ipn' le plan donne suit perpendiculaire ;i l'axe des X.

et (|ne sa distance au point de l'uiiiiine des ahscisses suit cigale ii a, un

aura
L = o.!.. 37
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X étant égal à a, et Y et Z étant quelconques; ce qui s'exprimera à notre

manière par

L =: O.

Or, si dans l'expression générale L
'^''

du suppose (pie X surpasser/

d'une quantité infiniment petite //, de sorte que X = « -h u, on aura à

très-peu près

,:X,Y,Z -ia-r«,V,Z) , <i,Y,Z; «L
L =L =L + // rrr 5

rtX

ou

,, n, V, Z)

(/\

de même, si l'on supposi' u négative, on aura

.,«,>, z
.(«— H, V, Zj «L
L =-u—^^—,

d'où je tire

,
i^

rf -r W, V , / -.la — U, V", 'A
;

|j — — L» j

et remettant pour ?/ sa valeui' X — a,

. \,\,/.) _ . '"— \, \, /.]

Maintenant, comme les t'ouctions M ' ' '
. N •^- '

doivi'iit avoir un

certain rappoil avec la l'onction L ' ' '
, en \cilii des équations (A),

(B), fC), il est clair ipic la même citiidiliou

servira aussi a trouver les transformations (|ui conviennenl aii\ l'onctions

M et N, lorsque X est supposé plus grand (|ue a\ pour y parvenir, je le-

prends les équations mentionnées, et comparant la premii're, dilTerenliée
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Slli\:«lil \:\ \;ili;ililc ^ cl disisir |p;ii r/^. ;i l;i sccdiiili', ditiV-l'cnlicr suivaill

l;i \;iri:ililr \ ri (li\iscc [);ilw/\, je tlniivc

fl (le iiiciiir, ((iiiipiUiilil l;i prciiiiiTc. dillcrciilicc mii\;iiiI Z ri ilivistM- |)til

r/'/.. il hi lidisit'iiic, (lillcrciilicc suiv;iiil \ cl divisée pjir r/X. i":ii

f/7.
^ 7/\

'

(xisoiis (liuis ces deux e(|ualiuiis X = (i, de sinie (|uc

(IL"-'-''- <IM"'^'^

,/\ </\

,/\.'''' J^"''
(17. ,{\ '

or. JlVitlll en i>eMei;il

on anrii aussi

L = o.

r/L
a, V, Z dL

a, \ . /.

d\ dL
o;

tlonc

dyx"-^''-
,/,,"^/-

d\ d\

Su|)|MiMiiis niaintcliaul X = r? — // dans les ronclioii> indéleruiiiiec>

\ . \ , / , \ . \ , z\ ^-v-
,.| (|,.\,.|o|)|iuns-l<'S eu |ioMs^aiil les séries ius(|ii .in\M

intiniiiieiil |ieli!s du secoc.d ordre; on aiiia

.. ^ , z

V. :^ M ^11
t, (/ M

", ^ . z

(/\ (/\'

«-^», V, z ^.fi,\,7. d\ Il (l\^N
(/\ •' (/

\^/\^
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cl de même, en prenant ii négativement,

,,(« — //, Y, z) ./«, Y, z) clM u' d'M
d\ 2 f/V

,,,''«, Y, Z'i , ,,..(«, Y, Z)
„(«— «, Y, Z) ,/«, Y, Z) a!S II" a-^

dX 7. d\'

"oii, à canse de l'hypothèse

= O et -j-r; ^ O,

on déduit

d\ d\

(«-t-»/, Y, Z ) _ jy(«
— ". V, Z)

OU i)ien, restituant pour n sa valeur X — a,

j^j(X,Y,Z)^j^j(.«_X,Y.Z)^

^iX,V,Z)_ ^, -.«-X.Y, Z)

Soient reprises maintenant les formules (D), (Ej, et supposant (jue X

surpasse a d'une quantité infiniment petite, on eommeneera par eiianger

l'expression L ' ' ' des termes jL, a'L, ou, ee qui est la même ehose,

des termes a;L ' ^' '
, a' L - ^' ^ en — l^

'"— ^' ^' '-

^ lorsque X deviendra

pjus grand que a, et l'on aura par conséquent ces termes transformés en

L(-2n— X, Y, Z» fj[2a— X, Y, Z^ i i
^

,
— ^ L , sur lesquels ou opérera eomme au-

paravant pour en tirer les valeurs de x et a'. Or, puisque les coordonnées

(jui répondent a .r et x' sont les mêmes que celles qui entrent dans l'ex-

pression de L, il est clair que, sans autre opération, il suffira de changer

la valeur X de l'abscisse de x et .r' en 2a — X, en rendant en même

temps ces quantités ^ et ^' négatives. On changera (!< même les exprès-

sions M ' ' '
, N ' ' ' qui entrent dans les termes My, M y', et Ns,

.\r' des mêmes formules (D). (E), en îf
-"'~^' "*' ^-'

et ,\
'«-^- ^.z)^

g,^ p,„.

un raisonnement semblable au précédent, on trouvera que l'abscisse X.
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en laril (|ii'('llc irpuiKl ;iii\ iiiilics (|u;iiitilcs v, v', z, z', (Icviciidr;! dr

iiirmc 2(1 — X, iii;iis s;iiis (|iic hi vali'iir de rcs (|iiaiililfs soit clian^tM-.

On conclura donc pour' noh'c cas ipic, lois(|iic le li'ni|ts / scia Ici (|iic

l'ahscissp [X] -+- /)t snr'|)asscia a, il l'aiidra incttic ii sa place l'aiiscissc

-ta — [X]— />/"('( luire cil iinini' lriii|iN l'espace .j- nefialif, laissaiil les

iiieiiics les deux ciPdiddiilK'CS \ \ -h pi et Zj-f-<y/ et les deux aniies

espaces V. ::.

\ niei iiiaiiiteiKiiit le (dianifcmcnt ipii en rcsiilter'a dans les ra\(iii>

sonores. Que ('.\ /ii(. i V; i'e|H'esente l'axe des \ ipii es! le inciiiei|iie

cidni dos [Xj el qui renconirc perpeiidiciilaircincnl le plan incliiaiilalilc

AH: (|ue C soit un contre de rayons sonon's déterniiiie par les irois coiir-

donnoos [XJ, [YJ, ^Z;, et (pic (A) >oil un de ces l'ayons (piclcoinpic de-

torniiné par les coordonnées Xj-l-/;/, Y -(-<//, Z -^ ri. Supposons

inainleiiant ipie / ^oit aiii;iiicntc en sorte ipic X — /'/ surpasse a. c'est-

à-dire (pic /*/ surpasse (".A, el soit par cxeiiiple ci^al it ('.A . le piuiil A

loinbanl deri'ii're l'obstaide imundiilc AH: il l'aiidra, sui\ant ce (jiie nous

vcniHis d'cnseiii,ner. ( lianii,-er la valeiii de X -\- />/ en -^a — X — /'/.

ce ipii donnera, en supposant l'A = c/. et par consiMiuent « ^ X -t- «,

[X]H->a — /)/ an lied (je ^\]-4-/^/:

ou liieii. |iosaiil AA == î et |iar coiise(|iiciil pi ^ y. ^r- 0,

[\]-hx — au lieu (le i\j-^/^/, >iiv(iir (le \ • -*- x -*- (/

:

d'où l'on voit que le point A' sera transpiuto en A. les distances AA (I

A A au plan AB étant ('gales de part el d'autre: donc, coninie les deux
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aiilics coonldiiiiécs perpendiculaires à l'axe CA demeurent les mêmes, le

layon (^D sera continue du coté CA dans la direction de la droite DE,

dont la position devra être telle qu'elle se trouve dans le plan des deux

lii^'nes CD, CA, et qu'elle fasse de plus avec le plan BA l'angle BDE égal

il Tangie CDA. Le ravon CD sera donc l'élléchi par le plan BA, en sorte

(|ni' l'angle de réflexion soit égal à l'angle d'incidence, tout de même

iju'il arrive à un corps parfaitement élastique.

Voilà donc la réflexion du son déduite de ses vrais principes et prouvée

d'une manière rigoureuse et exacte, ce que personne n'avait encore fait

\ Recherches précédentes, LXl).

Au reste, si nous n'avons considéré qu'une surface plane, ce n'a été

(|ue pour rendre notre calcul moins embarrassant; car il n'aurait pas été

diflicile de l'appliquer aussi à des surfaces courhes d'une nature quel-

conque; mais, comme les rayons sonores se multiplient continuellement

et se répandent en tout sens, comme on l'a fait voii' (50), il serait assez

inutile de déterminer les lois de la réflexion de chaque rayon à la ren-

contre d'un obstacle de figure quelcon(|ue. Il suffit, pour l'explication

des échos, d'avoir prouvé que cette réflexion doit toujours avoir' lieu

lorsque l'air est appuyé sur un obstacle qucdconque inébranlable.

53. ScoLiii 1. — Il est visible que, dans les formules (P), (Qj, (R),

'P'), (Q), (R), on peut regarder les expressions {xf^^^"-''^'''''^'^'''\...

connue des fonctions indéterminées de X + pt, Y -\- qf, Z -\- rt, de sorte

(ju'en substituant pour Ix), (x'), (y), (j'), (z), (s') des fondions de

différente nature et composées des mêmes variables qui constituent l'ex-

posant de chacune des quantités (x), (œ'),— on aura les valeurs de .r,

.r , V,..., données en fonctions indéterminées, ainsi que M. d'Alembert

l'a pratique, le premier, dans la théorie des vibrations des cordes et

ailleurs.

Au reste, pour démontrer que ces valeurs de r, y, s satisfont aux trois

équations du n" 10, il faudra nécessairement regarder t comme infini-

ment petit, et développer les fonctions indéterminées comme on l'a pra-

iiqué à l'égard des fondions L. M, N (47 i, en négligeant tous les termes
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i|iii scroiil miihi|ilics |i;ir des |Miiss;iiiccs de / plus liiiiitrs (|iir lit i|ii;(-

trii'iin'.

ôi. ScoT.ii. 11. — Si l'on vuiihiil se iminiM- à clifrclici- lo s;ilfiii> ilt- x,

Y, z |)iir les si'i'ics, dii y |i;irM('mlr;iil tint iiisciiiciil |i;ir lc> |»riiui|>is ijn

II" \~ : cur. (lcv('lop|);inl en Milles iiitiiiics les cxiircssioiis nisl/\ — '^"' '"'

siii 1/ v— f*^') 'II' l'i'i|ii;irKii: I) . cl t';iisiiiil l'iisuilc f\;inniiir Imilfs !<•- |ini^-

s;mc('S (le /• |>ar li's Iriiiisloiiiuilions l'iiscigin-es (i;iiis le uiriiic iiiiiiiciu, mi

ii|itirii(li;i uni' f(|ii;iru)ii «iiii iir iciil'crmcra ((lie les ronflions incoiiiiin's 1..

M, N :ivr( Ifuis (lill'frciiicM (ir ces (iill'riciiccs pourront toujours se ic-

liiiirc aux iiuantitcs liiiics L, .M. N [lar les opérations coniiuos des inté-

grations par parties; ear, soit par exemple

- Pc r-^." \<l\ <I7.

lin ternie (|ueleoii(|iie de re(jiiatioii L) traiistorniee coniiiie nous venons

de le dire, ce terme se réduira, en iiégligeaiU toujours les intégrales ii

deux seules eiianneantes. ii

\.d\,l\ </Z.

et gélieialeiiieiil il sul'tiia d'oler leS (lilleifiiliatioiis aux ijUailllte> L. \\.

.\, et de les appli(|Uer aux (|iianliles x , y,, z\, x , v' ,
;'

, par

les(|Uelles eelles-lii sniil iimilipliees. (jda t'ait, eoiniiie l'équation ne ifii-

Irriiifia pins (|ue les t'oinliiiii> tiiiies !.. >1. X ijiii. a tausi' de la (Hiaiilitc k

(jn'td les cou tien lient, iif dniveiil puiiil l'ulici dans les valeurs de x, y, r,

on tl'ouvera ees valeurs en eoiiiparaiil eiisemlde tous les termes i|iii

seront niiilliplies séparément par L. M. N. On aura doue par lit

X ={x) -^- t{x')-\— Pc

z—{z)+ t(z']+

(l-[x) ^ it'i.y) ^ ti''[z)

d\' d\,1\ d\(/y.

où les ipiantilés 'x), 'v), ':;), '^x'], ' v'i, ' z' i
devituil être regardées
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coiiime des t'onotions indéterminées des trois variables X, Y, Z. pour

I 1 j va- d'ix) d-(y) ,-,
11111111 puisse avoir les valeurs des ditierences ,., S ,..- ,,

-

^ • • Or,
' ' </X- a\d\
dans le eas où t est supposé intininient petit, si l'on néglige les termes

multipliés par des puissances de t plus hautes que la quatrième, et (|u'on

pratique ensuite sur les fonctions (a?), [y],--- des réductions analogues

à celles qui ont été pratiijuées sur les fonctions L, M, N dans le calcul du

n" 47, il sera aisé de réduire les expressions de x, y, s à des fonctions de

X -t-/??, Y + qt, Z + rt, comme dans le Scolie précédent, ce qui sera

une preuve de la justesse de nos calculs.

Au reste la méthode que nous n'avons fait qu'indiquer dans ce Scolie

est générale et peut aussi être appliquée à la résolution d'une infinité

d'autres équations de la nature de celles que nous avons examinées dans

tout le cours des Recherches précédentes. ^lais on trouvera toujours des

séries composées de puissances croissantes de / et qui par conséquent ne

seront bonnes que tant que / aura des valeurs f(U't petites.

^ ITl. — Conjectures sur la lui de l'élasticité des particules

de r air

55. Xous avons vu (|ue la vitesse du S(Ui, suivant la théorie, est expri-

mée par

\ 7. /; E

I

\f = PD

et nous avons vu aussi qu'elle diffère de la véritable d'environ i63 pieds

par seconde, quantité qui ne peut raisonnablement être négligée: com-

ment donc concilier sur ce point la théorie et l'expérience?

L'expression V", est fondée sur l'hypothèse ordinaire que l'élasti-

cité des parties de l'air soit exactement proportionnelle à leur densité;

mais ne pourrait-on pas supposer que l'élasticité variât dans une autre

pisôn peu diilérenîe de celle de la densité sini])le. Si on voulait en gêné-
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rai supposer E piip|i(ii lidimcl ii -il) , coiniin' dans le ii" 11.il ti'v amail

(|ii'ii iiiclli»' dans nos calculs Iv,;'!'!) au lien de 1^, loiil le rcslc dcmcii-

laiit If iiicinc; ce ({iii ne |iiiMlniiall d'anlre dillerence dan> les résultais,

sillon (|ue la vitesse du son seiail an^nienlée dans la raison de \ ^'D i» i •

Soit l'idasliciff' pi()|)oitioniielle ii nue puissance (pndcoinpn' ru de la

densité, ce (|iii paiail le cas le plus nulurel; on aura

o(D)=l»"' n o'(I))r, /;,|)"-';

d'où, en posant I) = i. lui lire poni' la \ile>se Au sdii \fn \c un

i)':i)\m pieds par sj'conde : par conseipienl, en prenani \ \ \j. pieds par

seconde pour l'expression véritable de cette vitesse, il lainlia (pn-

ce ipii donnera

cl en liaclions de<irnales

<Mi il Iri's-pen près

979 V'" ~ "42.

.14?.

979

»! - I , M\,

I

;w = r -4- - •

Or. connue l'élasticité se mesure ])ar le poids compriniaiit. il est (dair

(jue si cette liyjiollièse a lieu dans la nature, il l'ainlra (|ue la densité

devenant doulile. triple, cpiadruple les poids coinprinianls cioissenl

connue les ncuuhres '^ \ 2. ^^. \\ '\ (|ui surpassent le> muidii'es

de la progression arillinu'tlii(pn' ?.,.h.\ dCnviinn o, ni). \,'yj.-,

3,'5'H)

(les dill'érences paiaissenl ii la xci'ile lro|) i'iules pour (pi'on puisse lai-

sonnablenient supposer (pfelles aient ecliap[)e aux savants Physiciens

ipii ont détermine pai' l'expei^ieuce les lois de la cnniprcssion de l'ail';

aiissi \v ne donne riiypcllièse de l'elaslieile pro|)orli()iiiielle ii I)
"' (pie

coinine une légère cniijecliire. cl je me conlenterai seiilemeni de taire

ohserver tpie l'expirience même parait jiiscpi'ii un cerlaiii point tavu-

1. ;5H
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i;il)lt' il la .supposition que l'élasticité croisse dans une raison plus grande

(|iH' la densité, puisqu'on sait (|ue de très-habiles Physiciens ont trouvé

(|ue, lors(|ue la densité est devenue (|uadruple de la naturelle, l'air ne se

comprime plus que suivant une proportion moindre ([ue celle des poids.

56. Au reste, il est clair (|uc si l'hypothèse P = D, et en général

P = D'", avait exactement lieu dans la nature, la densité d'une particule

d'air deviendrait nulle lors([ue le poids comprimant serait nul. <'e (|ui

parait renfermer (juehjue espèce de contradiction; si donc, pour éviter

un pareil inconvénient, on suppose que le poids comprimant soit pro-

portionnel à quelque autre fonction & de la densité, on satisfera loiii ii

la fois à la théorie de la pnqiagation du son et aux expériences de la

compression de l'air, si on [leut déterminer -^ en sorte (]ue

fen y nicltaul D = i;, et (lu'en même temps 9 (Dj soit assez sensiblement

proportionnel a D, tant (|uc I) est contenu entre les limites 1 et ^\.

CHAPITRE VI.

IIEKLKXIONS SCR L\ TIIÉOIIIK l)KS INSTIU.MENTS A VENT.

57. Dans le n" LU des Reclicichcs précédentes , j'ai réduit la théorie des

llùtes à celle des oscillations d'une iibre élastique d'air dont les deux

extrémités soient fixes, comme dans les cordes sonores; mais cette sup-

position n'est |)as exacte, car on sait (|ue l'air renfermé dans le tuyau

(ommnni(|iie toujours avec l'air extérieur, on de deux cotés comme dans

toutes les espèces de llùtes, ou d'un cote seulement comme dans les

Irompettes, les cors de chasse, et dans les tuyaux d'orgue bouchés: je

vais donc maintenant avoir éi-ard à ces circonstances.
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(ioiisidi TOUS d'alMiid des ilùlcs de l'orme f\;Hlcim*iil cn liiidii(|iif, cl

supposons (|ii(' hi ((doiiiu' d'iiii' (|iii y csl rcnicrmcc sfjil soiitcmif, ii ses

deux cxlrcmilrs, p;ii- une l'oicc! «'giilc iiu n-ssort ii;iUii(d ilc l'iiir cxlc-

licMI'.

Dciiotiint p;ir z les excursions lonffi(inlin;dcs <le cli;i(|iie iijirlM- d ;iii'.

on MMi'a r<-i|ii:ilinn

c/^z _ d-z

(IF
~" ' dp

'

d oii il sei'ii ;iise de lircr, p;ir le l'iid)lcine I ei-(U>sns, les tlieuies résultats

(juc diins le iiinnero eiie, en supposiinl. connne on l'ii pi'ati(|nc parloul

aillciii's. ; nul lois(|iic a- ^ o el .i =^<i.(i étant ici la lonj^ueur enlii'rc

de la ilùte; mais, dans le cas (|ne nous iion^ proposons d'examiner, ce

n'est pins cette condition (]ui doil avoir lien; il lanl ipn' l'idasticite de la

première et de la dernière particule soit la nienie (|in' l'ilaslicile naln-

i-elle de l'almosniii're, savoir', (jiie

\-t) ( on liien - = o,

liu'S(|ne .7- = c) et .r = a. Or, puiscjne dans ces deux points les deux

(/; ,, (/ .M
I

. . ,, .
,

leiincs ,— M el z —f— (l(uvent disiiaraitri' d enx-memes. iiar la nature de
i/.r (Ix ' '

noire melliode rayez I'rol)lènie I . il faudra (lue la ditlèrenli(dl<' ,
' d.i

y dexieuuc nulle: c'est ponrcpioi l'on aura

M - \ ces ' j-
.

'— ^ ) ei .—/' = —'
' * ia

et par- c(mse(|nent les eipiations

I
3 ros \f ^ — /r d.r = cos ( / y

— e/i I Z cos ! x ^
— /» , d.r

. -1

sm / 1 — (Il I ,. , 4- ,

H ^^
I L cos .r V — /i" d.r,

V-t/, .'

/ Il cos ' .r ^
— /r y djT = cos ' t <^

— r/, I V cos ' x y
— /r d.r

— <;•/(• si n /\ — cil' i 7. cos r ^
— /r , d.r.

38.
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(Jes équations fournii'ont une conslruclion à peu près semblable à

celle (lu 11° 7, mais on pourra s'en passer lorsqu'il ne sera question

(|ue (le déterminer la durée commune des oscillations des particules de

l'air; car il sutïira pour cida de considérer que les équations trouvées

demeurent invariables lorsqu'on augmente la valeur de / d'un multiple

(|iiclconqu<' de —.; d'où il s'ensuit qu'au bout de cbaque intervalle de

temps —=5 les valeurs de r et de a reviendront les mêmes, et que par
v/c

conséquent toutes les particules reprendront aussi la même situation el

le même mouvement; ce qui s'accorde avec ce qu'on a trouvé dans l'en-

droit cité (les Recherches précédentes, quoique d'après une autre hypo-

thèse.

Cela aura lieu en général jiour toutes les valeurs possibles de v; mais

si on suppose que les valeurs de v soient renfermées dans la formule

particulière

m étant un nombre entier, positif et déterminé, et a un nombre quel-

con(|ue entier, il est évident, par la nature des sinus et cosinus, que les

valeurs de = et de u reviendront les mêmes après cbaque intervalle de

temps égal à -^^-^i et qu'ainsi la durée des oscillations se réduira à la

moitié, au tiers, au quart,..., selon que m sera exprimé par 2, 3, 4

Or, dans ce cas, il est clair (|ue si l'on décrit une courbe où, les

abscisses étant .r, les ordonnées soient cos(>rv — X"), cette courbe aura

autant de ventres égaux et semblables qu'il y a d'unités dans le n(uii-

l)re m: par conséquent les ([uantités Z, U, z, tj, (]ui sont multipliées par

chacune de ces ordonnées, devront former aussi des courbes de pareille

forme; autrement le Pi(d)lèuie demeurerait indéterminé ou plutôt indé-

terminable, puisqu'on pourrait trouvei' pour c et u plusieurs valeurs

dillérentes, ce (|ui serait absurde.

On voit par là que ce cas répond exactcmeiif à celui que nous avons

examiné dans le n° XLIX des Recherches précédentes, et (ju'il contient

par conséquent l'explication des sons harmoni(iues.
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58. Suppdsons m;iiiitcM;iiit (|iii' la lU'iU' soit IxmicIicc a l'cxlrémitc

opposée il remliDiicliuie : piiis(|iie alms r = o, .r étant éj;al a a. le ternie

r -r- (lisnaiailra île Ini-iiieiiie et le terme restant M ,- (lunnera

M = o,

li'oii rmi tM-era —

cos'a^/— A-j = <i et 1^
— k =:(:>v-^ i );—>

j niarcjuanl un nonilire (|nelc()n(iin' entier positif on iiei;alit".

(letle valeur substituée dans les deux e(|uations du numéro précèdent,

on verra aisément (pie les termes cos^/x — cXl «-t sin(/\ — ci) ne re-

prendront les mêmes valeurs (jue lors(|iie / sera auicmente de ' -; ce qui

donnera la dui'ee des oscillations dnMJdr de cidle (ju'oii a trouvée dans le

cas [)récedenl.

O fait est conlirine par rexpeiieiice. pal- laipielle on trouve en ellel

(pie les tuyaux lioiiclies donnent justement l'octave du son (pi'ils donne-

raient étant (Uiverls. Mais il y a plus : coiuiue la durée des oscillations

ne |ieut s'accoiircir, ;i moins ipie 2v — i ne devienne le produit (le deux

nomlucs entiers et par coiisé(pient im[iaii's. il s'ensuit (pi'elle ne |)ourra

devenir (|ue le tiers, ou la cin([ui('me partie, lui etc., de la durée natu-

ndle -^•. d'oii il résulte (|u'une iliile lioucliee. après avoir rendu le son

hindamental, ira imiiicdiatemeiit ii la douzii-nie, et |)uis à la dix-

septii-uie, etc., sans passer pal' aucune des octaves intermédiaires.

\()\\i\ i'ex|)lication exacte d'un phénomène assez singulier, (|Ue

.M. I)ani(d Ijeinoulli a le |)remiei' fait reniar(|uer dans rarti( le III de s(Hi

Mémoire sur les rihrations des eordes Académie de Berlin, \-y\
. mais

diuil ni lui ni aucun autre, ipie je sa(lie, n'avaient encore jiiS(]u'ici rendu

raison.

5!l. Lors(iue les llùles n'ont pas une ftuiiie c\lindri(|ue. ou en yeneral

loiscju'il s'aiiit des trompettes et des cors de chasse, il semhie (|u"on

|n>urrail tirer leur llieiuie des calculs du n" 30 ; cependant voici une

diiliculle.
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On sail (|ue ces instrunieiils. (|ucl(|uc ligure qu'ils aient, donnent tou-

jonrs. par une simple vai'iatidi) d'iMniiouclinre, tous les sons (|ui re|)on-

ilcnt aux nombres j , -, i,-, y, -p,- f{ \\ n'est pas dilHeile de voir, en
?. i ^ 5 '

appliquant aux lorniules générales dn n" 28 les remarques des numéros

précédents, que cela demande nécessairement que les valeurs de k soient

I, 2, 3, !^ comme dans les tlùtes cylindriques. Or je ne vois point

comment l'expression de M du n" 27 pourrait l'ournir de telles valeius

pour X\ à moins que les coefficients alternatifs A, C,... ou B, D— ne

tussent nuls, ainsi qu'on l'a déjà remarqué dans le n" 32.

Au reste, quels que soient les mouvements des particules de l'aii' dans

les instruments à vent, ils seront toujours renfermés dans les trois équa-

tions générales du n" 10, dont nous avcuis donné une i(Uistruction appro-

clif'c dans le Chapitre précèdent. Il est vrai ([ue cette construction ne

nous apprendra rien sur la nature des vibrations des particules, mais les

f(|uations D et E font counaitre que, pour que ces vibrations de-

viennent synchrones, il faut que toutes les valeurs de \ — X- soient com-

meusurables entre elles, afin qu'il y ait un certain intervalle de temps

a|)rés lequel, les fonctituis siu(/\ — cA-) et cos(/v — ck) repienant tiUi-

jours les mêmes valeurs, les équations nu'nlionnées redeviennent aussi

exactement les mêmes.

Celle ciuiditiiui cependant n'est point nécessaire, si Fou sup|)Ose (|ue

les e(|uations dont il s'agit soient vérifiées indépendamment des ciuan-

lites siii(/\— cX-) et cos(^v — ck), ce (|ui a lieu i(us<|ue chacune des

intégrales

^l.r L+ )-M -+- z\)</\>/\ '/y..

f'

f

f[(^')

s'évanouit d'idie-niénu'. Il ne sera donc pas inutile d'examiner ici ipudles

(.r'L^.)-"\l -hs'N)(/\(/\ <//..

L-+-{r')M-h(z')h](/\(l\ il y.
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iliii\rril l'trr les v;iltMirs de .r. v, z,x',y', z' [tdm- (|ii(' cc^ (Icrnii'n's

i'(iii(lili(ins iiicnl lien.

()0. l*oiir (rl;i, soiciil siilislil iiccs ;iii lien ilr I,. .M, N lciii> \;ilcm>

lirccs (les (M|ii;iruiiis (le ((mililKiii A , 1? , (j du ii" 'i'), l'I l;ii>;int i'\;i-

iioiiii' |i;ii' (les iiit{''^i"iliciiis |i;ir |i;iilii's ll^ di llércnccs dr I., M, N, on ;iiir';i

(l'idiurd, en ii('i;li^(';iiil les iiilc;ir;ilr> ii di'iix si'iilrs clKiM^riiiilcs i|iii >uiil

nulles |);ir- hi ikiIiiic iiicmc des (|ii;uililcs .r. v, z iM des l'(mcli(iii> !.. M,

N, hi IraiisloiiiitM' sni\;iiilc

i[.r\. +-.J-M ^ z\)il\(l\ ,17.

I
/'l

/ (l- X (J'y d"- z \

^7, j I
W/v^ "^ TnCdY ^ dX'Jzl

d-

y

d'x d'z

\d\- ,i\ d\ ,i\ ,r/.)

I

d-z d\i d' y \

\ dv}
"^

<7Z7/X ^ 7r/.7l\i
,/\ d\ ,17..

où l'on voit (|ii(' li's iniaiititcs tmiltiplii'cs pai- I.. M, N sont les iiicnifs

(|IH' celles (|Ui coiiiiioM'iit les seconds nieinhri's des e(|iialions dillcrcn-

tiidles pr()|)()si'es, ce (|iii ne [loiiiTa jamais èlre aiitreineiil, (|iicli|ue l'on ne

(|iie piiisseiil avoir- ces e(|iialions, |mis(|ii'il esl clair t|iie les iioinadles

iiilt''i;ratiotis [lac pai'lies donl on l'ail usai;»' ici ne seivenl (|(i'ii detairc ce

(|n"on avail l'ail |iar les iireniicces.

On aura donc, en |i(isant y pour une conslanle (|iMdcon(|U(',

rV i d\v d-Y d'z \ .

J I
(r^'" ^ dx' -^ drd\ -^ .r\d7.)

^

i

d'y d-z d'x \

M

d\,/\ ,17.
I d'z d'x d' y \

^V'-^d7.'^lTd\'dTd\)^

= (ot. + l,)
j

(.rL + j-M ^z\)d\d\ d7.

cl jiai' couse(|ncnt. lanl (|ue y ne sera pas ei;al a A. on salisl'era il
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l'équation

/' xL-hyM-hz^)d\d\ dZ = o,

PII
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d'oii Ton liiT rt'(|ijiiliuii

:iOo

d's = — cas.

<|iii, n)m|);nr<' ;ivcc r(''(|iiitrKiii en ,v (rdiivi'-c (l;iiis le n" 45.

d's

llDIIIIC

a = - /,

.

Kii raisonnant et opérant dr iiirinc sur les antres fui'niiili-s inl(''i,n"ilcs

(|ui doivent aussi être égales à zéro, on trouvera pourr , y\ :', comme

aussi pour .ri, ' y ., (z) et (a-' ), ! y"), (z'), des valeurs (|ui ne dillérerout

(le celles de .i\ y, z (|ue dans la constante arhiti'aire |)ar laquelle les i'onc-

lions '>, •>. / peuvent etie multipliées; (Ui aui'a ainsi

x'=\l<^[y.,\,\.A„ >'== BJ/(a, X, V, Zi. z' = li/ y. \, \. /. :

(j:) = E<p{a, \, V.Z), {x)=:E<^{a,\,\,Z>, (z)=E-/.(a. \. V, Z);

(x') = F(p(a, \, \. Z), (,>•')= FJ-(a, \. Y. Z). lz') = Fx::f. \. \. Z,.

.Mainleiiaut, il laul (diserver (|ue comme les e(|uations a . h . c, ne

rendent l'inlégrale pioposée égaie il zéi'o nue tant (pie y ii'esl |)as égal

il — X-. et (pie d'ailleurs les eipiations (D) et (E) du n"45 doivent avoir lien

en général pour toutes les valeurs de /, il reslera encore ii vérifier ces

éijuations dans le cas de /• ^ — c/.; or', sulisliluant dans re(pialioii I) les

valeurs trouvées ci-dessus de .r, ,v,.... il xicudra

A / [L9(a, \, V,Z)-f M'^(a, \, V, Z;-+-N-/.(a. \. \, /. ,l\,/\,r/.

[_
/ ,— , F siii ' l \,

ex)
E cos '/ ^'ci) H =J -

V
«^'^

X f[L9(oc, \, Y, Z) + M'|(a, \, V. Zl-t-N-/!^. \. N . Z </ \ ,/ \ ,/ Z ;

ce (pii douiiera

A =: E cosf/ Si ex ;

Fsin(/ \/cx)

On aura de même, par re(piati(Ui (E^,

B= F cos / \^ ex] — E V t'3!sin' li^cx,;

I. 39
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donc

Ecos[t ^Ica) H ^=^ 9 {a, \, Y, Z),
\/ca J

[V (. I
—

\ ,

Fsinf? v/ca)] ,, v i- 7^

V^ca J

fr. ^, /— \ Fsin(<i/ca)l
/ V A' 'ï^

2 = Ecos(/ v'ca) H ;.;^3 x(a. ^' ^. Z);
L y/ca J

x' = [Fcos(< v^ca) — E v/casin (i y/ca)] o(a, X, Y, Z),

J-' = [Fcos(< v'ca) — Ey/fasinli v'''«)J 4'('^' ^' "^^ Z)»

3' = [Fcos(«v'ëa) -Ev'c«sinf/v'cS)]x(a. X, Y, Z).

II n'est pas dllficile de voir ici que les vibrations des particules seront

toutes synchrones à celles d'un pendule simple dont la longueur serait

-^iy:r~
~ ~

Tf' P^'' t'onséquent, quelles que soient les valeurs de «, le

fluide pourra toujours taire des oscillations isochroîies d'autant d'espèces

qu'il y aura de différentes valeurs de a. Au reste, ce cas est celui de l'iso-

chronisnie ordinaire, où les forces accélératrices sont proportionnelles

aux espaces à parcourir.

61. Supposons maintenant

d''-x d-y d''-z

d\' d\d\ ^ d\dZ
d"}- d-z d-x

P'

''^-^dY'^dYdy.^dYd\='l'
d^z d-x d-y

''^'^dz^'^ dzJx "^ 7nJ\ " ''

on aura

f{pL+ qM -+- r-S)d\dY dZ = (je + /,) f{xL -h yM -^z^)d\d\ dZ.

Donc, pour que l'intégrale

f{xL -+- j-M -h 2N ) d\d Y dZ

devienne nulle, il suffira de faire

f{pL-hqM-^- rS)d\d\ dZ = o,
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sans qu'il soit séparénieiil /; = o, y = o, /• = o, corDiiiP dans les équa-

tions (a), (b), (c).

Or, (f'ttc (Icrnii'ic luiiiiulc étant scnil)lal)l<' ii la formule

f{xL -t- vM -f- zN)V/\ </ V <!/.

qui a fourni les é(|uatii)ns (a), (b), (c), on trouvera par des procédés pa-

reils les eijuations suivantes :

d'p d'à d-i
(/" '^P^A^^Tnck^dyTdi^'-''

. d'n d-r d-

p

d\' d\dl d\d\
d'r d'p duj

' ' ^ d /:' d/.d\ d/.d\

d'où l'on tirera les valeurs de />, </, /, (iiii, étant substituées ei-dessu>.

donneront des nouvelles valeurs de x, y, z,—
il faut reuiar(|uer (jue dans la liansfornuitiou de la lurinule

j
{/)L +(yM +/-.\,</\(/\ d/..

on trouvera di'S iuléi;rales à deux ehangeanles de niénie l'orme tiue celles

(|ui résulleut de la formule

/ ij:LH-_)M -hz\,d\d\ dZ;

il faudra d(Uie les faire evarrdrrir', err srrppo.saril aux valeurs de />, <]. r les

urémes eondiliorrs (|rr';i celles de a-, r, z\ d'oti il s'ensuit (|ue. cmiirrre les

e(|uations (/>), [q], [r] sorrt d'ailleirrs eirtii'r'emcrrt serrrlilaiiles aux i'(|ira-

liorrs (a), (b), (c), orr arriM de mérrre

/; = A9(i. \, V, Z),

^ = A|(3, \, V, Z),

/•=.\x{^, \, V. Z),

cl (le plirs ([ire la (|uaiilile [' arrra les irrérnes valerrrs (|ue la (jrrarilite ~ /,-.

39.
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Maintenant, au Ireu de substituer ces valeurs de p, q, r dans les é(|ua-

tions en x, y, z, je multiplie ees mêmes équations telles qu'elles sont

par un coefficient indéterminé H, et j'ajoute chacune d'elles avec sa cor-

respondante d'entre les trois autres ( p), (q), (r), ce qui me donne

• ,o .1, ^^d'x d-p „ d-y d^q ,, f/'z d-

r

Ha r -<- ((3 - H) g -*- = o,

Ha2-I-(P — H)r + = ().

Soit donc fait

[3 — H = a, savoir H = j3 — a,

et supposant pour abréger

l\v-^p^=p', Hj + </=(/', Hs -+-;=/',

on aura

d'p' d'-q' d-r'

'^ d\- d\d\ d\dl

d-q' d-r' d-p'

'''i^d^-^dYdz^dYd\=°'
d-r' d-p' d-q'

""' ^lÏTF^d'ldx^TïzTn^"'

d'où l'on tirera comme ci-dessus

/->' = A» (a, X, V, Z),

q' =\^{sc,\,\,Z),

r' =\x(a,\,\,Z),

A marquant une nouvelle constante arbitraire.

Or. les conditions qui déterminent les constantes de p. q. r étant les

mêmes que celles qui déterminent les constantes de .r, y, z, par ce qui

a été dit ci-dessus, elles seront encore les mêmes pour les constantes de

p' q', /', d'où il s'ensuit qu'on aura aussi pour c< les mêmes valeurs cpie

pour p, savoir les mêmes que celles de la quantité — A.

Maintenant, comme

p' — p a' -^
(I _ i' — r

H ^ ~ H 11
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lin ;im;i, en snltsliliKiiil cl |iicii;iiil deux ilinV-rcntes constantes arbitraires

A', A", el iii;iii|nanl paf r/! ,
y!' deux valeiiis (|ni'li(in(Hies de — k,

x = K'-jW:, X, V, Z)-^-A"9{^t", \. \, / ,

j= A'^L'a', \, V, Z) -4-
A" '}(«". \, V, Z),

z = A'/^s:', \. \ , Z) -(- A"x(a", \. \ , Z),

l'onnulcs i|iii serviront aussi ponr les autres variables x\ y' , z\ {x),

f v) eu lie taisant (]ne ebanger b's eiinstantes A', A".

Or, jioui' trouvei' le rapport entre les quantités x, y, ;. x' , v', r-'

et [x), [y), (s), {x'), (y), (s'), dépendant du temps /, on remar(|uera

(|n'il y a iei deux cas où les é(|uations p , (j , r ne remplissent point

la condition proposée de

/' xL +^M -H 3 N I d \ il Y (/Z = o.

savoir, celui où k ^ — y.' et etdui où X' = — y."
. Il faudra doue, dans ces

cas, recourir immédiatement aux eciuations (D; el (Ej, et substituant au

lieu <le X. y, z,... les expressions trouvées, faire en sorte que ces écpia-

tions deviennent possibles lorsque k =^ — y' et k = — y".

Soient désii^nées par W, IV', les constantes qui répondent aux quan-

tités .r, V, ;, et par E', E", F', F" celles qui répondent aux (juantités 'x,.

(y), (s) el [x'), (y), {z'), et posons d'abord k = — y.', il est clair (|in' la

formule

I
[Lolx", \, Y, Z;+Mi y, \, Y, Z1 + ^yj.x". \, \. Z ](/\(/\ ,//.

évanouira par elle-même, suivant ce, «lui a ete démontré dans le numéro

précédent; donc l'équation D) se réduira comme ci-dessus à

A' f[L'^{oc\ \.\. Z -i-M'|(a'. \, Y, Z -t-N/ a, X, Y, Z yXr/Yr/Z

Ti?' {. —r F'sin(<i ca' j1= E' ces / ^ ca ; H =^^
L y rx' J

X j[Lo{x'. X. Y. Z)H-MiL(a, X, Y, Z i-f N-/. 2', X, Y, Z'](l\d\</7..
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(V<n\ l'on tire

A = E cos il ijca') -\ =;i ~

sjca!

On tirera de iiiènie, de l'équation (E],

R' = F' cos (/ v'ëa^ )
- E' v^' sin (/ v^t^ )

.

Après cela, on supposera k = — a." et l'on trouvera par des procédés

semi)lal)les

k" vil (. •

—
Ti\ F"sin(<i/'ca")

V'ca"

R" = F"cos (/ sfc^') - E" v'^ï^sin [t sjl^').

On aura donc

a: 1= E' cos(/ \Jca' j H sin (/ y/ca' ) v^[a.' , X, Y, Z

E"cos(<v'ca") + -^sin(/v'ca") U(a", X. Y, Z
v'ca" J

)•

,r' =. [F' cos [t \Jca.' ) — E' y ca' sin [t \Jcoc' )\ cp(a', X, Y, Z)

H- [F" cos (7 v'W^ j
- E" v'^sin (/ y/ë^j] 9(a", X, Y, Z),

.)' =
,

2' =1

On voit par ces formules que le mouvement de chaque particule sera

composé de deux mouvements analogues chacun au mouvement repré-

senté par les formules du numéro précédent;. d'où il est aisé de conclure

(jue les vibrations ne seront jamais isochrones, h moins que les nuiuve-

iiients composants ne soient synchrones entre eux, ce qui ne pourra

arriver (|iie lorsque les quantités a' et a" seront commensurables entre

elles.

62. En suivant la méthode que nous venons d'expliquer, on pourra
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supposer fie nouveau, au lieu des é(|uations
( p), (q), (rj,

d^p J'q d^r ,.

r, d-q dr d'

p

^,

d^r d^p d'q
fj

, -y- —1— - -i—

ft ensiiiti

'^'" ^.dU ^ dTd\ "^
7/77/v - ^'

„ d'V d'Q d'\{

^ d'\) d\{ d V
>'^ ^ ^T^ ^ dVdy. ^ d\d\ =- "'

y^=-dr^d7. o;

irnii, p;ii' (les opérations analogues ii (•elles cpii (uit de pr;iti(|Mefs ci-

dessus, ou parviendrii aux lorniulfs siiiv;intes :

^= E' cos(/ \cx' ) H =;sin [tsjcx! ) 0(3:', \, \, 7. 1

L <(=^ J
'

L sc'^" J

r

y = [F' cosf* \Cct! )
— E' v'ca' sin (/ y'ca' )] ? (a, X, Y, Z)

-f-'"F"cos^/vc^, — E"vc^sin'/vcâ^'/j ?(a". \. V. 7.

-h [F^cos !/ V cZ' ;
- E"\ ^'siii '? \'^' ;''

c fx'". \, V. Z ),

3'

(]ui donnent les mouvements des particules composés de Unis luouxe-

uients simples, analogues chacun ii celui du ii"GO: d'où il s'ensuit (pie

ris()(lir(Uiisme n'y auia lieu i|ue lorsque les (]uantités z'. a', «', (|ui

expriuieiil trois valeurs (juelc()n(]ues de — /-. seront toutes eommensu-

rables entre elles.
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Hii suivant encore la même méthode, on trouvera pour les valeurs de

.r, y, z, œ'
,
y', z' des formules composées de 4. 5, 6,... termes sem-

blables dont chacun répondra à une quelconque des valeurs de k\ on

pourra donc par ce moyen avoir autant de solutions particulières qu'il y

aura de combinaisons à faire, une à une, deux à deux, trois à trois,...,

(les valeurs de X-, de sorte que, leur nombre étant m, celui de solutions

particulières sera 2'"—
i : mais, si le nombre des valeurs conimensurables

est seulement égal à «, il n'y aura que 1" -\- m — n — i de ces solutions

(|iii rendent les oscillations isochrones.

(i3. Remarque. — Si l'on poussait les expressions des valeurs de x,

I',..., jus(|u'à ce que le nombre de leurs termes fût égal à celui des va-

leurs de k, on aurait alors une solution générale et applicable à tous les

cas possibles; quoique cette proposition ne soit pas une suite nécessaire

de l'analyse précédente, il est aisé de la démontrer en rigueur par le

moyen des principes jusqu'ici établis.

Pour cela, je suppose qu'on développe la formule (Dj en autant de for-

mules particulières qu'il y a de valeurs de k, et qu'on en tire pai' la com-

binaison la valeur de chacune des (juantités x, y, z,..., soil en se servant

des règles ordinaires, soit en employant une méthode analogue à celle

dont nous avons fait usage dans le Chapitre III des Recherches précé-

dentes (XXIV); il est facile de voir que ces valeurs seront exprimées de

la manière suivante :

j; = P' S' ces ( t sjcâ' 1 + -
: sin (/ v''^

a'
j

L V^a' J

[, . U" 1
S" cos 1 1 Vf a" ; -I- —_^= sin ( / y'c a"

J

yca:" J
+

S('"'cos(/v"6'«'"''J + sin(<v/cs('"')J U
\Jc a'"') J

r— Q' f S' cos [t ^'cVj -+- -^= sin (/ y Fï^J
L V^^' J

S" cos (/ yca"; + ~_^=z sin {t yica")



-4- l<"

-f- . . .

-4- RC"

i: r I. \ iMtoi'.vii.vi ION du son. Mi

S'"' cos ! / 1 fa"

S' eus / ^ ra'
j

sin l kC 7.

= .sin(/xt«' M

L" - - n

S'"' cos' / \ ca<?') H sin 1/
v
ca""'j

posant a""' |ioiif l;i (IcriiiiTc des vjilciirs de - k.

Les (|iiaiitilcs S , S S'" d l . \ U'" sont iiiisfs pour dénoter

les valeurs des expressions

I
[(ji-)L + (_r)M +(3)N](/\(/V</Z et p(.r')L-f-{.-')M-4-(3')N)],

lors(pi'on lait snceessiveineiit — / ei^al ii a .
y' '/'"

. Les antres (|iian-

tités V\ P" 1>"'
, (/, O' Q'"

. H', R' R '" sont diU'ereiiles pour

(lia(|iie parlicnle, c'est-it-diii' sont des l'oiielioiis \arial)les de \, \ , Z.

Or, si Ton rei;arde ces t'onclions comme indeleiriiinees. on ponrra en

connaître la valein- par le moyen de la substitution et de la ((uoparaison.

ainsi (|n'on le prali(iue dans la melliode c(Minue de> indéterminées.

Snlislituons doiu' an lien de .i', y, z, dans ré(|nation D . les exjwessions

ci-dessus, et supposant ponr abréger que S, l dénotent en liciieral les

valeurs de S', S" U', U ,..., lorsqu'il y a encore — / au lieu de v ,

y" on aura

> (OS yt y fa' ! H sin ' / \i<y.

S"C0s(/v'C«"^ -1- -=^ *<il' ' \ eît" J

y (a

P L-^g M - IV N (/\ </\ il/.

I

I'' I. • 0"M-hK' \W/\,/\ (//

UC"'
S'" Tos '

/ y'ca'""' ) -t- sin ' / y c a'"' /(I"" 1,-^Q " M-^H " \,d\,l\d7.
y col'

=: S COS (/y — cU I + sin /y — c/r j,

y — <•/,

r(piation qui doit être ideiili{|Ui' en l'aisant — X' ci^al a î^ ,
î<' a'

1. 4o
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Soil donc posé en général — k=^ ol"\ le second nienihrc de récuiatidu

deviendia

cl le ternie a''"" du premier membre étant

rs''"''cos(/ vW^)+ -H!isin(W^ô1 r(P^''^L+Q^''^M+R''''M,/X</V./Z.

|)(iiir identifier les deux mend)res, on supposera que

r(p'"'L + Q^'^'m + R^'"' ^)d\d\ </Z

soit éi^al il I, et (|ue toutes les autres formules exprimées i;énéi';ilemenl

par

MPL -f-QM -4-RN)</\(/YrfZ

soient nulles, — k étant égal à a^'''^ dans les valeurs de L, M, N; d'oij l'on

voit (|ue les valeurs de P, Q, R devront être telles, que la formule générale

|'(r "' L + Q- "Im + R^'^-^n) </\ d V r/Z

soit toujours égale à i, lorsque k^ — c/!
'^

, et qu'elle soit toujoins égale

à zéro, lorsque X- a une autre valeur quelconciue,

Or, par ce qui a été démontré dans le n" 60, on trouvera d'alioid, pour

rem|>lir cette dernii're condition, les é(|uations suivantes :

'^

d\' d\d\ d\dZ'

^ d\' d\dZ d\d\'

«^''^R^"^:

^Cm)

dZ' '^ dZd\'^ dZdY'
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d'du il icMiltcia. ciiiiuiic (hciis le iiiiiiicni cilr,

Suit iiiM'mlf'iKitil Im vjilnii' de

I{<-"^=Ay(«(% \, V, Z;.

flLo(c/i'\ X, Y, Z)-(-M(i/(a-''), X, Y, Z;-i-N-/fa('''', \, Y, Zj,(/\</\ .//..

•Il y |)((sant — k =: cr"', «'xprinicc |tiir D "
: im ;uii;i, |)(iiir sittisCaiic ii l;i

incmii'rt' condition,

et |)iir ('(insiMiiicnl

I

A
jjly.)

Sul)stilii;inl ciilin les valciiis Irutivccs de P. Q, R diiiis les txpicssioii.s

de x\ y, z, el posant |ioiii' jdus de sinipliiité E', E",... an lien de |—

,

S" U' U"^T -i et F'. F",... an lien de —î îy7' •' '' viendra

x= E' cosil y/'clT) + -7= sin' t ^'cz^j o{x'. \. \ , Z)

L yca' J[_ r*// -1

E"ros(/\c-a"J -I- ^=^sin( t s, ex" ) o >". \, Y. Z)

H-

Fi"' , "I

E(""c(,)s(/v6' «'"') + sinifyt^'a'"
i

o(a^"' , X, V, Z),
ycaC" J

Par des raisonnements et des opéiations semblables. i<n lireia di

4o.
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rci|u;ition (Ej

x' = TF' cos(<v'^] — E' v(^sin(<^cZ)J 9 (a', X, Y, Z)

^ rF"cos(/vcâ^j- W ^7^' sin it ^77')] 9 (a", X, Y, Z)

-I-

•
. + rF('"Jco&f<v/c «*"'*) — E('">v'ca(""sinf/ V('a("'>jj (?(«("", X, Y, Z ),

r' = ,

Voilà, comme l'on voit, une construction générale des mêmes équa-

tions que nous avons déjà tiaitées dans le § 11 du Chapitre précédent par

une voie fort ditlerente, et seulement par approximation; mais il faut

avouer que cette construction n'est guère utile pour la connaissance du

mouvement des particules de l'air. Car les valeurs de x, y, z sont com-

posées de suites intinies dont les termes ne sont point convergents

ou du moins ne peuvent point être regardés comme tels, puisque les

constantes E, F, que ces termes renferment, dépendent des premières

valeurs de ce, y, z-, et de x', y', s', qui doivent être supposées quelconques.

()4. ScoLiE. — Il est clair que la méthode de la Remarque précédente

peut être employée dans une infinité d'autres équations de même espèce,

et qu'elle s'appli([ue également, que le nombre des corps mobiles soit

iuHni ou qu'il soit tini, de sorte qu'on peut la regarder comme une sim-

plitication et une généralisation de celle dont nous nous sommes servis

dans le Chapitre 111 des Recherches précédentes.

Au leste. cette méthode sei'l à démontrer la belle propositi(Ui de

M. Daniel Bernoulli (jUi' : lorsqu un système quelconque de corps fait des

oscillations infiniment petites, le moinemenl de chaque coips peut être

considéré comme composé de plusieurs momenients partiels et synchrones

chacun à celui d'un pendule simple. [Voyez les Mémoires de l'Académie de

Berlin, année 1753.]
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\iiiiiTin\ \r\ rMr.MiKiîFs mf.chf.rciies

LA ^ATl HK KT LA PI{()rA(i\TI(l\ 1)1 SON.

Mfirillnncii Taiiriiicnsiii , t. II. i-lio-i -(ji

.

M. (i'Ali'iiilx'i'l :iyniil l'^iil riKiiiiiciii' ii \\\;\ Miluliuii du i*i'ii|i|riiii' des

conlcs vilii'iiiitcs, (le r;itt:n|iii'i' sur (Hi('l(|iics |i(iiiils par un ci lil |i:irli-

ciilicr. iiM|)riini' dans le Toinc I" de ses Opuscules rnathcmatiqiits. je vais

ajuiilcr ici de iKUivcaiix (•( lainisscmciils sur l'analyse de ccllr soiiiliuii.

(|iii scrviioiil en inciiic Icinps de rcpniisc aux ohicctioiis de ccl iiiiisiii'

Ciciimi'li'c cl de cKiitiriiialiiiri a ma llieoric.

I.

I.a solnti(ni en (|iiesli(tii n'est (jii'iine-a|(|>liealion de la ruriiiiile InniNee

dans le Chapitre III de la premii-re Partie page -^. pour le monvenieiit

d'uii til rliargé d'un nombre (|iielcon(|ue ni— i de poids, au cas où i'nn

suppose ce noml)re iiitini; c'est cette a|)plicatioii (]ui a paru ii .M. d'Alein-

liei't susceptiitle de plusieurs diiricuités.

i" I.a lormule dont je viens de parler, étant composée d'une suite i\r

Icrines i|ui renl'ermcnt successivemenl les sinus de tiois les arcs

ro ?. ro 3m /H — I i cî

4 ni 4 "' 4 '" 4 "'

j'ai pris dans le cas de Jii = t. ces arcs mêmes pour les \aleuis de leurs
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sinus. M. d'Aleinheit m'objeitc iiuc cela n'est poriiiis que pour tout

vm
ansle -,— , v étant un nomliie Uni, el nullement pour les ansles

-

—

'.
—^— 1 —'.——1— Celte ohiection prise en elle-même est solide et
4 'H 4"' j I

sans réplique; mais elle perd toute sa forée si on laeonsidère parrap|Kul

a la formule dont il s'agit, car je vais prouver directement et invintihle-

ment (|ue les expressions

m . 2 ro . ( //) — I ) 5jsm -— , sin-r

—

,, sm
4w ^m 4"'

doivent être diangées en

ro 2 Gj (m — i)zn
7 -, 7 î • • 1 7 1

4 "i 4 '" 4 "'

dans le cas de m ^ ce .

En remontant à l'analyse du Chapitre cité, il est aisé de trouver que

toutes ces expressions viennent XXI, de l'expression générale

±2 vesiii7— V— I,

4'"

qui est celle du coefficient R (XIX), y étant un nombre quelconque

entier ilepuis zéro jusqu'à m. Tout se réduit donc à prouver que, quand

m = yj ,

R = ± s x/e
vro

V ^ 7 V
I.

4 w

Pour y parvenir, je remarque d'abord (XIX; que

R= = e(/r-2);

je vois de plus que la valeur de k dépend de cette condition que

M„ = r-=o,a— à

lorsque a = m. a étant égal a - -)- i / -? i ei o égal a - — 1/ 7— ' -
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c'csl-a-tlirc de l'cciualioii
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(Wf:0"-(iVi2!l_
Vf

)U siin|ilt'iii('nl

1-. ^ V T
/.• /A-

V
— H II

Or, \e = m -^ (\W\ ,, -ttt chiiil iiiic (|ii:iiilitr tiiiic : ilmir

, l{' It T«= 2 -t =9.-1- —r^T- ;

e nrW

mais l\ (luil •'•tic aussi une (|iiaiilitc tinic. citiiiiiK' il est aise de le voir- [)ar

la nature iiieiiie du caicul, donc —rr^ sera une (jiiantile iidininieiit petite
m'IV ' '

dn second oïdie dans le cas où m = oc .

On (in suppose -rr- ^ f\ — i , en sorte (tue /-= -a — '^, et t|U on mette
' '

II •' ' ' ni' '

cette valeur de / dans i"e(|nation ci-dessns, il viendra

\ 7. m' V ni- 4"' ' V 2 m- V w 4'" /

équation qui , en négligeant ce qui se doit négliger i» cause de m ^ x. ,

se réduit ii celle-ci

Or on sait ([n'une e\|iressiou telle (lue

devient, dans le cas de m = y^ , ei;ale ii sin/; dinu re(]uation (ju'on

vient de trcuivei' est équivalente a 2 ^ — ' sin / = <>, savoir à sin /= o:

i. 4'
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ce qui donne f—^-, y ('tant un nonil)i'c quelconque entier: doue

KT vro
,, — V — ' . «lone

H vGT r "'"' /

1 9. * '4'"

2" ^1. d'Aleniln'it prétend ([ue j'ai toit de regarder en général l'expres-

sion sin — (
—^ zt —7j^ )

eoniine égale il zéro, lorsque m=^ ce (^XXXVIIl i.

Je conviens que je ne me suis pas exprimé assez exactement, en disant

(|ue m I - zt ;p j
est toujours égal à un noudjre entier, i)arce (]ue w = îc:

mais ma pro|iositiou n'en est pas moins vraie pour cida. Car on voit |)ar

le u" XXXVI (lue —'- est mis au lieu de a, (lui est de lui-même un nom-

bre entier; et, ii l'égard de -, il sei'a aussi un utuiilire entier, en l'e-

t'ardaiil ^— comme commensuralde avec - •• c'est-à-dire en supposant'I u ' '

Vieil d.v .. • , • •
1 .

• . •

^p- = — ; supposition qui est évidemment permise et qui n apportera

pas la moindre limitation à ma solution.

'^"
-M. d'Alembert attaque aussi les calculs ((ue j'ai laits dans le Cha-

pitre VI pour trouver d'une manière directe et générale la somme d'une

sniie infinie, telle que

sin tp sin 9 -I- sin >. 9 sin 3, 6 H- . . . .

La méthode que j'ai employée dans celte recherche est très-simple;

après avoir transformé la suite proposée en deux autres composées de

simples cosinus, j'ai mis à la place de chacun de ces cosinus son expres-

sion exponentielle imaginaire, et j'ai cherché la somme de suites résul-

tantes par la méthode ordinaire de la sommation des séries géométriques,

en supposant le dernier terme nul comme on le l'ait communément lors-

(|ue la série va ii l'intini. M. d'Alembert m'objecte (|ue cette supposition

n'est point exacte, parce (jue dans la suite

le dei'nier terme est e'"^' , (|uantité (|ui est iudeterminée au lien d'être

zéro.
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()|- je (Iciiiaiiilc si, loiilcs les lois (jnc (l;iiis une riuimilr ;ili;fliri(|iif

il se tiuuvcr;! par ('X('iii|)l<' une sciic i,'c(imctfi(|iir iiiliiiic, idlc ijuf

I -(- j"
-t- .r'^ -t- .7-^ — Il lie sciii |);i> eu dniit il'v siilistitiici' 1

'
t — X

(]Ui)i(jU(' cclti' (Hi;iiitilc ne suit rcclltiiitiil ci^iilc ii l;i sdimiir ilr !;i sci'ic

proposi'f (ni'cn supposant le (IcÊnii r tciiiif .t" uni. Il me sfiiil)li- (|ii'(m

Ile sauniil (•(imIcsIim' i'cxactitiKlc d'iiiii' telle MiiisiiiurKui s;iiis reiiveiseï

les principes les plus eiiiiiiiuiiis de l'analyse.

.M. dWieinlierl appoi'le eiicure un ari^imieiil particulier- poui- |niinvef

(pie la sonuue de la suite

fos .r -I- C()S".>.a; -f- cos3x -<-...

ne peut pas elle ; coiuilie je l'ai lr(ui\ce [lar iiuui lalciil. Il sii|)|t(ise

,r = l")", cl il ||-(Ulve (pie celle suite devient

I

.> —I, p; O, H--p5

après (|ii(ii elle recoiuuience : > (jr, dit-il. la soinine de cette suite tiiiie

est, ou ^ • ou o, uu — I, OU — f =» selon qu on v prendra pins ou

moins (le ternies. Donc la soinnie de la siiile entière est aussi, ou —-

ou O, ou — I =5 selon le iioinhre m t\v^ tenues (lu'oii \ prendr.i. (|Uel

(pie soil d'ailleurs ce iKunlire de ternies fini ou inlini. et (ctte soninic ne

sera point et;ale à zéro, ii moins ([ue m:< l»" ne soit eijal ;i une intinile

de t'ois la circonlerence, ou a l'iV' plus une intiiiite de t'ois la circon-

l'e renée. >

.le réponds (|u'avec un pai-eil raisonnoinent on s(Uitiendrait aussi (pie

n'est iioiiit re\uressi(m ueiierale de la soniine de la suite intiiiie
I -I- .r ' '

I — x-i-.T'- -a'-t-..., parce (|ue, en l'aisanl j= i , on a i — i -I- i — i -i-—
ce (|ui est, ou o, ou i , sidnii (pie le nomlire des lermes (jii'oii prend est

pair ou im|)air, tandis (lUe la valeur de est - Or je ne crois pas

(|u"aucun (ie(uii('lre vonli'il admettre cette conclusion.

4..
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II.

Quand iiièmc les objections auxquelles nous venons de répondre

seraient fondées, M. d'Alembert ne pourrait pas se dispenser de convfnir

(|ue les résultats de ma théorie sont nécessairement exacts dans les cas

où ces résultats s'accordent avec ceux qu'il a trouvés |)ar la sienne; ce

(|ui arrive quand la corde a une certaine figure au commencement du

mouvement. Or toutes les objections que M. d'Alembert m'a faites jus-

([u'ici sont absolument indépendantes de la figure initiale de la corde;

donc, puis{|ue ses objections n'empêchent point ma solution d'être

exacte lorsque cette figure a certaines conditions, elles ne l'empêcheront

pas non plus d'êti'e exacte en général, quelle (|ue soit la figure initiale

de la corde.

(>e raisonnement est simple, et ne peut pas avoir échappé au savant

(iéomètre dont nous parlons; aussi s'est-il attaché dans la suite à coni-

battre seulement la généralité de ma solution, et à la borner comme la

sienne aux courbes assujetties à la loi de continuité. Il se fonde sur ce

(|ui' j'ai fait usage de la méthode de M. Bernoulli pour trouver la valeur

(l'une (jnantilé qui, dans certains cas, est -i méthode qui suppose (jue la

(|iianlilé proposée soit une fonction algébrique.

Mais je le prie de faire attention (]ue, dans ma s(duti((n, la détermina-

tion de la figure de la corde à chaque instant dépend uniquement des

(|uantites Z et U, lesquelles n'entrent point dans l'opéiation dont il

s'agit. Je conviens que la forntuh' à la(|iu'lle j'appli(|ue la mélhode de

M. Bernoulli est assujettie à la loi de continuité; mais il ne me parait

pas s'ensuivre que les quantités Z et U, qui constituent le coellicient de

cette formule, le soient aussi, comme M. d'Alembert le prétend.

III.

Je viens maintenant aux ditlicultés (pic M. d'Alcinbert a faites conti'c

la theorif» de M. Eulcr, et (|ui peuvent aussi s'appliquer ;i la mienne; ce

sont celles (jui rci^ardent la consti iiclion (]ne M. Euler a donnée ponr
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lioiivcr l;i tii;uii' de l:i cdidc ii cIkkiik' iiisl;iiil; consli iiitimi (|ui <•>! |)ié-

cisémciit l:i iiK-nif ijui' cclli' (|iii ri'sultc de iiki tlifoiic Xl,^.

i" M. (r.Mcnibfit |)I('IiimI (|iif (clic ciMistriiction ne pcui sulisfaire U

rc()iJiiliiMi (le hi coi'dc \ilitaii(c

d'y _ d\y
dx^

~~
'dF''

il moins (|nc la conrlic initiale A.M15 ne suit Iclle (jne les llcrhcs r"'j>.

/•'o' (le deux arcs ronsécutils cl intininicnl |ielits. '/ R . Hi'. soient

égales; ou. ce (|ui esl la niôiiic chose. (|ne la couilinre au [loint /' soit la

nn'inc que la couri)urc au point /' iutininient |)rochc: ce (|ui exclut déjà

toutes les courbes dans les(]U(dles le rayon osculatcui' clianiic Itrusiinc-

nicnt en (|uel(|ue point. Voici le raisonnement de .M. d'Aleniberl :

< Soit pris, dit-il dans le s^ Vil du Mémoire sur les vibrations dt

Cordes sonores. ini|irinie dans le nienie volume. AP = î". PT =^ / sur

Taxe AH: donc, reiiardaiit r comme c(Uislanle, cl taisant PI" = PT.

1/ = t'j = T'/ = / 7 = dt. on aura

VT — X — /, W := X — t ~ dt. \ 9 = .« ^ / — j.dt.

\T'= J— /, \l' =^x — t — dt. A5' = .r — /— 9(//.

Or >'(>tant. suivant la construction de M. Enler, égal à la <lenii-ordonnée

TH (]ni ii'|Hin(l a r — t plus ii la demi-oi'doiinee T H (|ui repond ;i x — /.
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il s'ensuit (|ue d- y, en ne faisant varier iiiie t, est

ep _ tr—[tr^ TK) 6'p'—t'r' —
(
t'r' — TR')_

(lone

d\r _ 0p -4- TR — 2 tr 6'p' — T IV — it' ;•' _ — vo — r'
o'

'^''
afl" -yTt '\t

en menant les eoriles R(->, R'o'. .Alaintenant faisdns / constant et égal

à PT, et X vaiiahle; prenons P/? ^ pv; = dx, et su()|>iisons dx = T/, ee

(|iii est evidenniient permis :

i" Nous aurons

A < = J- -f- / + dx, \6 ^x -h l -h y. dx.

2" Faisant T'/' ^ t"0" = P/> = T/, nous aurons

A /" = X -+- dx — l, A 6" = x -h-2. dx — t ;

donc, menant la corde R'o", on trouvera que d- y. en ne taisant varier

(jue Xy est — 10 — r '^; donc

d' r — ro — r" (,i

,, ,. , d' }
. , . d' }

, . „
Il tant donc, pour ciue -r— soit e2;al a —t— - ^w r o — r ',i. »

' ' dx- '" dt- '

Je reponds que, dans l'équation générale

d- r __ d'y
dt- dx-

eu ne faisant varier que x, d-y est la ditlérence seconde de trois ordon-

nées consécutives, dont l'une répond à l'abscisse x — dx, l'autre à

l'abscisse x, la troisième a l'abscisse x + dx, et (|ue, en ne faisant variei'

(|ne /, d-y est la dill'erence seconde de trois ordoiniées repondant à ia

même abscisse x, la première pour le temps / — dt, la secoiule pour le

lenips /, la dernière pour le temps t -h dt, connue M. d'Aienibert lui-

inénie le dit dans le § X; (lu'ainsi, en ne faisant varier que /, la valeur de

d'Y sera, suivant la construction de .M. Euler et la mienne, eu tirant
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l'oidiiiincM! vr- Icllc que vi ^ T/. l'i en iiicii;inl 1rs cordes zr. r" r'

,

II- - TH -{IK^—j-z) r /•' - T' R' - (r K' - /"/".)

2 2

_ /r+ ,>
-3 - ?/l'K <' r-j-J-'r^— ?.T' W

— K^- 15'.
r'

cl c|lic, rii lie r^ÉisallI \;iiii'r (|llt' .v , l;i \;ilriil' ilc r/" v scr:i

// — Tl« - ( TK -zy) r r" ~ T W - [V W -J^r' j
' - \{.i ~ H jc'

2 2 2
'

donc

dp
d'y _ — H^r - H.r </•> _ — lU- — K ;f' _ — Ka; - K'x'

2T< "•* iPp

M sii|)|i()s;iiit I / = 1*/'. ''t l"t'(jualioii

>'ïl

d\r _ d\r
dp ~ lîP-

dcvifiii identique.

.;>" .M. d'Alemlieil prétend ensuite (|iie la conrljine doit être nulle aux

extiéniilés A et H. . Car soit, dit-il dans le § VIII, PT et PT' éi;;in.\ à .VP,

on a, en ne taisant variei' (jin' /,

d^y _ 5& -t- TH — ?./; ^ l' s' — j.L'Q' _ — ;o -4- i^q

~dF
~'

et non pas

parce (iiu'

2Ï< 21/

— ro — Q' q'
=^^ '

/'s'— aQ'L' = - .'O'v',

ï<

et (|ue / i' et O I. doivent l'tre piises négativeineni |iai leui' |iositi(Hi, el

pal' la construction de M. Knlei'. Maintenant, en ne taisant varier (|ne v,

on aura

d''r __ z^l ^4l.
dx-

donc -,^- ne sera pas t^ijal a —,- • si la conriiuie n est pas nulle en A.
(/.^ ' " (// '
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Ce raisonnement est semblable à celui auquel je viens de répondre, et

réfute par conséqii

au point A n'est pas

se réfute par conséquent de la même manière. En ellél, la valeur de -j~

ep-t-TR— 2<;- l's' — oL'Q'
=i ^ =r, '

2T/ lit

l'oiiune le suppose .M. d'Alembert, mais

/, + sj _ aTR L'Q +QL _ Rx

2T7' 2T7' 2T7'

parce que L'Q' étant égale et de position contraire à QL, suivant la con-

struction de M. Euler el la mienne, on a

L Q' -f- LQ = o ;

(le même la valeur de -r— est
ax-

tr -I- zr — 2TR LQ -(- L'
Q' Rx

et non paS

lit ït 2T/

— lo — o q

donc -j— est toujours égal à -r^' quelle que soit la courbure en A.

3° Autre argument de M. d'Alembert pour prouver ([ue la courbure

doit être uniforme dans clnuiue poitiou intiniment petite de la courbe

AMB. Il donne à la dillérence dt deux valeurs ditférentes à volonté, et il

d- y . .

trouve (jue, pour que la valeur de —7^ soit toujours la même et égale à

celle de -r^' il fi'ul que les tlèches ro, qui appartiennent à dillérents

arcs infiniment petits Rr/j, soient toujours proportionnelles aux carrés

des portions correspondantes T5 de l'axe; ce qui ne peut avoir lieu que

dans des arcs de courbure uniforme, comme M. d'Alembert le démontre

fort au Ions dans le ^ X de son Mémoire.

A cela je répondrai qu'il n'est nullement nécessaire, pour la gêne-
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rallie de iiiii solution, (|ii(' les ilillnciiifs di ilcrncinciil iiKli'li'rtiiiiiccs cl

puissflll l'Ile sil|)|iosées <nielioiH|ile>. eiiiiiilH' jr 1:11 flejii ieiiiar(|llé plus

liaiil. Il me Millil iin'dn |iri'iiiii' loiijoiiis

il It

\\„
I .OU, eu .su|»[)osaut avec Al. irAleniiiei 1 77

(It t/.r;

eai', eouiine c/.r peul l'tlc |ili- ;ills>i |ietil (|iriili Miiidia, il esl •'videul

(|m'(Hi n'eu linuveia pas moins la liL;nii' île la eoiile an iiont il'un leuips

([uelcomiue donne /.

1" M. d'Alemlieil a|)|)iiile île |dii> une raison mela|di\si(|ue puni' taire

voir en f^i'ueral ipie le uinuxemenl de la eorde ne peul èlre représenlé

par ainiine eonsirui lion ipiand la eourhure l'ail un sanl en i|uel(|ue

point M de la eourlie initiale. « C'est, dit-il dans le § XI, ipie dans ce eas

il y a pidprement an point M deux rayons oseulaleurs dillerents, (pn)i(|ue

l'oineidents ipiant ii la direetion, dont l'un appartient :i la portion de

CDurlie AIH, et l'autie a la portion de coui'he MA. Or la t'oiee aeeéleralriee

en elia(|ue point de la eorde étant en raison in\erse du rayon oseulalenr.

Ie(]uel des deux rayons rounnnus au point .M doit servir ii délerminer la

l'urce en ce |ii>int .M? C'est ce (ju'il esl impossible de tixer. el il l'est par

iiuiseipu'Ul aussi de lesoudre le l'rohli'nie dans ee eas-lii. Kn ellet, su[t-

posons i]Ue la tii^ure initiale de l;i eorde soit composée de deux dilTé-

renles conilies ainsi reunies en M: je demande (|uelle esl la l'orce accélé-

l'atrice du point M, liirsipu' la corde cummeuie ii se mouvoir? »

La réponse osl bien simple : la courbe A.MH étant continue, il est clair

qu'on peul loujours ju-endre. ii (|uid(|ue point H que ce soit, trois ordon-

nées coiiséculives el intiniment proches zy, UT, //; or les dillérences de

ces trois ordonnées consliluent la valeur de d'Y, ii la(|uelle la l'orce accé-

lératrice du pninl du milieu H est nécessairement prupoi lionuidle par la

nature du Problème, quel que >oit d'ailleurs le ravon oseulateiir en ce

point.

1.
" 4^
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5° M. d'Alembert fait voir dans le même paragraphe, que si la cour-

bure n'était pas nulle en B, il s'ensuivrait de la construction de M. Euler

et de la mienne, (|u'il y aurait un saut dans le -p- qui répond à un point

([uelconque M lorsque / = PT, savoir que sa force accélératrice passerait

brusquement et sans degrés de la valeur qu'elle a en cet instant à une

autre valeur, ([ui différerait de celle-là d'une quantité du même ordre;

ce (jui serait contraire à la nature de la force accélératrice.

Je réponds que cet inconvénient aurait lieu en effet, si les forces accé-

lératrices qui agissent sur chaque point de la corde à chaque instant

avaient une valeur finie; mais, dans notre cas, ces forces sont toujours

infiniment petites, puisqu'on suppose dv infiniment petit, par rapport

il r/.r; par conséquent l'accroissement de la force dn point M sera aussi

infiniment petit; ce qui n'a plus rien de clnxjuant.

6" M. d'Alembert ajoute encore une nouvelle considération pour

prouver que le mouvement de la corde ne peut être soumis à aucun

calcul analytique quand la courbure est finie en A et B. • Qu'on se

représente, dit-il, § XII, la corde au commencement de son mouve-

ment; si la courbure n'est pas nulle en B, le rayon osculateur y sera

donc fini; par conséquent la force accélératrice y sera aussi finie et ten-

dra à donner du mouvement au point B; cependant ce point étant tixe-

inent arrêté est incapable de se mouvoir; ainsi, d'un côté -r^ est fiuie

lorsque .r = AB et lorsque / = o, et de raulre —rrr est loujouis égal à

zéro au |)oint B, quelle que soit la valeur de / La nature en ce point

arrête, pour ainsi dire, brusquement le calcul; on a deux forces accélé-

ratrices voisines et infiniment peu différentes, l'une au point B, l'autre

au point infiniment proche de celui-là; la seconde de ces forces produit

un mouvement, la première n'en saurait produire, quoique paj- l'équa-

tion

d'y ^ d'y

dx- df-

d'y
elle paraisse devoir en produire un. lorsqu(> y^ n'est pas égal à zéro;
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îiinsi la lui du iiioiimiiiciiI u'cLml \<:i> coiitiinic poiif liiii> li'> |M)inls de

la ciiiiilir, ne |i('iil l'Ilr i('|il('srnli'(' avec cxactitlKlr |iai- rri|ualiiiii diiiil il

>'ai^il. .

A cela je r('|)oiids :

r" Oii'il iir iiii' jiarail rinllcincnt exact de dite qiif la furrc accriôfa-

Iricc l'sl tinic en H, <! Iciid à duiiiK r du niouvciiiciil ;i ce |)(iint. (,ar il est

l'acilc de voii' (|iu' les points A cl |{, par où la corde est attachée, ne son!

rc(dleineiit s(dlicilés par aiiciiiie lorce accélérai rice perpendiculaire à

l'axe, mais sinipleinenl llli'S par la lorce de leiisinn de la ciirde, hupudie

a^i'il |tres(pie dans la direction inèine de l'axe, cl (|ui dnii élre deliMiite

jtar l'Iivpolliese du Proldi'ine.

2" Sans in'cniliarrasscr de la valeni'. (pielle (jn'elle soit, du rayon oscn-

lalcnicn A cl |{. je considiM-e (|ue le -, (jui re|)ond exactement ii ces

(Kiinls, est l(Uijonrs nul de lui-inênie, suivant ma conslrin'tion, citmine

on l'a l'ail voii- jilus liant. D'où '\r conclus (pie le calcul est |»ai raileineni

d'accord avec la iialiire.

\'oil;i les princi|iales ohiectidus de M. d'\lenil)erl sur la conslruclinn

(pie \\ . iùiler et moi avons ilonnee pour le niouveiiiciit des cordes

xihrantes. il me parait d'\ a\iiii- pleinemcnl satisfait, et d'avoir montré

en même tein|)S (pie celle conslrnction a toute la ^cneralite dont la

(picstion est siisceptililc

Quant aux autres dillicnllcs (pie M. (rAlemlicrt pro|)(isc dans le même

Mémoire contre la llieorie de M. lùiler, et (pii sont liices de la eiuisidf'ra-

lion (les roiiclioiis aliicliriipics, il est clair (]n'(dles ne Iniu lient pniul ;i

ma s(dulioii, mais sei\enl seulement il contii'mei' ce (pie j'avais déjà

avancé (.W sur l'insutlisaiice de la melliodc de ces deux grands (iéo-

mèlrcs, pour conduire à une théorie exacte et compli'te du mouvement

des cordes sonores.

.An reste, (pi(d(|iie i;fiieiale (pie S'iil la s(dulioii (|ue j'ai Irouvee de

cet imporlaiil l'rohlénic. je suis hieii (doiiiue de |ieiiser (pfelle puisse

donner le \iai iinoivemenl de la c(U(le. ipiaiid sa tii;ure est composée de

deux ou plusieurs ligues (pii loni des aiiiiles entre (dies: car il est e\i-



332 ADDITION AUX RECHERCHES SUR LA NATURE, ETC.

(lent que l'équation différentielle

d\r _ (i\r

dt- dx-

ne saurait avoir lieu clans ces cas. Mais il est certain d'autre part, et l'on

peut même s'en assurer par l'expérience, que la raideur de la corde et

l'action réciproque de toutes ses parties l'obligeront de prendre aussitôt

une ligure courbe continue, a laquelle on pourra par consecjuent appli-

quer notre construction générale du n" XLV. Les vibrations qui suivront

les premiers instants, et qui sont les seules qu'il nous importe de con-

naître, seront donc toujours régulières et isochrones, et leur durée ne

dépendra en aucune manière de la figure primitive, mais seulement de

la tension, de la longueur et de la grosseur de la corde, comme on l'a

démontré XLVIj, ce qui sullît pour expliquer pourquoi une corde

frappée d'une manière quelconque rend toujours le même son.
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l'OlîMI l.i;s IMI-C.M \I.KS l.\l)i;il.\IKS.

[Misf ftldrii'n 1 imrinriisid, t. Il, 176(1-1761.)

Poiii- (icii (|u'(m soil au l'ail des (tiiiiri|)cs du Calcul diflérentiel , ou

couriail la nu'lliodc de drlcrniiucr les |)liis i^randes ft les luoindics

orddunccs des cnurhcs; mais il csl des (jucslicms de rna.vimis v\ mininus

d'un i^cnic |dus clcvc cl (jiii, (luoicjuc (l('|j('iidautes de la uièirit' lueliiodc.

uc s'y a|i|)li(|Ui'nt pas si aisciucul. (le soni ((dlcs où il s'ai>il de trouver

les eourhes lueuies, dans les(|U(dles uue expression inleiirale donnée soil

un niaxiiuuui ou un miuiuuuu pai- rapport ii toutes les autres courix-s.

\a' premier Prohli-uie de ce i^cnre, que les (iéonif'trt'S aient icsolu, est

celui de la linicliislochruiic. ou iii;ue de la plus vite descente, (jue M. Jean

Heruoulli proposa vers la tin du sii-cle passe. On n'v parvint alors (|Up

par des voies particulières, et ce ne l'ut ipie (|ucl(|ue tciu|)s apri's. et à

l'occasion des recherdies sur les hopérimètres, que le i^rand (iéouiètre

dont nous v(^nons de parler et sou illustre frère M. .Jacques Bcrnoulli,

donnèrent quel(]ues règles générales |)our résoudre plusieurs autres

questions de même nature. Mais ces règles n'ayant pas assez d'étendue,

le célèbre M. Euler a entrepris de réduire luiitcs les reclit^rclies de ce

genre à une méthode générale, dans l'ouvrage intitulé : Methodus iruc-

niendi lineas curvas maximi. minimiw proprietate gaudcntcs : sac soliitin
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l'roblematis isoperinwtrui latissirno sensu ticreph; ouvrage original el qui

hj'ille partout d'une profonde science du caleul. Cependant, quelque ingé-

nieuse et féconde que soit sa méthode, il faut avouer qu'elle n'a pas toute

la simplicité qu'on peut désirer dans un sujet de pure analyse. L'Auteur

le fait sentir lui-mèine dans l'Article 39 du C.liapitrc H de son livre, par

ces paroles : . Desideratur itaque methodus a resolutione geonietrica et

lineari lii)era, (|ua pateat in tali investigatione maximi minimique, loco

Pû^scrihi del)ere — />c?P. »

Maintenant voici une méthode qui ne demande qu'un usage fort simple

(les principes du Calcul différentiel et intégral; mais avant tout je dois

avertir que, comme cette méthode exige que les mêmes quantités varient

de deux manières différentes, \w\xv ne pas confondre ces variations, j'ai

introduit dans mes calculs une nouvelle caractéristique â. Ainsi fîZ expri-

mera une différence de Z qui ne sera pas la même que dZ, mais qui sera

cependant formée par les mêmes règles; de sorte qu'ayant une équation

quelconque û?Z = mrfa;', on pourra avoir également $Z = woa^-, et ainsi

des autres. Cela posé, je viens d'abord au Problème suivant.

Problème 1. — Etant proposée une formule intégrale indéfinie repré-

sentée par j T.. où Z désigne une fonction quelconque déterminée des va-

riahles x, y, z, et de leurs différences dx. dy. dz. d-x, d-y. d'-z , trou-

ver la relation que ces variables doivent avoir entre elles, pour que la

formule j Z devienne un maximum ou un minimum.

Soi.cTcoN. — Suivant la méthode connue de maximis et minimis, il

faudra ditférentier la proposée / Z, en regardant les quantités x, y, z,

dx, dy, dz, d'-x, d-y, d'z,..., comme variables, et faire la ditférentielle,

qui en résulte, égale à zéro. Marquant donc ces variations par §, on aura

d'abord, pour l'équation du maximum ou minimum.

ô rz=o,
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nu. 11' ijui t.'ii est rc(|uivalt'iil.

I
ôZ = o.

Oi , suit Z Ifl (|ue

oZ - n <ix -¥ podx +- q ôd-x -t- r od'x -(-...

-+- \o } -h l'o </)-(- Qod-y -+ l\od'j- -+-...

-t- V QS -(- isodz H--/ of/'z -«- p od'z +. . .,

il (Ml viciidi"! I'('(]ii;iti(ii)

-t- fî<or-h j
l'ôt/)- 1 (Jrk/-, -,

j
Kod'y^...

:{3-

-T- . . . := o;

iiiiiis DU coiiipiTiul aisi'iiR'iil (jUf

odx ^ dox, od-x ^ d^ ox.

l'I ainsi (les aiilics; de plus, dii tioiivc. par la nirtliudc des iiitriiiatinii

|iar paiMics.

I pd h X ^= p r,X — I dpox,

j ijd- ôx z^ (jdox — dqox ->r I dqox,

1 rd^ 6x ^ rd'ôx — drdox -h d'iox — I d'rox,

cl ainsi du reste: diuic rc(|uatinu précédcnlc se (diaii;,M'ia eu ((dle-ci :

I
:
u - dp ~ d- q — d'r -)-...) dx

j
;\^ dP-^d'Q- d-'W^...)oy

i\) { + 1
•' — drn — </• y — d' ~ . . .)o z

—
I y; — dq — </'r — ...)dx -i- {q — dr -+-

.

+ (P-^/0 + (/=H -...)o.r H- {Q-</H-i-

dy -^ d~'j — ...J o z -(-(/ — do -f .

I.

,i(/oJ"-t-(;- —

.
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d'où l'on tirera premièrement l'équation indéfinie

I

( « — dp + d- q — d^ r + . . .) è X

( B) + { N _ û'P + </ - (/Mt -H . . . ) èr
'

-+-
(
V — (/CT + rf= -/_ — (/' p + . . . ) z = o,

et ensuite l'équation déterminée

(/»— dq -\- d'r—...]ox + (q — dr +...]dèx + (i-~...)d'èx -\-...

^(V-dQ + d'\\-...)or^[Q — dVi-^...)dor^(\\—...]d'nr^...

'r {m — d-/-\- d - p — . . .) z + [-/^ — dp -h...)doz -\-{p— ...] d' oz -*-... :=».

Olte équation se rapporte au dernier point de l'intégrale | Z: mais il

faut observer que, eomme chacun de ses ternies comme p^a dépend

d'une intégration partielle de la Comuile I pdî^x, on peut lui ajouter ou

en retrancher une (juantité constante. Or, la condition par laqu(dle cette

constante doit se déterminer est qu'elle fasse évanouir le terme ywoj- au

point où commence l'intégrale / pdrSa-; il faudra donc retrancher de/? do-

sa valeur en ce point; d'où résulte la règle suivante. Soit le premier

membre de l'équation (t^), exprimé généralement par M, et soit la valeur

lie .M, au point où commence l'intégrale 1 Z, désignée par '.M , et au

point où cette intégrale finit, désignée par M', on aura .M'— M = n pour

l'expression complète de l'équation (C).

Maintenant, pour se défaire dans les équations trouvées des différences

indéterminées ^x, oy, oz, dà.r, r/o v,..., on examinera d'abord si, par

la nature du Problème, il y a entre elles (juelque rapport donné, et les

iiyant réduites au |ilus petit nombre possible, on fera ensuite le coeificienl

de chacune de celles qui resteront égales à zéro. Si elles sont absolument

indépendantes les unes des autres, l'équation Bj nous donneia sur-le-

cbamp les trois suivantes :

/; — dp -4- d- q — r/' /•+... =: o,

N — d\'-h (/' O — r/'R + . . . = o,

V — dm -+- d- /_
— r/\o + . . .= o.
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II.

KxKMiM.K. — Sdil clicrclM'c l;i (diirlir iHMilii^lucliniiic (l;iii>- le \i(lf.

.NdimiiJiiit .<• l';il)S(issc \crliciilc, cl v cl r les deux (udiuiiiccs liurizonlalfs

cl pcipcndiciihiircN rime ii r:iiilre, |;i loiiiiiilc (|ui e\|iriiiic le temps sei'ii

/ yjx

l;i(|iielli' ct;iiit coiiiiJiii'cc il
I

'/.. lin

yjdx'' +- dy' + dz'
L — ~ \

\jX

Cl dilieieiuiaiil par à, suivaul les règles (udiiiaiics des (lillei-eiilialioiis.

ox Jdx- -h dr'' -t- dz' dxôdx
o/. — — - ^= ^

?.X y X ^ X y^
dx- -+- rf»'' -I- dz'

dyddr dzèdz

y'r \^dx' + dy^ + dz'' y x \^dx' -+- dr" -h dz"

ddiic, |i(isaiil, [Kiiir aliici^ci'.

ds = y dx- -h (/)• -I- dz-.

on a

_ ds __ dx _ dr^ _ jlz

?. X y X y X ils y X (/s y X ds

v\ Idiilc' les atilies (|iianliles ij . i . \ , (J cigales ;i /.ei'u.

III.

l'rcmier cas. — Or. si le l'rohlèiiic csl de lioiiver en tieiiéial. cuire

loiiles les ((illllies [lossililes. ((die de la plus vite (jesceute, ou aura eu ee

cas les ('(jualioiis

Il — dp = o, — dV =-- o. — rfcT - o.

43.
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siivoir

ds , dx ' , dy , dz
a -=;— ^ o, — a —z±— ^= o, —a —— = o ;

iX "^
1^X ds \j^X ds y/ X ds

ces trois é(jiiations devant représenter une courbe unicuie, il faut tin'fllo

se réduisent à deux seulement: c'est de quoi il est facile de s'assurer par

dy
le calcul, car la seconde étant multipliée par 2 -_^— et ajoutée à la troi-

dz
sième nuiltipliée par 2 -—

—

-, il vient, à cause de ds'- = dx'- -^ dv- ^ dz'-

.

\Jx ds

dU-^)=o,
\x xds-j

savoir, en dilTéreutiaut el divisant le tout par -_ - ,

1^X ds

ds , dx
d -^— = o.

ix^x
\l
X ds

(pii est la première équation.

Présentement, si l'on intègre les deux équations

, dy . dz
d —^— =0, a -^=— = o,

sjxds \jxds

ou a

dy I dz I

sjxds \a ^'xds \b

rToii l'on lire d'abord

^2 ~ ^'a

'

ce (pii t'ait voir que la courbe cbercliée est Icuilc dans un uiéiuc plan ver-

tical, et que par conséquent elle est à simple courbure. Piuir la mieux

connaitre, rapportons-la à deux coordonnées prises dans son même plan.

Que X soit l'une el / l'autre, on aura

v.>" + 2' — i.
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cl |iiiis(|iif -i- ;= — ' "Il Miii"! cil iiilci;r;iiil , siiiis ajouter <lc ciiiishiiilc.

|(:iicc (iiic je sii|)|)iisc (|iic l'iixc lies .r |)asse par la luiirlic iihmiic

iroii l'im tire

Ja

y 6

,-/-V Jb= l -^ -, y = t ^ , dy =z(lt ^ , (/* = ^dx' + dt'

,

\^a -^- h a -^ h a +- h

cl ciiliii

dy __ \[b dt

y .r ds y/a +- b y .r \^dx- + dr- y a

ce (|iii se ri'ilinl, en pnsaiil , =c, a
ab

Il -h h

dt
y .r dx

c — X

t'i|iiatiiiii irmic cvcioulc ilecrite sur une hase liuri/.oiilale jiar un ccnlf,

iloiil le diaiiièlrc est égal à c.

IV.

Maiiiteiiaiit . si le prciiiicr cl le ileriiicr {Hiiiil Je la liracliisliirliruiic

sont iliiiiiii's, il est clair i|iic. le- coiiiiliuiuccs .r, y, : etaiil invariables

|imir ces points, leurs ilill'éreiices n.r, ov, o;, r/oa-, dor,... seront

luilles. et par cons('(|Uent aussi tous les ternies île rcquatioii (] ; la con-

slante e ilevra donc être iletcriiiincc en sorte ipic la c\cliiiile passe par

les deux |)oinls donnes.

Si le |)reniier point est donne, cl (|iie la liracliistoclironc diii\c être

telle (pTuii corps partant de ce point arrive dans le moindre temps a nu

plan liori/ontal dmiiie, alors M sera nul de Ini-mcme. et l'cipialioii ,{]j

donnera M' = o, savoir

dx ^ </v , ds ,,
.r H r^— y -\—^- z = o,

^x ds y .r ds ' y X ds
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équation qui devra avoir lieu seulement dans le point où la courbe ren-

conti'e le plan; or, ce plan étant donné de position, l'abscisse x (|ni y

répond sera donnée aussi; par conséquent, on aura fix = o, et le reste de

l'équation devra être vrai, quelles (|ue soient ovet <i:-. On aura donc

dy dz
,-^— := O, -^=:— = O, a = a; , b ^ oo ,

y .r ds ^x ds

ce (jui transtorniera la cycloule en une droite verticale. Mais, si le plan

donne an lieu d'élrc horizontal était vertical et perpendiculaire ii l'axe

des V ou des r-, on aurait alors (îv = (), et par c()nsé(|uenl

dx dz
-=— ^o, —^— ^ o.

\/xds \^ X ds

piun le premier cas, et o; = n, et par consé(|ueiil

dx _^ dy

y'.r ds y X ds

p(uir le second; par là, on délerminerail les constantes a et h, et l'on

Irouvcrail que la cycloule devrait être tidic ([u'elle rencontrât le plan

donné ii angles droits.

En général, si. au lieu d'un plan, on prend une surface quelconcpie

pour ternie de la brachistochrone, il est clair que les §a-, ôy, 5c de

l'équation (Cj devront avoir entre elles un rapport dépendant île la

nature de la surface donnée; de sorte que,

dz = 'rdx^Vdy

étant supposée l'équation dillerentielie de cette surface, on aui'a

dz- = Tox + Voy;

donc, substituant cette valeur de o; dans l'équation fC;, on aura

/ a.dx </s \ . ,
/ dy dz \ ,— 4- I -=—

)
o.r -\- —_ h IJ —=:—

] oy = o;
ds y X ds I

\ y X ds y X ds
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(l'i)ù l'on lire srpiiicmcnl

</.! -f- T (/; o cl (/) -f- L (/z =: o,

t'(]ii;ilioris (Hii loiil iiimiailic (\ur l:i siiiriicc |i|(i|mis('c duil imiiiMiis cli-c

(()ii|)('(' il aiij;lcs (Ifoils par la ((iiiilic clicrclicc.

Si la hrachislocliioiic iluil siiiiiilcinciil clic Icrmiiicc par deux suilarcs

(loniiccs (le posilioii, alors pour remplir rciiualioii (i il csl iicccssairc

(Je l'aire scpai'ciiicnt 'M = o el .M' = o, d'oii l'on lire, pour le picniicrei le

ilernier poinl de la eiiiiriie. les iiienies ((Uidilioiis (pi'uii a lr(MiV(''es dans le

cas prcecdciil pour le dmiier pidiil sciileiiieni : on en ((incliii-a donc ipo'

la coiirlic clieridiee sera celle, d'enlre luutcs les c\( lonles |)ossililes. ipii

rcnconlrcra perpendiculaircnieiil les deux snrt'accs |iroposi'es.

Second cas. — Supposons niaiiilenanl ipie la Inacliisldi liiioie diii\e

('Ire Idiilc coiieliee sur une siii l'ace donnée, doiil l'eipiarnni soil

dz -: pdx -+- qdy;

cliangoanl la caïaderisliipic r/eii n. mi aura donc

' àz = po.r + qoy,

e([niili(Mi (pii donne le rappori (jii'il duil \ axnir en iicneral eiilre les

dillerences o;, ov, or. Snlislitiiaiil celle \aleiir de oc dans l'etpia-

lioii li;. el f'aisanl ensuite les deux cdcllicieiils de o.r cl de o >- cliacim

ei;al ii /(to, on aura pour la couil)e tliercliee

, dz ds , dx— pa -r —^ d —-— =; o,

^ xds ^ r '.j-
y X ds

d: dr ,— tjd —= (/ -ni— = o.

y X ds y X ds

(les eipialions revieiineiil au ineiiie. elaiil e(Hiiliiiiees avci rci|uali(iii à

la sniTace </; =/>r/.c -H c/r/v; car, iiiulliidianl la preinii're |iar — '- el la

y X ds



3W NOUVELLE MÉTHODE POUH DÉTERMINER

seconde par '.L"' ^ et les joignant ('nseinl)le, on trouve, après tontes les

réductions,

, I dr— cl — = o.
X X-

Oli prendra donc une de ces é(|nations à volonté, et on la conihinera

avec l'équation dz =^ ])dœ -\- qdx, pcuir avoir la brachistoclirone clier-

chée.

VI.

A l'égard de l'ecpiation (dj, il est (dair (|ue tous les ternies de cette

équation s'évanouiront lorsqu'on supposera donnés le premiei- et le der-

niei' point de la courhe: mais si l'un d'eux était arliitraire, alors avant

substitue, au lieu de o:. sa valeur /j^a'-i- yô y, on aurait les é(|uations

dz dx dz dr

sjX ds \/x ds y .r ds
\J
x ds

(ju'il l'audrait véritier pavrappoi't à ce point. Mais, si l'on avait tracé sur

la surface une courhe à laquelle le niohile dût arriver dans le temps le

plus court, supposant cette eourbe donnée par l'équation

t/r = indx,

on aurait de même
) ^ niox;

et. cette valeur de or étant substituée dans ré(|uation C,. on ferait

dz dx
I

(h d)- \

y X ds y X ds \ y X c/s y .(' ds J

OU liien

{p -+- qin) dz +- dx + m dy =^ o,

éipialion (|ui renfernu' les conditions néeessaii'es pour ijui' la l)ra( liisto-

clii-one l'enconti'e a angles droits la courhe pi()|nisée.
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Vil.

RkmaikjI I, I. - M. I'>lllri' csl le |)iciiiiri ijni ;ii| ddiiiii' des InrilMlIcs

^(Miri;ilc.s [idiir liiuivcr les ((imites (l;ins lcs(|iicll(>< iiiic Idiictidii iiilciitalc

(litiiiicc csl la plus i^raiidc ou la plus |)clil(' rayez l'ouvi'ajic donl on a

l'ail iii('iiti(Jii plus haut, paij;e 33,') j; mais les toi nulles de cet Aiileiii' suiil

ruoiiis l'ciiérales (|ue les n()ti'es : i" paice (]u"il ne l'ait varier (|ue la seule

cliaiigeaiite V dans rexpicssiiui Z: ?." |)arce (pi'il suppose (|IU' le preiuier

cl le (Ici nier point de la conrhe sont lixes. V.w introduisant ces condilioiis

dan> nos l'oruiulcs. elles dc\ien(lront entii'rcnicnt < niirornics a ccdles du

Proldi'uic \' du Traite cite: il faudra seulcUH'Ul inellre '/.</. i au lien de /,.

P O
et ensuite -j-5 -i— • • an lieu de 1', () (/.r elanl i onstani .

ax ax-

VIII.

Ki:m\i»(ji !•; II. - Soit sU|i|)Ose

dy ^= A (Ix, tl\ zz 15 (/x, .... </z — xdx. dx = ^dx, ....

il est ( lair (pi'en suhsiituani ces valeurs dans l'expri^ssion Z, (die prendra

cette l'orme \dx, oii .\ sera une l'onction (|ueic(in(jue aliîel)ii(|ue des

variables finies

X, y, z, \. R, . . ., X, 3, . . .;

taisons (lon(

o\ = N'ô.r -I- no,- + i/'os -I- P'oA -+- Q'oB -t-. . .
-1- cj'oa -+-

//^t^ -•- •.

on aura

âZ = o(X</jfj — o\dx -^ \odx — o\dx H ; =^ "S' dxox -( '- tdx
dx dx

-+- it'dxoy-h:/ dxôz -t- l''(/a ô A -f- Q'dxoB -I-...+ j^^'dxox -f- /' dxoit -(-....

Or,

dy= S^dx,

d-y= B(/.r -^ \d\r.

44
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(Idllc

ddj- =^ dA.dx -h- \o(lx,

od'r = àBdx' -h dAd\r + xiid.rod.i: + Xod'x,

oit ti'(iiiv('i';i (le inèiiK^

odz = dadx -+- xôdx,

èd'z =; d^dx- -h èc.d-x + i^dxo(/x + xod'x.

siilistiluaiit ces valeurs dans l'expression de oZ. de l'Ai liele I. ei ordon-

nant les termes, on aura

oZ = uàx + (y> + l^A -I- iQBï/.ï' -)-... + 573! + y/!^dx + . . .
j àdx

+ (^ -t- QA + . . . H- /a + . . . ) 0(/-x

+ Nâr + V02 +(P(/.r + (J(/-,r + . . . !dA -f- (Q (/.»- + . . .)ciB +.

H- [wdx + x'^''-'^' + • • ) ^5< + { •/.'^'•' + • • • )
^(S

dette valeur de oZ doit èlre identique avec c<'l!(' (ju'on a trouvée |)pécé-

dernmenl; comparant donc les tei'ines allecir's de <)iUx\ ritl-.i\..., on aura

les équations

-T^ = /? -H PA -h >QB dx + . . . + Ma -f -r/^dx + . . .

,

(/ + QA + . . . + /z -f- . . . = o.

La seconde étant diflérentiee et ensuite n^trainhee de la prciiiit're,

on a

7~ = p — d(j -\-
. .. -h l'\ + 0!5 dx - \ do ^ ... -hroa ^ yp dx — xd/-t- . . . = o.

I^a même équation étant mulli|)liée par //-.v et ensuite ajoutée à cidle-ci,

Hiulîi|diee par c/.r, il vient

Z = pd.v -h Vdy^Tsdz -'rqd'x — i/(ji/.v -h()d\r— i/Q(/r-^-/i/': — dy dz +....
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r)i(rcr<Mili;iiil i-i <'ir:ic;ml ce <|iii sr ilclniil, un hiuji. ii causi- ilr

(17. — nil.r -» 'Sdy . v c/? ^ pd- r -f- IV/^v-i-

« — (//; -(- (/</ -)-...;(/.) -( \ — r/l' -t (/-O - .. dy ^ '-j — drz\ -^ dy >- ... (Iz ~ ».

r{|iiiilinii (|iii l'sl (l'cllc-mcmi' i(l<'iili(|iH', cl (|ni iikiiiIic |iiir cuiisccuifiil

i|iic li's (•(iiKiliidis lidiivcfs il l;i tiii de l'Ai licli' I sdiit lrll(*>, (|iH'. si un en

|»ivihI (ItMix à viiluiilc. I;i lioisiciiic s'ensuit tiuiiiuiis m'cessair'ciiiciil.

IX.

Piionr.KMi; II. - licndrc 1(1 Ittrniidc I Z nti inii.iirnunt ou un nniiiiittini

l'ii supposant (pic 7. est une fonclutn (piclcoinpic (il^chntjuc (ompos('c des

(di(jni!f'(i/Ucs .j-, V. z (iver leurs diffi'renccs d.r. dv. dz. d-.T. d-r cl de

1(1 (pidnlitc II = I Z . Z ctarit une diiln fonrlton (d<iél)rupu ipieleoiKpie

des seules rhanf^eantes x, y, z,... et de leurs différences d.r, dv. dz. d-.t

.

d-v

Soi.i ^l()^. — Soit, en (lillcrculiaiil [lai' ').

ÔZ = LoII -1- nox -+- podx -»- ijod'.r -f- . . .-+- Nô ) ^ ['odr -^ Qnd' r -*-...

-t- voz -t~ nsodz -+- yod-z -)-...

ft

oZ' = n' ox -^ p' od.r — q' od-x -r- . . . -^ N'o )• h- ]'' nd)' ^- Q'o</' r -t- . . .

-i- v' z -h Td' odz ^- /' 0(l-Z -~ . . . ,

on aura. |ial ll\ [inlIii'Sf.

ôll — o I Z' — 1 oZ' = / n 'j I ~ podx ~ q'od-x -i-. . .);

donc

ô / Z j 6Z ^=
I
{nox ^ p6 d.r -h tjoiijt -h . . .

)

^ I L I i II' ôx -i- p' odr ^ (]' rul-r -t- . . .).

La pit-niieif partir se réduira, eoiiuiie dans le l'nildeiiie 1, à

I
/( - df) — dq — . . .

' ox -+- /' — d(^ — . . .^o.T ->- q — ... dox -l- . . . .

44.
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A l'égard de la seconde, on la transformera d'abord en

I L y< I { n' X -i- p' ô lix -h (]' ô d

'

X -h . . .
)

— / / L^{n'ôx -h p'ddx -h (j'ôd'x -h . . .)\-

Or, sdil la valeur totale de l'intégrale I L représentée pai' H, prenant

cette (|nanlilé H poiii' constante, la transformée précédente se réduira à

celle-ci

/ MH —
i
l\ [n'ox -h p'ddx -t- (j'ôd'x -h. . .)\,

laquelle se transformera aisément, par des intégrations par parties, en

r «' (h - Cl) - dp" (h - Cl) + d',j' (h - / l) - .
. .1 ov

+ f // (h - /'l) - dq' (n - fh) + . . . dx

+ L' (h - / l] - . . . ddx^....

Posant donc, pour abréger,

« + «' (n - Tl) =(«).

</ + ^'(h-J'l)=(^),

el de même

N + N' (h -
I

l) ^(N),

P+ P' Ch -
^
l\ =(P),

Q + 0'(ii -~j L)=(g),
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riiiiiiiie aussi

ro -Kin' |H — / L| =(13),

Mil ailla, l'ii iijL'iieral,

(D)

)jl^j'[[n)-d(p) + d^q)-...]ox

X.'

-I- [{p!-d{q) -^...]dx-h [(q) -...]ddx-h.

+ [(P) - t/(Q) + . . .] o\)- + [:,Q) - . . .] oVj + .

-4- [H - r/(x) + .
. .] Ô5 + [(x) - • • •] ôf/2 + • o.

(•(jiiatioii iciiiiilc à la t'orinc dr requation A <lii ProliliMiic prccpclt-nt:

ilonr. el( .

X.

CoRoi.L uni;. — Va' serait la iiii'iiir iiit'lInMlc ipTil t'ainlrail sui\ic

si la Muanlitc /. iciit'frniail imc aiiliv fonclidii inlt-yiaic imlélinic

ir=
j Z . l'ii sorte (|ii(

o7/ = L'oll' -t- Il ox -^ p' odx -+- . .

o7." = ii"ox -+- i>"6dx -t- q" od-x -h

-+- )/" oz -t- xs" odz -K y" od-z

n"q)-!- rô./» -^ q"o</^

Alors l'expression "le n
j Z serait aujiiiieiitée de la furmiile
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iii' celte fornuilc se réduit d'abord à

r [(h - Çl] h'
f{

n"o.v + p"o(/.v -h r/"of/^^• -r- . . . )1,

et ensuite a

x^...j;„n
I

H' _ r
(
H - / l") L'I («"Ô:r -H p"ô(J.x- + q"o(l-

en posant H' pour l;i valeur totale de rinlegrale

f (h - tm ...

Par (•onse(|uenl, il n'v aura qu'à augnieuler, dans la formule 'D,, la

valeur de (ni de la quantité

„'_^'(H-fL)L

celle de i fi de la quantité

P" H'^l [U-j L)L

et ainsi des autres.

Il est aisé de voir maintenant le procédé (|u'il iaudrail suivre si la t'or-

uiule Z" contenait encore une autre formule intégrale / Z". et ainsi de

suite.

XI.

Phoblème 111. — Tromer réquation du maximum ou du minimum de

la formule l Z, lorsque'/^ est donné simplement par une équation différen-

tielle qui ne renferme d'autres différences de Z que la première.

Solution. — Quelle que soit l'é(|uation pro(iosee. pourvu (ju'elle soit

délivrée de tout siiine d'intéaration. il est claii' (lu'ei! la dilférentiant

par on pourra toujours la mettre sous la forme suivante :

)(yZ-+-ToZ = «ÔJ»--i-/?ôrf.r-i-...-)- NÔJ--H Vèdy + . . .-^-joz ^ mndz ^ ...:
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(l'dii l'im liici';!, ;i ciiiisr de or/Z r/oZ. I:i v;ilriir «le oZ i\|)iiiiirc |i:ii

«"-' ' I 1'^ inox -y- podx -\- . . .),

6 i 7. -^ 1 tiJ '
1

'-^ ' "o,< + y^o(/.r -I-. . .).

i'!ii siiiv;inl li'> prim ipcs l'Iitlilis (huis le l'inlilciiir |ii rccdciil. mi >ii|i-

|t(iscr;i (|n(! (_i soil hi vjilfiir lolalc de I e^^ , cl l';iisiiiit eiisuilt'

on lidiiM'iM [iiMir l'cxpri-ssioii dr o
|
Z une tonmilc lniil ;i fuit srinldiddc

il l:i loriiiiilc I) ci-dcssii,'-.

Xll.

Sr.oL.ii;. — Les fui'iiiiilcs (jiii foiil l'nlijcl dc> deux Pidldciiics |irccc-

dciils sont Miiiiliiu'iics il ('(dlfs (|iir M. I.iiIit ;i Ii:iiIci's d;iiis Ir {iKijiil ii- III

de son oii\raa;c sur (cite iiialii'ii'.

Le icclcui' (|ni sera ciiriciix de coiiii):!!!'!- ims suliilidiis avi'i- ctdlcs (|iif

ce savant Aulciii' a Irouvccs |)ar iinr mclliodc dilVcicnlc \ciia i|irillts

s'accordcnidans les n'-siiltats, eu a\anl fi;ard ii ci' iiirmi a dii dans l'Ai-

licli' VII ci-dcssiis. Au l'cslc, .M. IùiIit n'est pas allr plus inin cl n'a point

examine les eas oii la t'onnnie Z depeiidi'ail d'une i'(|ualinn dillereiiliidle

d'nu ordi-e pins eleve. Le (iorollaiic suivant ne laissera |)lns lien ii desiicr

sur ce sujet.
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XIII.

CoHoLLAiRE. — Supposons que dans l'équation ditlerentiellt' proposée

il se trouve des difîérences de Z du second ordre, de sorte (pi'en ditfé-

rentiant i)ar o il vienne

d- Z -I- Tô</Z -h UqZ = nSjt- -+- podx +

Je conimence par mettre la caractéristique d avant la caracteristiqui' o;

ensuite, je multiplie toute l'équation par une variable indéterminée y, ^^\

j'en prends la somme, en alléctant les deux memlires du signe
| : après,

je transforme le premier membre

/' '.d-^1 -+- aTf/oZ -t- aL'ôZ)

en

</.dol + (aT — dx)à'l -i-
^
[aL ~ d [x\ — dy.)]oZ,

et supposant y tel (|ue

a U — </ ( a T — '/st I
= o,

j'ai l'équation

1-', y/y — d c. ^„ ' r, ,
-I

dùL ^ Z = -
I ( « .r -*- /< rf.r -1-

. . a ;

y y. J

d'où l'on tire aisément

dZ=^ e'-^^ I i i nox -^ podr -<-...) y,

t. t

T' étant mis pour '—; et enfin
'^

y

rî ( Z= / e'-^'^' I
-— i ( no.r -h pàdx -h. . .]y,

formule qui est dans le cas de celle qu'on a traitée dans l'Article X.

Par des procédés semblables, on trouvera l'expression de o
|
Z lorsque
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Z sciii (loiincc pMi- uiir ('(iiniruiii diUciciilicllc (lu tioiMi-mi' ordic et

Il flclii, cl cclli' cxidoMiiii s('r;i toujouj:! sus(i'()lil)li' <lc l;i inclliudf

\|)li(|U('i' dans le Prnidriiii' II.

\l\ .

KioAiAHgi i;. — L'('(|ii;itinii de cundilidii

a li — </ ( a T - (I y. o

est du second (iiilic, cl lie pciil cire iiiléi;ree i|uc dans ccilains cas parli-

eiiliers; niais imlre soliilion n'en esl pas moins i;cnciale, car. [xinr didi-

vi'cr re(|ualion du inaxliiinin nu du iiniiiniiiin de riiiciuiinie y. il ne

laiidia (|Uc la ((unliincr avec la pieccdcnle |)ar le iiio\en de |)liisieiiis

dill'ci'ciilialioiis iciici-ccN : il iTv aura de dilliciillc ijui' la ImiLiiicui du

ealeul.

XV.

Scoi.iK. — Il csl ( lair (|iic la iimIIumIc du ( .oicdlairc |u-ci-cdciil siillil

|)iiui- dclei'iniiiei' les niaxiina cl les niiniina de IimiIcs les Iniiiiiiles iiilc-

i;i"dcs iinai;iiialdes; car dciKilaiil |)ar II la loiniiile propo-ce. il sera lou-

joiii's possilile d'e\|)iiinci' Il par nue eciiarnin dillcicntiidle ipii ne icn-

l'ernie iinciin sij;iie d'iulcmation : ain>i l'on aura, en dili'erenliant |kii- o.

une iKuividic cipialion (]ui coiilicndra '] Il avec ses di Ile renées dnW

cl l'un cil lircra l'expression iiilcgiale de c?ll. cl par consc(|iicnl l'ciiua-

li(Ui du niaxiniuni ou luiniiniiin par les rèijles eiiseii^nees.

Ai>I'i:m)I('i: I.

l'ai la inclllode (|ui \icnl d'eire cxprnpiee on pelll aussi ( liercller le>

inaxiina cl les inininia des surfaces coiiilics. d'une niaiiii'rc pins iicnéiale

(pi'on ne l'a (ail jnscpi'ici.

Pour ne donner là-dessus (ju'un exemple Ires-simple. sn[)posons (]u"il

failli' Irouver la surface ipii esl la moindre de lonles cidies (jni ont un

niciiic périmètre donne.

1.
. 45



354 NOUVELLE MÉTHODE POUR DÉTERMINER

Avant pris trois coordonnées rectangles .r, y, z, et la surface étaiil

supposée représentée par ré(|uation

ch ^= pdx + qdy,

(in lionvera. |)our l'élément de la (luadrature, dxdY\ i -\- p^ -h
(f-

: par

conséquent, la surface entière sera égale à

/J'
dxdy ^\ -h p' -^q-.

oii les deux signes f i uiar(|uent deux intégrations successives, lune

pai' rapitort a x et l'autre par rapport à y, ou reciproqueuienl. On nura

donc, suivani notre méthode,

/
I

(/.rf/)y I + p" -+- fj- = o,

ce (|ui se réduit d'abord à

/'
fo (dxdr^T^^:^) ^ f fd.dr £M±£â.=o,

en dilférentianl e( eu supposant d.i\ r/v constantes. Or,

'dz\ l dz
l> ^)' '^^\</r

donc
dôz 'od:

^/^= 1-^7) = lis-'' '"'^\wr^
d oz

~d7-

(loue

r
/'• m\ij-'-'-'7

'i
do:

dr
V
IH- />= -4- </' \ "^ / .

'

.

'

V' ' + P' + V'

.Maintenant, comme dans l'expiession (~r-) ri'o-- exprime la dillérence

de or., .1 seul étant variahie, il est clair iiue pour faire disparaiire cette

différence, il ne faudra considérer dans la formule

II
</.idy

V +/''+'/ ( dx )
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i|ii(' riiilc^riiliiiii rchilivr ii .»; soit dduc |)iisi' riTil('!;f:ilr

I'

:»;)o

/dx~_ ''__. i'^f']
V i -h p' + q' ^ u.r >

oii .< si'iil \;iiif, il csl t'ucilc ilc lu li'Mii.sl'uriiiri |i;ir (lr> iiili'i;i;irMiiis |(;ii-

pallies en

<•(• (|ni se icdiiil. cil s|i|)|)iisaiil li'S |iriinicis cl les dcinicrs r «lniiiics. ii

./
V
n- /> ^-

(/

la (lillérciilicllc de claiil [irise en \aiiaiil sciilciiiciil i . Snil,

\ '
-^ y' -^ '/

[luiir aliic^cr,

- . ^ P:

V ' -^ /' ^ <l

un aura, en iiiiilli|iliaiil [lar dv cl iiiléj^raiil de iHiiiveaii.

/ f/ s

m. rc iini esl la iiieiiic cliose

//' , p I
iloz

vdv -__^':=— —
\i -^ p- + q- V "-^

IV

On truiiveia Av iiniiic eu n'avaiil éijard tiii'ii la vaiialiililc de v e|

posant Q pmii-

V I -h />- -h 7"

/-#^(f)---/"-(^)- -/"•(S)-

et

</ô;

j/'^"":rrfKjp(';;^)=-jï'^-M^)^=.
45.
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Siihstiliiîiiilct's valeurs flans l'équation ci-tlessus, elle deviendia

-//""•• (s) -(^y;

laquelle devra être vraie indépendamnienl de oc; on aura donc eu géné-

ral, pour tous les points de la surface eliei(diée.

dP\ /(/Q\

ce qui montre (|ue celte quantité

Vd) — ()(/x, savoir
pi/y— (](lx

doit être une dilléreutiidle ((uiiplète. Le pndjlènie se réduit donc a clier-

cheryj et q par ces conditions (|iu'

dx
. ndy —udx

pax-hqdy el '
'

v'' +/>' + '/•

soient l'une et l'autri' des dillérentielles exactes.

Il est d'aliord clair (|u'on satisfera ii ces conditions en faisant p et (j

constantes, ce (|ui donnera tin plan (|uelcon(|ue pour la surface cherchée;

mais ce ne sera lii qu'un cas très-particulier, car la solution i^énérale

doit être telle, que le périmètre de la surface puisse être déterminé à

volonté.

Si la surface cheichee ne devait être un miinmuiu (|u'entre Icmtes

c(dles (|ui forment des solides égaux, alors, zdxdy étant l'élément du

solide, il faudrait (|ue la toiiuule / / zdxdy demeurât la même pendant
* t.'

(|ue l'antre, la formule / / d.rdy\\ -\- />'-{- f/- , varie: on aui'ait donc ii

la fois les deux éduatious

UJ='
-(/.<(/)') =^ o el o\ I j dxdy \/''i -i-

i>-
-h (j-\ =o.

savoir

Qu'on nnilliplie la |)remière par un coelRcient (|uelc(in(|ue /, et qu'un
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l'ajuiili' a la .sccuiidc, tm aura

;{o7

/T"'"' '-(»)- C^)
h--

il'iiii l'on lii'i' ri'(|iialiuM gciicrali'

(|in aura lieu Inulcs les l'ois (|iic

'\' -h l,.r ),/)- ih/.r

scia une (lillciciilifllr ((iiniiliic. Dmic hi (|iirsliiiii siTa iriliiili- a ( lii-i-

i\\i-i- p fl (/ |»ar iflli' ((iiujitiim (|iic. /x/.i ^ <f((v rlaiil une iliUficiirniJi

exacte,

pdr—qdx

v'
'-+-/»•' -^7'

en soit mil' aussi.

l.'iMUialiuii (Ir la splii'ic csl fil iiciicral

(z — a)- -+- (y — hf -(- {x — cf ^ i\

Cl' i|ui (Idiiiic

. (,) — b) dy -(- (.r — c)dx

s;r' — [y—by — [x—cy
(loue

(loue

X — c

^ r' ~ . r — hy — {3

jid) — qdx ,
,

'/

-h
y,r^^',y— hy- <x — cy

I
, \ 1 1 , l)dx — cdy

h A xch — - )(/.»' ^
r I r r

(|ni est une (liircrciilicllc romiili'lc si

ApiMONDua: II.

Suit |irii|i(isc (le li'()u\e|- relui ireiilie tous les |Milvt;ones i|iii (Uil un

nombre donné de colés douiies, don! l'aire est la plus grande.
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L;i iiK'tliode de ce Mémoire est aussi applicable à ces sortes de

(juestions, car soient v une ordonnée quelconque du polygone, et .r VaU-

scisse l'orrespondaiite, on aura pour l'élément fini de Taire

(r+~ch)<f-

comme il est aise de s'en assurer par l'inspection d'une tigure fort

sim(tle: par conse(pient l'aire entii'i'e sera

/(r+^^v)^/-'

Donc, suivant noti'c méthode,

oï
/
(r + -dy] d.r\— j\{dr)djr^ ~{^dr)d.r -f- (.)• -f- ;^</r)or/.r

Or, clKupu' cote du polygone est en général sda- -h cly- : donc on aur;

, , =— d.rôd.v -h d)dd)-
\ a.r- -+- dy- =

.

= o,

c'est-a-dire

et

yi'dx'' -+- dy''

dxo dx + dyôdy = o

drodr -^
oda

dx

substituant cette valeui' de rîr/.r dans l'équation précédente, elle devien-

dra celle-ci :

f
, ^ /

I ,
)(/) l d} , , ,

</,r ) -f-
I

- ilx — —

~

y— ] 0(1
2 UX 2 UX 'A = "

Qu'on mette au lieu de ndy son égale c/riy, et (pTon fasse, pour abréger.

1 . ydy 1 dy'

2 dx 2 (Ix

on aura la i'oiiuule ;r/ov qu'il faudra intégrer par parties, atiu de l'aire

disparaître la diU'érence de ov. Pour cela, je remar(|ue (|ue dans le cas

des dilTerences tînies on a

dizèr) = rfzo»:-(- zdèy + dzdèy^= zdoy -h dzlôy-i- doy).
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cl. fil tJ<'iiut:iiil |);ir o v Ir li'iiiir (|iii suit o v,

d{zoy) =3 z(/o}- -H ilzoy';

zoy I Z(t')f -
I

i/z'j)'.

I
zd'jy zoy - / ilzoy'

,

on, ce (|ui t'Sl l;i iin'inr chose,

/ s(/Q)r-30)- — / (J zoy,

(/ z cIkiiI le Iciiiic (|iii |ircci'(lc r/z cl (|iii |i;ir c(>iisc(jiicril c>l i))nlti|iiic

|t;i|- or: siilisliliciill ces valeurs ilaiis rciiualioii ci-ilcssus. elle (|c\icn<lr:i

zo)-h j
</.r — (l z 6) =^ I).

Siippiisoiis (|ne le |t(ilvi;'Oiie c(ui|ie l'axe cii deux |iiiiii|s. en snric ipic

le premier cl le (lernier i soieiil nuls, anssi linMi cpie leurs ililleicnccs o \ :

le Icrnic r o r (|ui est liiu's du silène | disparailia. el l'un ama simplenicnl

J'
Ix — d z\or

^

( ( ipii ilonncia en j^cuei'al

dx^dz ---

c est-a-ilire. l'M inlci;ialll,

rt j= .r — ' 3 =: x' — z =- X -f- dx , I
,

»</) 1 </)•-

X -h ax - - </x -^ •

-I- - ——
2 dx • (/.»

iniilliplianl par f/.r el rédnisanl. ou aura

adx-=^ ix -i- - dx\ dx h- (
) H— d)\dr ~ - il ' x-) ^— d i ) = );

et iiitéstrani de nouveau.

.>.«.r H- ( ' — X' -¥-
)

é(]uation d'un cei'cle doul le ceiili-c esl dans l'axe des .r: (loue ou voil
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(|iie le polygoiif cherché doit être tel. (ju'il puisse être insctit (Unis la

deini-circonteieiice d'un cercle.

Si la base du polygone était donnée, alors il faudrait (|ue le derniei- ^x

tVit égal à zéro; oi-,

l'fJ)dor
"" = -./ ^ZF"-

il laiidrail (lune i|ue la valeur totale de I

même temps (pic celle de

drdrj y

d.r
tïit euale à zéro en

est aussi égale à zéro. Pour cela, soil la première formule mulli|)liee par

un coeiricient indéterminé X-, et ensuite ajoutée à la seconde, on aura

donc, taisanl

, (/)• I
,

rdy I dy-
h -. h - dx — -p ,— = :,
dx 2 dx 1 dx

on parviendra comme ci-dessus à l'eipiation

rt = .r -(- dx — s

,

(|ui M- reduil. en multipliant par d,i\ à l'équation

a dx ^ /, dy ^— d ' x-) -f— d{ y-
),

2 2

dont i intégrale esl

/>= = /o-f- - X',

é(piatioii d'un cercle en gênerai; d'où resuite ce théorème, que le plus

grand polygone qu'on puisse former avec des côtés donnés est celui qui

peut être inscrit dans un cercle.

M. Cramer a démontré ce théorème syntliétiquement dans un Mémoire

imprime parmi ceux de l'Académie de Berlin, année i-3i.

Si l'on vent ipie les côtés du polygone ne soient |)as donnés cliacun en
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|(;ic(i(iiliri-, mai^ sciilcriiciit Iriir sdininc, (•'•st-ii-diri' le |iciiinclrc du

polvi^oiic. lin l'i'iM si[|i|)l('iii('iit cijîilc il /.cio l;i (lillciciK r de l'iiilt'-

i;i;Hc / \ (/.i- -h (/y- . ce ({ni (l(nnii'i"i rc(|n;ilnni

dx -+- dyody
o,

l;i(|indli' di'\r:i avoir lieu t-n iiicnii' lt'ni|i.s <|nr liMinatinn dn niaxiinnin

/ d.voy 4- dxody +- (.)' + - dy\ odx =- o.

Mnlli|>Jiinil donc unr (\i' rcs ('(pialion^ |iar un coclliciciil indclcrniinc k,

cl les ajuntaiil cnscniMc, on aura en i;cncral

^ r

y^dx' + dy^J \ '-' ' ^dx--\-dy-^

Soil supposé

. , /,dy
- dx -f- ^ •-

'
V (/•^' -h dy^

I
,

/r</x
•I y + - ^/i- H—^_ _ ^ = «,

'
v/«^^'

-•- dy
on aura

I
(
dx )

-(- z (/) -i- MO (/a.) = o

,

é(]nali()n (|ni se liansfiu'iiu' pai- la dk'-iiic inclhode (pu' ci-dessus en

iO)-f uox —
I

[{dx — d'z)oy~ d'uox)] =o,

ddii l'on tire

dx — d'z ^ o cl d'il = (1
;

on aiM'a donc, en inlcyranl.

cl

JT — 'z = (i, savoir x -+- dx — z =^ a,

'« = h. sMvoii- u = b,

c'csi-it-dire. en suhsliluanl pour r cl // leurs \aleiirs.

1 , kdy
x -\ dx — —

2
y dx- -4- dy-

I
,

lidx
,

a, y •+ - d}- -\ — = b.
2 ^/(/^3 _^ (Iy2

46
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Qu'on nuilliplie la piemière par dx et la seconde par dy, et qu'ensuite

on les ajoute ensemble, il viendra

ix H dx\ dx H- (
)• H dy\ dy = adx -+- hdy;

et, en intégrant.

- X- H— )- = ax -+- liy -+- i\

<'(|ualion d'un cercle en général. Qu'on rejirenue les mêmes e(|ualions et

(|u'(ui les carre, api-és avoir ti'ansposé les termes jt -\— dœ et y-]— ((y,

on aura

f'"dy' [ I . y 1,'dx' I, I ,X dx t -,--
-,
— =: {h — y (/)

dx' -+- dy- \ ' ^ / dx- +- d)

<'es équations étant ajoutées ensemlde douneni

!,-:={((— X dx] +(/(—)• H

—

d]-

-+- b- — -ynx — 2 by -+- x' -i- j'' — (rt — x)dx — (b — J-)ilr -h y dx- -+- j dy4- ^4"-'

: ^,3 -4- /,• -+- r- — y dx' — 7 (/)',

4 4

a cause de

X- -(->' — ffix — -y.by^ r' et (a — x)dx -h [b — y) dy = - dx' H dr'

donc

y f/.r- -f- dy' = a
v a- -h b^ -f- r- — A'

,

ce qui montre que tous les cotés du polygone doivent être égaux entre

eux, el que par conséquent le polygone doit être régulier.

A l'égard des termes zoy, u5x il est clair que ces termes disparaîtront

d'eux-mêmes, si l'on suppose les premiers et derniers x et y donnés;

mais si, la base du polygone étant donnée et étant égale à c, l'ordonnée y

qui y répond ne l'était pas, il faudrait taire u = o et z = o. lors()ue

,r = c; on aurait donc /> = o, c = a, et la base c deviendrait le diamètre

du cercle circonscrit au polygone.
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APIM.ICAlKiN 1)1. I.A MiniloDK

i: X iM ) s !:
!•; dans i.I'; m k.moiu i; !"iu:(:f:i)i-;N i

V 1 \ -«<ii riiitN in:

DIIFKIIKMS IM{()|{li:Mi:S \)\- nV\\)ll()l K.

[iMisicllaiira 'l'(iiiriiifii\i(i , I. 11. I7(')(i-I7('n .

M. lùiliT. dans iiiir .\(l(Iili(iii ;i suii cxccliciit (iiivra^f (|ni a |i(nii- tilir :

Mclliodus iincriicndi lineas cuixas nia.iinii niininiivc proprulalc ^au-

(Ir/ilcs r snc sohitio l'rohirmalis isopeiime/rici lalissimo scrisu dcccpli

,

a (IciiKinlic ce principe iiuc, ilans les liajccldiics (|iic des roips (It'i'iivcii!

pal' (les l'ori-cs centrales, l'intéi^rale ilc la vitesse, ninlli|iliee |)ar l'ele-

ineiil (le la conriie. fait toujours un niaxininiii ou un miniiiiuni.

.le me propose ici de iiénéraliser ce même principe, et d'en l'aire \oir

rusa;;c poiii' res(unli'e avec i'acilite tontes les (jnestions de i)\nami(pie.

PmNc.d'i; ciiMiii M-. — Soient laitl de corps (pion roiidni .M. M . M

(jui agissent les uns sur (es aiilrcs d'une nuuuèrc (pwlronqiw. et 'pu soimt

de plus, si ion rcut. d/u/nes pur des forces centnilvs propoitujnnellcs à des

fonctions (piclcoiupu-s des distances : (pie s. s', s' dénotent les espaces

parcourus par ces corps dans le temps t. et (pie ii. ii . u soient leurs

ritesses à la fin de ce temps : la firnuile

M / uds^ M I ii'ds T- .M
j

ii"ds" ~...

sera tou/oufs un nut.eimuin ou un nnininuni.



366 APPLICATION DE LA METHODE PRECEDENTE

Problème I. — Troiwer le mouvement d un corps M attiré vers tant de

centres fixes qu'on voudra par desforces P, Q, R exprimées par des

fonctions quelconques des distances.

Solution. — Coiiiiiic il n'y ;i ici (iii'uii seul coips M, la foiimile (|ui

doit être 111) niaxiimim ou un iniuiiiiuui sera simplement M I uds: ou

aura doue, suivaul la méthode ex|di(|uée dans le Mémoire précèdent,

l'équation

nU\
I

i((/s] =o.

ou. eu divisaul par M qui est constante,

1 1
iids\ =^ <).

Or,

d{uds) = MO (/* + ô II ds

;

donc, changeant l'expression 5( / uds\ en son équivalente / ^(uds),

comme ou l'a enseigné (Article 1, Mémoire précédent), on aura l'équation

I {lidds -h ^11 ds) := o.

Soient />, «y, /•,... les distances du corps M aux centres des forces P, Q,

R,..., ou aura, comme tous les Géomètres le savent,

— = ronsl — / {?<//) + Qd(] -+- Hdr + ...);

donc

uou = — / {Pdp -+- Qdq -+- Rdi + . . .
j

= — / {dVdp-h Vodp^oQdq-^Qodq -h oH dr -h Rôdr -h . . .)

ou en changeant odp. <idq. odr eu dnp. doq, dor...., et intégrant
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\>nv parties les Irniirs V<lni>. ihinq, Hr/'7r

;/ d M = — I* /; — o (/ — |{ /• — . . .

' / 'jV dp - d r ofi — o O ,1,1 lin 'j q ^ |{ ,/, _ dïKor -^ .. .).

Or. |);ir livimlliôsc,

Pz^Coricl /', O - t'dll'l. (/. M - lullil. /,. . .;

un liniiM'iM donc, fii diUiM rnliiml.

oP r/P oQ (Ui oH
(/J«

j)
(/f>

oq tlij or dr

i'\ \).iv (•onsi'(|ni'nl

nVdj)- d\'dj) o, ôQf/iy - f/Oory ^ o, oHi/i (/H ']; ^ o, . . . ;

donc

iioii = — Vop — Qoi/ Ko/-— ... et oinfs ^^ — \*dlop~i)i/t6q \\t/i'jr

II

iMi nicltaiil an lien de ^ son «'t'aie i/l : donc rc(inalioii ci-dessns se clian-

"(Ta en ctdle-ei

(A) / [iiods — V dl 6j) — Qdtoq ~ |{ <// o /—...);= o.

Il tant Hiaiulenant eii ère lier le lappoil (|ne lesdiil'éi'enecs ô/J. oc/. ';/•

Hds oui entre elles, ee ipii se t'eia diliereniinent selon les ditreicntes

sortes de eoonionnées (lu'oii emploiera [)oni- icpri'seiiter la tiajecloiie.

Et, preinil'reinent . soient prises trois coordonnées l'eetauiiles .v. y, z:

on aura

ds =
Y
dx' -+- dy- -*- dz-;

pai- eonse(pnnt.

ods
dxodx -4- dyody + dzddz dxdox -+- dydoy -+- dzdoz

ds ds

en clianii'eant or/.r.... en c/o,r....: donc

/' ,, l'/itdx,^ '"''J- ""'-
I- \

I tiods z^ I
—-— dox -\ r- ao y -" do z 1

•

J J \ (ts ds Us j
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Qu'on tasse flisparaitre dans cette expression les différenlielles de ox,

0)'. or- par la inétliudc des intégrations par parties, [)ratiquée dans le

Mémoire précédent, on aura la transformée suivante :

r . ,
r j ,udx ^ ,udr . .udz .. ^

J
«-/^^-j V'^ir°'^'^~di<'-^'^i!r'')

Il dx ^ u dy ., Il dz ^

ds ds ds

Il ne s'agit plus (jue d'exprimer les difïerences o/j, oq, 5r. ... par les

5 r. 5r, §s. Pour cela, on cherchera les valeurs analytiques des lignes /j,

q, r rapportées aux coordonnées a?, r, z, et on prendra leurs difTé-

rentielles en mettant o pour d. Soit supposé, en général,

dp — L dx -h I dy -h Idz,

dq = M dx -I- m dy -+- a dz ,

dr ^= N dx -+- Il dy -+- ydz;

il est clair (pi'oti aura aussi

op =z L dx -+- l oy -+- 'i.nz,

ôq =^ Môx + inoy-h u.oz,

or =^ N ox -+- n oy H- voz.

Donc, si on t'ait, pour abréger.

PL ^- QM -+- RN = D,

P/ -t-Qm + \{n =js,

PX + Qy -f-Rv = ^,

on aura

Po/; -t- ()oq -1- Rô;- -t- . . . ;= Ilox + roâ )• -t- ^ oz.

Faisant toutes ces différentes substitutions dans ré(|ualion (A), elle

deviendra

,.,!-/[
, « dx dlUx
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i'(|uali()ii (|iii doit :is()ii lien, (|iH'l(|urs \ali'iirs (|U()ii .sii|)|)iim' ;iiiv dillc-

lenct's oi-, \', oz: c'csl iKniicjiioi l'on li-i;! les trciis ('(iiuilions suiNiinlrs :

d —j (-!!<// = o,
ds

d —, \- mdt z= o,
(Is

, 'udz ...
,d —, 1- 'h dl = o.

ds

ir sont ct'S ('(pialions (|ui sci'vii'Diit h drlfiiiiincr ht coiiilic dcci'ilc |);ii- h-

r()r|)s M cl sa vitesse ii cliaiiiic inslaiit.

Si on iiii'l <// an lien de — i (|ir(ni nnilli(ili(' \:i |HTniii'i-i' ('•(|nali(in [lai-

il.t
1 ,

'/'
I

... i/: . ...
-r- ni sfCdiidc iiar -^ • In liiiisicnn' par -r- et (in ensnile mi es inte^ie.

on ania

dx—T". = rt- —
I M d.v, —^ = h- .— fr^dr. ^=r=-f^ld::

d'où l'on lire, en cinissaul d/ el extra\aiil la racine cairee

dx (/)

\a' — fïld.r ^li- —J'mdv
dx dz

sn'-fUdx y,c-—f^d:

équations oii les indcterniinces seront sejiafces si II ^toini..)

57= fond. )-, M = ibncl. :.

II.

Hf.\ivi',()I I.. — Onanl aux termes

Il dx , Il d) Il dz—
-,
— ') .r 4 7^ o ) + —;— d ;

lit ds • d.l

on ponria se dis|ienser d'y avoii- ej;ard. en sn|>|)osant (|ne les deux extré-

mités de la trajectoire soient données de position, eai- cette Mipposilion

^7
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fera évanouir les premiers et les derniers (^x, Sv. or, et par conséquent

aussi tous les termes en question. {Voyez l'Article IV du Mémoire précé-

(Icnl.)

m.

CoKuiLiiHE. — Imaginons que le mobile M sollicite par les mêmes

forces P, Q, R,... soit contraint de se mouvoir sur une surface courbe

donnée par ré(|uation dz =^ p dx -\- q dy : en changeant d en o. on aura

o; := pox -\- qnv: substituant cette valeur de nz dans l'équation 'H , et

faisant les deux coefficients de $.r et de îv chacun étjal à zéro, on aura

lieux é(|uations

~di

.luh

Il d.i'

udy

dt\fJ = o.

lit q

qui. avec 1 éipiatioM donnée

dz ijdr.

suHiroiii poiii- résoudre le Problème.

IV.

Al TRE soLiTioJV. — Qu'on prenne, à la place des deux coordonnées

rectangles x, y, un rayon variable x (|ui ((Uirne autour d'un point fixe

dans le même plan des T et des V, et dont la position ;i cha([ue instant

soit déterminée par un angle o. Conservant la troisième coordonnée r,

qu'on imaginera élevée de l'extrémité du rayon x perpendiculairement

au plan de l'angle o, il est facile de trouver (jue l'élément ds de la courbe

sera

sjx^'do^ + dx' + dz';

ainsi on aura, en dill'érentiant.

f'doodo -h xdo^ox -\- (Il iili
ods ^=

dz o dz

ds

x'dodèo -+- xdo-ox -t- dxdox -+- dz doz

ds
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Mctlant (Idiic celle v;ileiir dans lii fnrniulc iniéçrrale / i/<^ff<:. el faisnni

(lisparaitrc les diUereiilielles <le oo. oi . or par la voie didinaiie des

iiiletii'alKHis |)ar parties, un aura

/ , , / , (IX (i'i ^ / ,ii(lx tixdo^x , ,iii

I Kotls -- ~
I \ </—i o-j -f- (I —, —;-—

1 or -I- « —
' / (Is ' (l.s fh / Il

iiclz ,

7-02
Is

ux'd-^ , 11(1.1 , udz ,

H 5

—

-00 + —,-ox -i .— oz.
as fis Ils

Apri'S la siilisliliilidii de cetli' valeiii'de 1 1/ u i/s dans l'ecpuiticin ''A;

de l'Aitiele I. il n'v ania plus (|n';i lediiire les dillerenees op, nq. or,...

an\ dillerciues î^x, ôy, ôr-. Pour cela soil siip|)(tse, en j'encrai,

z^ dp ^^ Ldx - / (/y + '/ ilz.

dq =: }Adx H- nulo -t- y. (/à,

dr = N </x -1- « do -1- v (/s

.

(in aura de inenie

dq ^^ Mox -(- «('J'y -K y.os,

Ô /• = N Ô X + «00-1- V 2 .

Donc, si on l'ait les mêmes suppositions (|ne dans la solution précédente,

on aura aussi

Pàp + Qoq -t- l{ -5 / — ... = IH.r ^ moo ^ ij'^''-

cl l'eipialion (A) (le\ienilra enlin

- I
(
</

j
— + mdt

) 00 -(- ( (/ —7 -7 h\\dt\ àx

iC)
, M dz

r/s «,ï (/.î

Maiulenant. si on suppose, connue dans 1" Article II. (pn' le jirernier et le

dernier [toint de la liajecloii'e sont (humes, il est clair {\\\r les 00, o.r,

02 (pii V répondent ser(uil nulles d'elles-nn'mes. et (|ne pai' consecpnuit

47-
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les trois premiers termes de eette équation le seront aussi. I)(inc, pour

satisfaire au reste de l'équation, indépendamment des difl'éreuces indé-

terminées fîtp, ^.r, ^z, on Fera ehacun de leurs coelTicients égal à zéro,

et l'on aura |)our les équations générales du mouvement du ((ups

, ux''do
,

a =

—

- -i- mat = o,
as

, Il d.r ux d<s- „ ,

il —, j-^ -hll(/t = o,
</s fis

I
"ff~^ II- ,d~ 1- 4 (// = 0.
ds

us
Qu'on nubile dans ces e([uations dt pour — et (|u"ou inti'gre l;i |preuiieie.

Xùl'.

ds

II

quès l'avoir uuiltipliée par ~j~-^ <>n aura

ddii l'iui lire

dt :

y/2«- — T fwx-d(i>

substituant cette valeur dans la seconde équation el t:iis;uil. [loui

abréger,

t/art' — 2 1 rsx-d'^ = U,

on aura

Vdx U(/ç Ux'do
o,

x'do X

ou, eu mettani )' pour -.
' X

— d—~ Uyda + -r,
—- = o,

ce qui donnera par la diilérentiatiini, eu reg;irdant d'^ connue coiisl;nU(

d<f
et nuiltiplianl par -rj-^

dV , ,
II</û'

''')• rr''y— '''?' -•-
.,,

'- =".
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— d-y— yd'i,^ H p • rf'j= i= o,

l'ijUMlKtii roiisli'iK itlilr iliins plusieurs eus par llciilici's.

/;
Klltill. I;i linisiiMIlr i'i|li;iliii|l ctlllll mil I liplicr j):il " rt ciisiHlr illl

t;ii'i', (li'vii'ii(li"i

2 dz'

IF A' f^Vdz,

d'dii l'on lirci'ii l;i vjilcur ili' r//. lacuiclli- chiiil ((iiiiparoc à ccllr (|ii'nii ;i

li'Diivi'r plus liiml riinrnir:! r('(|iiiiti()n

?./>'— ?/4^V/3 U)-

C.or.oi lAiMi:. — Si le coi'ps ('tait oMii^i' de se iiiDiivoir sur mit- siirt';i(c

foiirlic (loniicc, alors i'a|)|)or(iml cfllf sm lace aux Irois \arialilcs .1 . v. ;.

l'I la supposaiil cxprimi'e par r('(Hialioii

dz - pd'^ -+- q dx,

on inclliail ilaiis r('(|iiatioii (^ pn'j -^ q<).r au lieu de oz. eiisiiili- mi

eiialeiait ;i zéro les coellieieiits de '7,t et de 0-^. et l'on aurait

, ii.t-d'^
d—3

—

- -(- ro
ds

'/'^('/^ + 'r'/')/' ".

H dx iix d : .udz

ds ds
n,//+ ('/—^ +ndi) qr=o.

M

Ui:m\H(ji i; I. — Nous avons suppose (|ue les toices 1',
(J. |{ étaient

eoinine des t'omtions (]iiel(on(|iies des distances /i. y. /
: («peinlaiil il
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e.st l'iicilc (le démontrer, par les principes de Dynamique, que les équa-

tions trouvées sont générales pour toutes sortes de forées accélératrices,

el l'on (teut d'ailleurs s'en convaincre par cette seule raison (jue les

équations dont il s'agit ne rentéruient point la loi suivant laquelle les

forces P. Q, R,... croissent ou décroissent, mais seulement les (|uantités

et les directions instantanées de ces forces, comme il est aisé de le voir

en substituant pour II, 57 et H leurs valeurs. Au reste, à examiner les

solutions précédentes, il est évident que l'hypothèse de

P=lonci.y^ Q = tond, ç, K = touct. r, . .

.

• •

ne serl (lu'à rendre éi>ale à zéro la formule intégrale

/ [dV(/p - dVdp + oQ</ç - lU^oq + o\\(h- d^fîr. )
Or, pour cela, il sullii'ail que les (|uanlites P. Q. 11,... eussent entre elles

un rappoi't tel que

oP(//; — </Po// + oQrfç — (/Qd^ -(- oRf//— f/R f5r -I- . . . = o;

soieul donc P, Q, R,... des fonctions quelconques de />, q, r le ^orte

(|ue l'on ait par la difierentiatiiui

rfP := kdp -^ Wdq H- Cf/c -I- . .
.

,

dQ = Bdfj -t- Edq -+- ¥dr -^
. . .

,

dK=Gdp-h Hdq ^ I (/r -f^ . . . :

il est clair (|u'on aura également

G P = A oy> -(- B ô ^ -I- C / -I- . .
.

,

oQ;= Do/> -(- Eo^ -I- Fo/- H- . . .,

oR = Go/> + Hôy -f- l r -^
. . .

.

Suhstiluanl ces valeurs dans l'équation de condition et réduisant, on auia

(H — ï'>)(dpoq ^ dqop) -i-(C — G)(dpor~ drop) -i-(¥ — ti){dqdr — droq).^o,

dinu'

B — D = o, C — G = o, F — H=o,
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siivoir

f/P (IQ dP du dQ _ dh
dq (l/i i/r i/j) ili ilij

(•'(>(-;i-(lirr <|iii' V(//)^(J(If/ |{/// :-... {|('Vi;i clic iilir dillclcMl icilt'

conipli'tc. Si cfllc l'oiidilioii ;i lien. I;i \:iliMir' <lt' Il un si-ra .siiii|iltMiiiMil

- l'o/i — Q 0(/ !{'); — ...;

aillriiiicilt. il (':illilr;i ciiroiT li'llir (•(illl|)lc ilr l'ililt'^iMli-

j ioV,//) dV',/) +.. .)

|Kiiii rt'iidi'c hi roiimilc
j
mis un \i;ii m;i\imiiiii mi iiiinininiii : in;iis les

r(|ii;ilioiis i|iriill lliMiviT;iil ;ilois lie S('l';iii'iil plus les vcritillilcs f(|ii;itiniis

(lu IIHMIVI'IIICIll (In ('(ll'|IS.

\ll.

KiniviiQi i; II. - {'.V i'iolili'inc csl le scnl aiujufl M. fc]uliT;iil ;i|)|)li(|ii('

snii principe. Il \';\ aussi l'csohi ponr li's deux cas des codrddniii'cs ccc-

laiiglcs et des laxons pailani d'un ccnlrc li\c. Mai^ ponr pninnir cmn-

par'ci' ses s(dnli<nis avec li's n<')tres. il lanl r'eniai(|iiei' :

i" Qne .M. Knier n'a considei'i' (|ne des conriies ii simple cinii'liUÊ-e:

2" Qu'il n"a cherche le niaxiniiini on le minininni de la Ininiiile

/ iids{\\\\'n ei;ai'd il la \ai'ialiilile de roidiuiiiee \ dans le premier cas.

cl i» c(dle (le l'an^h' (pie nous avdiis inimme -, dans le second. \i>yf'z

l'Addiliou cilec an commciKcment de ce Meiiiinrc.

\\\ resie, il est < lair (|ne par notre méthode on p(Miiia encore \ariei la

solution de ci' i'rohii'me en pinsieuis antres maiiii'ics. s(don les dille-

rcntes sortes <le coordonnées (|n'(Ui choisira pour icpicseiitei la Irajec-

toire cherciiee.
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VIII.

PiioBLiniE II (iKîvÉïiAi.. — Soit un sYSièint' quelconque de plusieurs eorps.

M, M . M", . . . , qui soient sollicités pur tant de forces centrales qu'on rou-

dra. savoir : M par les forces P. Q, R. . . . : M' par les forces V , Q . H'. ... ;

M' jHtr les forces P", Q", R' , ... et <pii agissent de plus les uns sur les

autres par des forces quelconques ddttractwn mutuelle: tHuner le mou^e-

nteni de rliaciin de ces corps.

Soi.irnoiv. — Tdiil se réduit ;i ri'iidrt' la t'niMiiiilc

M / uds -4- M' / //' ds' + M"
I

it"ds" ^ . . .

un iiÈiixiiiiiim mi un iiiiiiimuiii. On Irra doiir, siii\aiil notri' iiu'llii)(le,

(m fiids) + ( M' / ll'ds'
]

-4- (M" / u"ds"
]

-t- . . . ^ o.

Oi\ il cause (|ue M est constant Article I),

ôIm I i(ds\ = Ma / uds=^M
I

[ufids ^ ur)U<lt)=L l M[i(nii ds -r- u o ii dl).

f' / «y t/ »-'

,, 1 , 1 .

.

; ds' ds"
On liiiiivera de même, en suijstituanl toniduis^// noui- ^5 —ttî--)

n (M'
I

u' ds' \ =:
I

iii' ods' -h u' ou' dl ].

* / •

(M" / u"ds"\ — I W [u"nds" -^ u" ou" dt),

et ainsi de suite; (in aura donc re(|uati(in

(0)
/ \Muods -+- M'«'o(/i' -I- W u" ods" H-. . .

+ I M uou + M '
//' //' ^ M" u" h" + . . .

j
(// i = o.

.Maintenant, si)ierii/>, q, r les distances du corps M aux centres des

forces P, Q. R cl p . q . r .— // , q" . r' celles des autres corps
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M. M .... ;nix (TiHirs d,- Iniis Iimccs P , (J . H P' , (J . H

Soiciil. iiiilif ccl;!, / hi ilistiiiKf mlic le ciiriis M d le (dips .M . <l I' l;i

t'(ir('<- avec la(|ii('lli' rh:ii|iii' |H>iiil ilr riiii altit'c i'li:ii|ii<' |ii>iiit dr l'aiilrc:

(le même/ la (lislaiicf entre les eorps M et M . el F leur Ibree d'attrae-

tinii, et ainsi (!< suite. Soient encore g la distance entre le corps M' et le

corps M", et (1 leur attraction, el ainsi pour tous les autres c()lp.^: on

aura, par le principe général de la conservation des forces vives, l'équa-

tion

M//- M,r ->- M" 11"' + ... - Mll=-t-M'lI = -+-M"L"'*4-...

- -•. .M / I' di> - Q (Iq + H (//• -t- . . . )

- •> M
I

l' iIp +Q'dq + IV </r' -r-.. .]

-••M" / (l"'////'-t Q'd,j"^l{"(/r"...i

- . MM f ¥df- ? M M ( r ,1/ -...-. M M "

/ G r/- - ....

U. L , L,',... étant le> vitesses piiuiilives de> r()rp^ .M. M . .M'

Or, soient supposés

P ^= fonr). /;. Q = fond. 7. K = Ibnct. /

P' = fon(i.//. O' — fond. (/'. 15' fond, r'

F = tond. y, . . . , G Ibnct. i^

on tr'ouvora. par un calcul analogue it lelui (|ii'nn a fait dans le Pr

Idcnie I. l'e(|Uation din'ereiilielle

Mu'jii -^ M' II' on -t~ M"«"o«' -f- . . .

— M' ( V'op' + (Y 01/ -i- U ')/ ' -L
. . . I

- M"( Po//'-^ Q'i(/' - K"or"^ . . .
)

d."

MM Ko/ \\S\' \- ')/

M M'tiot'-....

1. 48
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Il Ciiiit maintenant trouver les valeurs des différences ot/s. ^rls',

rids",..., et celte recherche dépend, comme on le voit, de la nature des

coordonnées qu'on emploie pour représenter les courbes décrites par

cha(|ue corps.

LX.

Premier cas. — Soient, comme dans l'Article I, x,y, z trois coordon-

nées rectangles qui déterminent la position du corps M dans un temps

(|uelconque, et soient de même x'
,

y'
, = , a", y", c",..., d'auties coor-

données rectangles et parallèles à celles-là pour la position des autres

corps M', M"

et de même

dans le même temps; on aura, comme dans l'Article cité,

dxdox H- d)do)' -+- dzdoz
dds :

ds

^ds'

ods"=

dx' dox' + dy' doy' -t- dz' doz'

ds'

dx" d d x" + dr" dô y" -h dz" doz"
'117'^ '

et ainsi de suite.

Qu'on substitue ces valeurs dans l'équation (D), et qu'on fasse dispa-

raitre, comme à l'ordinaire, les différentielles de ôa?, ôj, 'îs, oa?', Sy',...,

ou aura, en négligeant tous les termes hors du signe 1 ^ {|ui peuvent

élre supposés nuls [lar la remarque de l'Article II,

f[M„
a dx

~âs~

., ,' u dy . ... u dz ^

Mt/ —j- à y + M(/ -7— 3
ds ' ils

,,, , II' dx' ^ ,M'd —r-r- O.r'
ds

u" dx"
W'd^^^ox"

ds

,u' dy' ^ ,

ds'

.,, , « dz , ,

M'</ —,-~ oz'
as

,.„ ,u dy ^ „ -,„ ,tt dz ^M"d—T^„--â>-"-(-M"(/—r^ ô;
ds

•^ ds

-^{Mudu-hM'it' u' -h M" it" d II" -h...) lit

Il n(> s'agira plus maintenant que de subslitucr dans celle équation, au

lieu de
M Itou -^ M II' II' -+- M" II" ô u" -h . . .

,
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sa valeur lin-f de l'cqualioii
, L ,

. fl de ictluiie rnsuili- les diilcrcnrcs

')/', ôc/. ôr,..., ô/>', 'iif ôf. ôf',..., ô^',...,

aux (lilVficiiccs

par (iiH' iiictliiHlc aiiald^uc ii ( l'Ili' (pic lnii a [iial ii|iirr dans !* l'iulilt'iiii'

pi'cccdi'iil : a|>r('s (|iini. si cliaiiiic ciirps est ciilii-i-i'iiiciil lihic, en soili-

•lin- tniiics It's diUcii-incs o.r, or. or-, o.r . ov dciiiciiiciil iiidclrr-

iniiii'cs. on Icra cliaciiii de leurs cnidlicicnls cj^'al a 7.ri<>. et l'on ania liiiis

l'iii> anlant d'('(|iialiniis (jii"il \ a de cuips. Ic.s(|ii(dlcs, prises eii.send)le.

snlliront puiir deteiininer Imites les vitesses el les conrlies eliercliées:

mais si un on |)lnsienrs de ces rorps sont l'orcés de se mouvoir sur des

<onrl)es on des surfaces donni'cs. cl (pTiU aiïissent de plus li s uns sni

les antres, soit en s( |)(iussant. soit en se tirant par des tils ou des verijes

intlcxildcs. on di' (pulipu' aulie nianii-rc (pu' ce soit, alors i>\\ ciiei'cdu'ra

les ra()ports (|ni devront neressaireineni se trouver entre les dilléicnces

^r. nv. or. or', 'n' On réduira par lii ces dinérences au jilns petit

nomlire possilile. et on lera ensuite ciiacun de leurs coeflicienls eijal

à zéro, ce (|iii donnera toutes les itiualions nécessaires pour la scdution

du Piobli'iiio.

X.

Oip.oi.rMr.K. — Supposons le systi'ine entii'ienient lii)re. el (|ue le--

corps agissent los uns sur les autres d'une nianii're (|nelconque: suppo-

sons outre cela (|ue tous les c(U[is soient s(dlicit('S par li-ois torces P.

Q. K dirigées parallideuient an\ coordonnées ( . r, r- el qui soient les

nièuies pour iliacnn d'eux: ou mettra dans l'équation Lj x,Y, r- a la

place de/;, r/. /. et l'on aura

M II ô it -^M r,' II' ^ M" „" 6 II" - . . .

- M": Po-j" ^- Oô)" -4- \\6z" ,-...

— M\l'l ô/' M\l |- of ^...- M M"(io --....

48.
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Celte valeur de Miièu -\- Mu' àii'-h... ét;mt suhstituée dans ré(|ii;

lion (E), soit fait

^' = X -I- \, f' = J- H- Y, s' =: 3 + Z,

x"=:x-4-X', r" = r + Y', z" = z-hZ'.

et par conséqucnl

ô .v' = è.r + o\, ôk' = èy -h o V, oz' z= oz -I- oZ,

^x"=: âx + oX', âr" = ô_r+âY', oz" = oz -(- oZ',

il est clair que les lignesy",y'', g (|ui niaïquent les dislauces des

corps entre eux, dépendront uni(jueuient des lignes X, Y, Z, X, Y', Z',...,

qui déterminent leur position respective, et (ju'ainsi les expressions des

différences 8/, 8/', §g,--- ne renfermeront aucunement les différences

i^a-, Sy, 5s; on remarquera de plus que ces mêmes diflerences Sa?, 5y,

oz seront absolument indépendantes de toutes les autres différences

SX, SY,— Car il est évident que, l'action mutuelle des corps ne dépen-

dant que de leur position respective, savoir des lignes X, Y, Z, X', Y'

Z', X",..., il n'y aura que les seules différences oX, oY, SZ, SX', SY',

SZ',... (le ces mêmes lignes (|ui soient liées entre elles par des rapports

donnés par la nature du Problème; d'oii il suit (jue les termes affectés

des différences oj-, ov, S; dans l'écjuation (Ej devront être chacun en

particulier égal à zéro: ce qui donnera les ti'ois équations générales

,, .udx ,,, , u' cI.t' ,.„ , II" dx"Md —, 1- M' d —j-, h M"</ —j-r, h- . . . -^ ( M -i- M'
ds ds ds

Md —r- -I- M' (/ —y^ h W d —rj, h . . . + ( M + ^1'

ds ds ds

.. ,iidz ,., Il' dz' ,,„ ,ti"dz"
M d — f- M' d —j- h M" d -^-rj, h . . . + ( M + M'

ds ds ds

M +.
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et (le même

, , , x''^ do' dSo' -+- x' da'' ox' -+- dx' dèx' + dz' dèz'
ods = - 1 S^^_

,

x"-do"dèo" -H x"do"'ox" -+- dx" dox" -+- dz"doz"
ods"

ds"

et ainsi des autres. On substituera ces valeurs dans l'équation D^ de

l'Artiele YIIl, et pratiquant les mêmes réductions que dans l'Article IV,

elle deviendra

/r
nx^do , ..- / , udx uxdo^ \ ^ -, , itdz ,

-- »' I -'
•

'' ox -\-md —7— ozMd "^ èo +M-(r/
ds ds / ds

.,, ,u x-do ^ , .,, I
,11 dx II X do '\ ^ , .,, , u dz ^

,+ M' d rr^- ^o' -t- M' d—r-j- j-r^- èx' -^W d —j-r "3
2'

ds \ ds ds I ds

!) '

,.„ ,ii'x"'do' ^ , ,,„ / ,u"dx" u"x"do"'\ ^ ,, .,,, ,u"dz" ^ ,,^ W d i-;^— 00 -H M" d —f-T, m— â.r" -f- Wd , „ oz"
ds ^ ds ds" ' ds

-h ( M « (( -(- M' II' II' + M" ;/" o //' -,-...) f/' =

équation dans laquelle j'ai rejeté tous les termes (|ui sont hors du

signe 1 r parce que ces termes deviennent évidemment nuls dans la

supposition (|ue le premier et le dernier point de chaque trajectoire

soient donnés. Or, cette équation étant analogue à l'équation E de

l'Article VIII. ne demandera plus que des opérations semblahles pour

trouver le mouvement de chaque corps. On en verra des exemples dans

les Pioblèmes suivants.

XII.

Corollaire. — Si le système est entièrement libre ou qu'il soit sim-

plement assujetti a se mouvoir autour d'un point fixe, et que toutes les

forces sollicitatrices des corps concourent à ce point, prenant ce point

pour le centre des rayons vecteurs .r, .r', ,r",— et faisant

a' = 9 -f- <î>, o" = o -(- <J>' . . .

,

il est facile de voir que 09 sera absolument indépendante des autres
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(JiHcD-nics o<l>. f)"!',..., o.i-, o.r , ^.r",..., (|iicll<' «iiir miiI riiclinn

r('(i|)iiic|iic (les (((lits 1rs mis --iir les aiilri's: il l'Sl ilc jiliis évidciil (|iif

toutes les (lillcrciiccs o/^ ocy, o/.---. i|iii "'iitifiil ihuis l;i \;iliiii di'

\\ Il î) Il -i- M II <) Il seront iiussi iiidépcndiiiilcs dr l;i dilliTciicc 09:

d'où il suit (|uc tous les teiincs de r('(|Uiilion 1' (|ui se tiouM'ioiil ;iHci-

lés (le hi dillerence 00 a|)i't's les sultstilutioiis de oç. -+- o"!», 09 +- o<l>

il la plaie de n'ï , 09" devront être égaux à zéro séparément du reste

de ré(|iiation; on aura dune en général, après avoir eHaee le 00, ret|ua-

lioii

,, ,tix-(l'j ,,, , Il x''^ ddi' ,,„ ,ii"x"'d-si"
M</ -r-

' + ^1 </ j-7 ' -^- M' f/ , „ ' -H . . . n,
</s </« f/v

diiMl I Hileyrale est

M («•(/.. Wii'xHlo Wh"x"UI'.
(G)

rfi Js' ds"
h. . . =- culisl..

,
/( (( ((

ou, en niellant dt pour -, • -r-,
ds

el en iioninianl H la eunstanli

M.rw/o + M'.tM/o' -^ M".r" (/-y ll<//.

t iiileuianl de nouveau, il \ienl

M i .r </v + M' i .* (/v' + M"
/
-x'^d-/ ^-

. . . Il ;

Il est visible (|ne l'intégrale

\
x-d-^

exprime l'aire (|ne la projei limi dn corps M décrit autour dn centre des

t'(U'ees, el (|ne les autres integi'ales

/ x'- d'j , l ,«"(/./",.
.

expi'inn'iil de même les aires decriti>s pai' les piojeclions des aiilies

corps \r. M" aiilonr dn même ceiili-e: donc la smnnie de chacune de
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CCS :iircs, multipliée par la masse du corps qui la décrit, est toujours

proportiounelle au temps.

Ce lecteur qui sera curieux de voir une démonstration de ce théo-

rème tirée des principes de Mécanique, la trouvera dans un Mémoire de

M. le chevalier d'Arc y, imprimé parmi ceux de l'Académie royale des

Sciences de Paris, année 1747; il y trouvera aussi l'usage de ce méuie

théorème pour résoudre plusieurs questions de Dynamicjue.

Au reste, nous remarquerons que l'équation (Gj renferme le principe

(|ue MM. Daniel BernouUi et Euler ont appelé la conservation du moment

du mouvement circulatoire, et qui consiste eu ce (jue la s(unme des

111 m • •
I

• UXllo
piuduits (ie (iia(|ue corps M par sa vitesse cn'culaton'e —-—- et |)ai- sa

distance au centre de .r est constante pendant le mouvement du sys-

tème. {Voyez les Mémoires de l Académie royale des Sciences de Berlin,

année 1745, et les Opuscules de M. Euler imprimés à Berlin en 1746-

J

La même équation (G, renferme aussi le principe de M. le chevalier

d'Arcy, que la somme des produits de chaque corps M par sa vitesse //, e|

par la perpendiculaire '—j--^ menée du centre sur la direction du corps,

l'ait toujours une cjuantité constante. (Voyez les Mémoires de l Académie

de Paris, années 1 749< 1752.)

XIII.

Remarque. — Il est aisé de trouver, pai' la melliude que j'ai donnée

dans la Remarque de l'Article VI, que l'équation (U) .sera exacte en

général toutes les l'ois (|ue la fornuile

— M(P(//> + Qf/ç + \Ulr + ...)— M'(P'f//;' ^Q'(/</' + Wdr' -+•...)-...,

«]ui exprime la valeui- de

M u dit -t- W II' du' -*- M" II" du" + . . .

,

sera une diflerentielle complète. Dans tous les autres cas, cette équation

ne pourra plus servii' à trouver les conditions de la maximité ou de la
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imiitrnitc {\v \;\ l'uriiiulc iiilr^ialc

M / mis t- M' / u,ls ^ M" I u",ls"

iii;iis cilc servir;! tmijoiii-s ('liulciinnl |i(Hir Iroiivci les iiinii\riii(iit> des

(orp M, .M'. .M' (jiicllcs (|iic siiiciil les Iniccs (liiut ils sont Jinimcs.

Ainsi, siiiis s't'nil)inr!issi'i- (luc l;i lunntilr ddiil nous [kuIiiiis soit lécllc-

inciit un iiiiixiiiiiiiii ou un mininiuni. on |)oni'i';i toujours i'iii|)lr>yi'i l'é-

(|n;ilion l' il;ins (|u<'l(]nc hypotiièst de lorces (juc re soit.

XIV.

PiioBi.ÈME m. — Trots ca/fjs M, .M , M sdlliKiil rniiUuUiriK nt jun des

fotves (iatiractiun V . V , (1 : trouver hs orhttcs des corps \\ . M par niiiport

au corps .M rri>ar(Ir comme en repos.

Sot.i rroN. — Les uièuies noms eliinl conserves ijue' d;ins l' Ailide l\.

on l'er"! de plus, (oinnie chins l'Arliele \.

x' = .?;-+- \, y' -- r -t- V,

el Ton ;iiir;i

(Is =; ^ flx^ — (/)•' -I- flz-

,

ds' = ^ (dx -4- f/\ )' -f- {dr -h d Y )' -h {dz -^dZf,

ds" -,
^
[dx -^ d\' 1= ^ iV/r -f r/V"= ^ (dz ^ dZ'f,

d'où Ton tirera, par la dillérentialion. les valeurs de nds. 'ïds . rj ds .

iju'il l'audra sul)slilner dans r<'i|uati(in 1) de TArtieie \'ili.

Mais pour niien\ repieseiitei ii-s (ii'hiles i-ehilives des corp- M . M'.

sou'Ul pris, au lieu des eoordoiinées lectangies .\, Y, X'. V . deux ra\(Uis

veeteurs r. r . avec deux auiiles coricspondants o. o' . tels cpu' l'on ait

\ = / cos y, Y = / siii o,

\' = ;-'cosg', Y'rrr'sino';

I. 49
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;i\ant fait ces substitutions dans les valeurs de ds' , ds" , on aura

ils' -^ ^ds^ + idxd{rcos<f) -+- -zd^ d{rsin(f) -+- r^d<f'' + dr' -h idzdZ -+- dZ-

,

ds" = ^Jds^ -h i.dxd(r' C0S9') + 2C?/rf(r'sincp') -f- r'^</tp'^ + dr"' -4- i.dzdT -¥ dZ." .

Maintenant, si l'on veut regarder l'orbite du corps M conime coniuic

on prendra les différences ods, ^ds', Sds", en supposant dx, dy, dz con-

stantes; on aura

èds = o,

or/5' ^= -j-, \dxod(r co<io] -f- r/}-ô(/(rsin 9) + r'doèdo +- rdo-ôr

-H drodr + (dz +- dZ)dd'A].

Sds"— -^, [dxèd(r' cosq') -h dydd{r' sin^') + r"</r^' ddr^' + r'do^or'

+ dr'odr' -i-{dz -h dZ')ddZ'\.

Avant <|uc de iïiire ces substitutions dans l'équation (Dj de l'Ar-

ticle Vlll, je remarque (|ue les corps W, M" dont on cherche le mouve-

ment étant entièrement libres par l'hypothèse du Problème, les dillérences

de leurs coordonnées o/-, 09, fîZ, 5r', rîy', §Z' sont nécessairement indé-

pendantes entre elles; d'où il suit qu'on peut faire pour chacun de ces

corps un calcul à part, en ne considérant à la fois que les variations des

trois coordonnées r, 9, Z ou /', 9', Z'.

Qu'on ne prenne d'abord (jue les trois premières r, 9, Z pour variables,

il est clair (ju'on aura ^ds"=^o; par c()nsé(|uenl l'équation mentionnée

deviendra simplement

/ [M' II' ods' -+-
( M MO H + M' u'on' -+- M"«"ô«" -+ .}dt] =0.

Pour appliquer cette é(|uation au Probli'me présent, (Ui commencera

par substituf^r, à la place de ods', sa valeur trouvée ci-dessus, en y met-

tant, pour plus de simplicité, au lieu de -.- son égale j--- ensuite on

intégrera par parties tous les termes (jui renfermeront des différences

affectées du double signe oc/, après avoir changé ce signe dans son é(|ui-
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v;ilciil f/î); ((ilc upcralioii (l(jiiiici;i les liaiisluiiiiccs sui v;iiilrs :

sino6o]-J,/(^)(r-p (cos'jor — /siiiodo — ( </ | 77 ) (cosi. or — r sin o o-.

(COS& or - r sino i

'•'Il ififlaill k'S Icrilifs (|iii soiit lun^ du sii;iic d'iiili ^latidii cl (|ui s't-va-

iHMiisscnt toujours dans l'iiypotlit-si' df l'Aitidc II , et de inoiiie

ir -*~ r cos o c

r{dz -hdZ)doZ r Ailz -^ill)^,,

J d, = -J''''-d7—''-

Km jdigiiaiil t'iiscinlilc Idiiti's CCS liaiistdtincts. cl \ ajoiitaiil le Iciinc

I

•

f^r, ou aura la valeur de 1 11 ^>ils exiuiiiiee pai- la rorinnle sui-

vante :

/ , , (Iv ,di /-</-v\ ,

J I

> (// (It dt '

/ ,d.v . , </) , (// r^do-\ ^ ,dz ~- d7. ,^— fos 'j d —. h sin '^ d -, ^ d —, H- / — </ ; o 7.

\ dt (Il dt dt ' dt

A présent, pour avoir la valeur de

M unu -i- M'//' nu' ->- \[" II' ou" .

on fera dans rc(|uation (L ; <le l'Arliclc \II1 toutes les (|uautites P. (J, K.

P . (J qui représentent des forces étrangères égales a zéro, et Idu

aura

Sïu'ui + .M « o«' + Wu"ou" =z - WSVVoJ- M.M'F ô/' - .MM Goij.

4^1-
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Or il fst f'acilf de trouver que

/ = v/X' H- Y^ + Z' = v''-'
-f- z% • /' = V

^'' -+- Y" + '''' = v''''-' + ^"

'

d'où l'on tirera, en reiçardant toujours çj , r' et Z' eomme constantes.

^ j. rdr-+-Zd7, ,„,

;•—;•' rosfo' — ca) ^ /•'/sinfo' — o) ^ Z' — Z^„oe~ ~ ^i5/-— -^ '-0O— o/.
g g g

Ayant t'ait ees substitutions, on ajoutera ensemble les valeurs de

M' / II' dds', et de M» ou -t- M'//' ^Îm + Wu" on", et l'on aura une formule

intégrale, dont chaque terme contiendra une des différences 09, 5r, 5Z.

et qui devra être égale à zéro, quelles que soient les valeurs de ces diffé-

rences. On trouvera donc, en taisant séparément égal à zéro chacun de

leurs coefficients, et divisant par M .

,r'do . ,dx ,dr /'rsinfcB' — o) ,,„ _, ,

dt ' dt dt g

(Ir rdo- dx .
" ,dr r .,„ .

'—'"' ('05(9' — 9) ,,„„ .,

dt dl ^ dt dt J g

, dz + dZ 7J — Z,,„,,
,d M"G(// = o,

cit g

é(|uations (jui se réduisent à la forme de celles de l'Article IV. en su|i-

posaui

r sm od -, ;• oos o (/ -^- H ^-^ '~ M"Gdt = — rsdl.
dt dt g

,dx . ,dr r ,._ ,
; — /' cosfo' — &),,„_ , „ .

fit dt J g

j'il -'^LHJ^WGdt^^'dt.
dt g

Et ces équations suffiront |)our deteiiiiiner l'orijite du cor[)s M . en sup-

posant connues les orbites des deux autres corps M, M".
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Qu'on ("itsse mainlciuiiil, (huis les cxiircssions di' îjds', nds' . nf . 'Ji,',

les cliiiniiCMiitcs r . -y. Z \;ii'i;ililrs :iii lien des /•. :,. Z: un troiivcr;i. |);i'

(les l'îiisonncnicnls cl des opcrarums scmJjlahlcs aux [(n'cc'dcnli'S. trois

antres é(|nati()ns, (|ni ne diUV-ri'i'onl des ('(inations ci-dcssns ipir {laicc

(ju'il y anra r' , o' , Z ii la place de r. '^, Z et rccipr(K|ncmcnt, cl ces

c(|nations seront cidles {\i' l'oritile dn coips .M'

.

XV.

(".oiîOLLAi!;!. I. - Si Idn ne connaissail pas l'oi-ijile absolue <ln corps M,

alors, pour (le crnimcr les \alenrs des (inaii itcs — -, y- -, i laiidrait
' '

(/i (Il lit

aussi l'aire v;irier les li'ois ciiangeanles a', y. :: dans les valeurs de ds, i/s ,

(h' , ce qui donncrail

âf/x - -ridxodx -\- dyod)- -^ dzodz),
d.i

dds' '- y7[f/-î-i- ^/(rcos9)]o(/.r -i- [dr -\- d{rsino)]ôd_r -h [dz -+- d'Aiot/z,

ods" -= -—[d.r -+- d{r' Qos o')]odx -f- \dy -^ d{r' sino' )^odr -(- (dz -r- dZ' lodz.

Un snhstilueiaii ces valeurs dans re(|ualion i^eneraic U de l'Ar-

ticle VIII, et faisaiil après les réductions ordinaires les trois coellicieiits

de o.ï", ov, oz chacun égal ;i zéro, ou aurait trois équations, par les-

II -, I . •
I I

,
d.r <lr dz .

(jucjles on pourrait detcriniuei' les \aleurs de -7-1 ;-) -, • Au l'cste. ces
' '

(Il (Il (Il

(M|uati(ins reviendraient au même (|ue celles de rArlicle X, en y l'aisant

P. Q. R cliacnn égal à zéro.

XVI.

(^oHoi.i.vnu; 11. — Les e(]ualions (lu'oii liou\eiai! par la nietlMilc du

(Corollaire preccdeni ne renrermeraienl pi. in! les l'orccs K, F . (i. mais

seulement les chaiiiTfeanles r, c, /• . -> avec leurs didereiiecs: mais, iiour

ne pas Inqi cliari>i'r de dili'eren!i(dles les eijuaiioiis du mouvemeiil cjrs
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corps M', M", il sera mieux de chercher les valeurs de -r-i -7-7 -7^^ en ((in-
'

(It dt dt

sidctant directement les orbites absolues de ces deux corps.

Que x' , y\ z', x",y", z" soient les ordonnées rectangles des orbites

dont nous parlons : on parviendra à une équation qui sera la même (|ue

l'équation (E) du Problème II, et dans laquelle, à cause que les corps

sont libres, il faudra faire les coefficients de oa-, ov, oz, o.r , oy',...,

chacun égal à zéro. Or il est facile de trouver que

f = yJ{x'—xY -i-(j' —yf H-(z'— zf,

f = ^'{x"—xf ^{y"—rY +[z"-zf,

g = v(x"

-

x'Y -+- {r"-r'r- -+- {z" - z'y-,

piuir noire cas, il suffit de faire varier x, y, z seulement; on aura donc

. j. -r' — X . r' — r . z' — z ^
of = -~^ox—j^oy--^r-oz,

.-., x" — X )•'—)-. s'' — z ,

0/ =
-p;

ÙX — -TT-^oy jr, OZ.

0g=O.

On substituera ces valeurs dans l'expression

- MM F 0/- MM" F' o/' - M M" G 6 g,

et à cause de

x' — X ^ \ ^ r ces 9, f
' — y^ Y = r sin 9, z' — z ^Z,

x" ~ X = \'^ r' coso', )-"—>= Y' = r' sin 9', z" — z ;= Z',

on aura

M II 6 H -h M' II' è II' -+- M" u" à II"

M

M M'FZ M'F'Z'v .

'\> ,, / M' F;-sin:/ M' F' ;' sino' \ ,

- 1 ox -h M
( j

H
j-, ) oy
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Mi'lhnil rrllc vjilclir ilc

M II 6 II -( M '
II' 'hi' -h M" II" o II'

(liiiis rc(|ii;ili(iii V. , cl l'iiisiiiil cffal ii /.vio s(''p;iiriiii'iil cliacim (1rs trois

((icllicicfils (II" ').» . ov, o;, il viendra, après avuir divise le tout par .M.

el mis (// il la nlace de — •>

'
Il

"Y" r' eosG'\

.M'Frsino M"F')' sin

ih: _ /' M'F;-(()so ^ M" F'

r//

~
' ^

fit

,/:

(Il

/ .Ml- y si

\ T f

Il - o,

j
,/t := O,

, (/: /IM'FZ M'F'Z'
, ,

'/ .

.

(
^ ^

7^, 1 'Il — O.

f
"F'Z'\

Pai- lii, les valeurs de ^, II, M di' l'Ailicle .\l\ divieiidroiil. aprè;

(|iiel(|iies rediulioiis l'oit simples,

M {^j-jT)rr'-i\n{'r-o]

M -(- M')-7r + M" 1—
- ['— '' C0S(9' — •>j\-i- 77 l' <"OSI 'y' — II.

M -^ -h M"
F z ' _ G c/: -7.:

7^ s

XVII.

Pi!()I!1.i;mi; I\ . - / // co/ps M ('/ii/it so/hcitc /xirtd/i/ ilr fo/iis //u on

voudra V. O, \\ cl lininl Hjurs lut dcii.v diilrcs cor/is M , .M /xir le

moyen dr deux /Ils de lonu;uciirs doimccs. Iroincr le ///inncnip/it de c/ni-

cun de ces /rois corps. On suppose, pour jilus de sitnpiu-ilc. i/u'ils se mrinrn/

tous trois dans le rncnic plan

.

Son TioN. — Soient J. f les lon^neiiis données di's tils. e'est-ii-dire les

dislanees invai'ialiles des eoi'ps M . M an corps M; x, y les coordonnées

rectangles de la conrlie décrite par le corps .M, el ->. -^ les angles (|ne les

lignes y,
/"' forment à (dnopie instant avec l'axe des r : prenant ,r , v ,
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or", y" pour les coordonnées rectangles des autres corps M', M", on auia

x' =z X — f coscy, r' ^ r — /siiiù,

x" ^x —f coso", r"= r — /' sinç',

ds- — dx- -h dy-.

ds'- z= dx'- -f- d;'- ^= dx- -+- dy- -i- if{s\n o dx — coso dr) do -+- f- </?-,

ds"- = dx"''-h dv"-= dx--i-dy--i- if {sino'dx — cos a,' dy) do' -t-f'-do'-

.

d'dii l'on tire

dds = -r idxodx H- drodr],
ds .

'

ods = — i(dx -^ fsitio dojodx -s- {dy —fcoaa do)dd}-

-^-fdo{cosodx -I- sinorf)-) oo -hf{s'mo dx — coscp dy +fd(^)ôd'^],

ods ^^ -TT, \{dx +- f sino'f/o') odx -h {dy — f coso' do')od)-
ds '

'
• j ...

-^ f do'{coso'dx -+- sino' dy)oo' -i-f {sino'dx — cos'o'dy -^f'do')odo'].

On substituera ces valeurs dans les intégrales

/ Il ods.
I

II' ods'.
I

n" ods'

de l'équation D de l'Article VIII. et taisant les trausloriiialions et les

réductions ordinaires, on trouvera

I

,6ds = -f[^^/'!^ox-^d^^èr),

f ,_, r\ ,dx -^f sino do ,,
.dy—fcosodo^

j " °''* = -
j I

''
—-7n~ °" ^ '^ •

dt - °-'"

l'coso dx -h sin ody „, .sinodx — cosorfr — fdo _\ » i

-
(

' dt
—^ f'''^-''

— dT^-^^n °^
]

•

Et l'on aura pour
|
u"^ds" la même expression que pour

|
u'nch', en

marquant seulement d'un trait les lettres g et /'. comme il est aisé de

s'en assurer par le calcul.

Pour avoir maintenant la valeur de

M?/OJ< H- '\]'ii'du' -+ W u"ôii".
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(111 ;mr:i recoins ;i rc(|n;iliiiii ticiici-ilc l de rAilicli- \ III. I;h|ii(I|(' dun-

iiciM |Miiir le cîis |tr('sciit

M non ^- M' ii' on' -+- M" ii" ou" = — M( l'o/; -t- Oo^y -^ lio / -M ( Ilo.r -+- rsoy),

cil liiisaiil les mi'incs sii|t|Hisili(iiis (|iic dans i'Aiiiclc I.

Il n'y a plus (iii'ii iiicllrc ces diUciTiilcs traiist'oriiifcs dans l'cqualioii

l'Dy; or, si l'on l'ail, jioiir alircycr.

<h
\l {,/— +II(//] -f-M'J

M ^(/ y + ^(//) -4 M'f/

—^)— (cosc- t/x -+- siii V (/)! — M (/

-^ ((/.» -1- /'siii -V f/o)
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t';iirf t'Dsuite clnu'uii des trois coefficients de o^, 5ç5, no' égal a zcid: ce

ijn'i (limiiei'aif |ioiii' les équations du niouvcnieii! des corps

[x] + m[r]=o, [<p] = o, [9'] = o.

Si le corps M était, outre cela, obligé de se mouvoir avec une vitesse

dont la loi :< chaque point de la courbe fût donnée, alors, connue le

mouvement de ce corps serait entièrement dminé, on aurait fj,r = o et

ôv = o; c'est pourquoi il faudrait supprimer les é([uations \a-] = o et

[j/j := o, et mettre dans les deux autres
\(f]

=o, \o'] ^o, au lieu de

li.r (/) ,
I 1

-T-' -H- leui's valeui's (l(MHiees.
,/t lit

XIX.

(loRciLLAiRi: H. — Supposons que les trois corps M, M', M", au lieu de

se tenii' par des tifs, soient attachés à une verge inflexible, en sorte (|ue

l'angle des lignes /",/"' soit constani et égal à c/.\ on aura (hmc en ce cas

9' := cp -+- a el Ô9' = ôcp ;

ainsi, il ne faudra qu'écrire, dans l'équation H:, ç; -i- î^ pcun- s et no

pour- fjo , et faisant ensuite les coelficients de iî,j-, rîi', no chacun en pai--

ticulier égal à zéro, on aura

[x] = o, [v] = o, [o] -h [9'] =0.

XX.

(ioKoLLAïKE III. — Si l'on vcul (le plus, dans le cas du Coiollaire pré-

cédent, que le corps AI se meuve dans une rainure courbe dont l'équa-

lion soit (ly = rndv. mettant, comme dans l'Article XVIII, mnx au lien

de ov, et faisant chacun égal à zéro les coefficients de n.r et no. on aura

simplement les {\i\\\ e()uations

[^] -4- «î [_>•] = o, et [9]h-[9']^o.

.Mais si la vitesse du corps \! est aussi donnée, en ce cas. fî.r et vétani
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IIIiIn. il IK' IcsIflM ([Ile rci|ii;ilioii

[?] + [?'] = «.

iliilis liKIllrlIr il raii(li;i iiirllif. ;iil lirll de — - -7 - Iciii's \;ilciiis ilumiro.
' (// f/l

\\l.

(Jxioi.i.Aiiii: l\ .
— Si les ((iips M , M i(;iitiil \\c> |i:ir nii iiiciiir lil. ilc

hiiiiiiiciir (Iniiiii'c, le Iniij; iiiii|ii('l l'autre corps .M |Mil ((iiilcr li hrrniciil

|)iir' le iiMivcn d'iiii aiiiiraii, on |iiiiirrail icsdiidrc le l'nilili'iiir de la iiiimiii'

inanii'rc (Ml l'aisant les (|iiaiilitcs /, / variaMcs dans les cxpri'ssimis de

fis', ds" et de leurs ditleieiices îlds\ nds'

.

Pour eehi, il u'v aurait (|u'à auiiinenter la valeur de ds - lr(Uivee ri-

dessus . Arliele XVII; de la (juaulite

— 7.(cos9 d.r -V- siii „ (/)) ilj -^ df',

et ensuite etdie de ods' de la (|uanlile

(sino dx — COS9 (/)• -+ jd(j)d'^ \1 — (e()S9 dx -t- siii„ tly - df odl

+ (sin 9 dx — COS9 dy)dfo'Y — e()S9 dfodx — sin 9 '(/o'/r

divisée parr/^': c'est |)iiur(|uui la valeur de la Iniinnle iutei;rale j
ti'ot/s'

serait aunineulee de

/ I
.COSOf// , , suio <// i/f . ,

I
, (1 -;

—- OX -+- (1 , ' r; ) -H -Y Sin -, (/.

/ / dt dt ( I

t ~ <(is9 </))o9

— 's'xwodx — ros9 d\ -+- j d'^\ -^ d -r. (cos'^i/x -r- sino (/)' — <

(// dl'
(f)\<<f

l'A l'autre lornuile inlej;rale | « or/.v' serait aussi augmentée de la

nuMue (|nantite. en inai'cjnanl senlenient d'un trait le> deux Icllres -^ et /.

Par lit, re(|uali(in l\ deviendrait de cette l'ornu'

:

( n - f[{x)àx +- (r)dy- {9)00 - {'y)do'-i-{f)'\f-h(f')èf'] = o,

5o.
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(x) — \x\ — W d —~~ — M'V/ ^—^1
' ' dt dl

r) = \y] — M'f/ —f-^ — M"d '~-^
' '-' ^ dt dt

( 9 ) = [o] H- M' ^ (sin 9 d.r — oos o c?r)

,

(«;') = [©'] -I- M" -^ (sin o'dx — rosa' r/)-),

(f)= M' — (sin 9 ^.r — coso r/)— f do) -+- M'»/ -7- (ca^odx -\- sin 9 J) — '//') '

(/')=M" -^[sm-jf'dx - coso'dr +f'do') + W'd\j{co?,'Y dx -f- sinœ'^/r- f//") 1 (*).

Maintenant, les deux corps M', M" étant attachés fixement aux extré-

mités du til qui est supposé inextensible, il faut (|ue la somme des lignes

y et/' soit constante; soit cette somme, c'est-à-dire la longueur totale

du fil, égale a «, on aura

/' = « -/ •'» ^f = - ^7';

on fera donc ces substitutions dans l'équation (l), et mettaiil cusuilc

chacun énal à zéro les coelFicients des différences restantes o.r, or, fîa,

no' , 0/, on aura les ciu([ é([uations

{x) = o, {y)=o, (9) = o, (9') = o, (/)—(/') = o,

lesquelles donneront le rapport des cinq indéterminées .r, )', o, o',/ -.iu

temps t.

XXII.

Corollaire V. — Si le corps M était fixe, ou, ce (|ui revient au même.

si le fil qui joint les deux corps M', M" passait a travers un anneau inimo-

(*) On a rétabli, clan? ces forniiilps. les niasses M' et M" i|ui sont omises dans le te\le pri-

mitif. ( Nritr de l 'Édilciii .
)

i
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Itilc, 1)11 ;iiii';iil poiir lors r/.r, t/v et n.i-, i]y cliaciiii i"^;i\ ;i ZiMn. cl 1rs

r(|iiiili(ms (In iniiiiM'iDciil des deux (iii|)s siT;iicnl

(9)=o. (<?') = o (>l (/)_(/') = o,

savoir, à cause que t/x = o, (Jy = o ('1/^' -
- « —y,

(I •
,

' = o. </ -V ~ o.

cl

ndvi- +- do'^) — ado'' ,df
dt (tt ^ '

Les deux prcinii-rcs c(Hiatioiis. ctaiit iiilci,n'ccs. (loiiiicnml

rtO'.— ;;—

'

(l'J = ,. ,

J' .('-.fi'

cl, CCS valciiis siil»sliliiccs dans la Iroisii'inc, (iii aiiia

\<// _ H.// _^ ^ (If _

la(|iiclic claiil iimlliplicc |)ar -j--> et ciistiilc inlcgrcc, dcviciil

d'dti l'iui lin

*= *

/<:+
-^

2/- '(«-/)•

WIII.

(loitoi.i. viiîi; \'l. — Si dans le cas dn (;()r(dlairc prcccdcnl lc> dciiv

coi'ps M'. M" étaicnl altaehés ;» une veiiic droite cl inllcxildc. aims mi

aurait 53=9 et O'j' =
'î'f,

et les ('(inalions 'ç.j ^=0, ''j' ^ o n'en l'craieni

(•) Dans ci't Arlidp et dans \c suivant. LaL'ianiro ne tient pas compte des masses; il en lé-

siillc (|ue les forimiles obtenues se rapportent au .seul cas où les masses M' et M" sont i';;ale>

entre elles. ( iVo/r tli- l'iùlilnir.)
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plus qu'une seule, savoir h) -+- fy'j = o; on aurait donc simplemenl les

deux équations

(9) + (9') = o et (/)-(/')=o,

e'est-à-dire

,/(«:'=L^/±^=)iL9=o et Mzif^U.rff =o,
(it dt dt

les(|uelles douiieul. eu cliassant dt.

[if- a) do . df
a- — ?.«/-(- 2 / [a- — 2.aj -i- 2_/ -

) rf

o

, . ,. . df ....
(>ette eiiuiiliiui eliint inultiphee par -; =2^ tt,' et ensuite intesçree,

' ' ' a-— iaf-h 2/-
~

en regardant do comme constante, deviendra celle-ci

do df- do
2(«-

—

iaf-h2f^) (a- — 2af-\- 2.f^Ydo A-

qiii SI' réduit ii

do- ^^
V2(a- — 2«/'-(- 2/^)= — X^a' — îaf-h 2/--1

XXIV.

Problèaie V. — Troin'er le mouvement d'un fil fixe en une de ses extré-

mités, et chargé de tant de corps pesants qu'on voudra M, M', !M",

Son TioN. — Avant pris, comme dans l'Article IX, x. y, z, x' ,
y' , z ,

.r". v". ;",... pour les coordonnées rectangles des corps .M, M', M",..., on

a d'abord l'équation Œ . Soit maintenant/ la portion du fil interceptée

entre l'extrémité fixe et le corps M; soient aussi/'./",... les portions du

uiéuie til interceptées entre les corps .M et M', M' et M' . et ainsi de suite;

on aura les é(juations

/
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ror'iiiiiic (les ;il)S(iss('s .ï-, >', .»",... ('t;iiil ii l'cMi rmiic fixe ilii lil. On liif

(le lil

x'=x-^- v'/'= - (,)•' - r)' - (z' - 3 )%

x" =x'-h ^'f"^-{y"-r')-'-{z"-z'Y,

cl |);il' (•(iiis('(|uclil

ôx ~ ( yôr -+- zoz),
X '

àx' = ox
; \{r' — y) {oy' — o>- z' - z){dz' -oz)]

i
y' — r v\ ^

y' — y ^ I z' — z 3\ ., -

\ .r — r X j
• .r — x y x — x x j

i

èx" = ox' jr-—r
[()""— v')(o)"" — o)"') -^ {-" — z')(oz" — oz

X — X

\ X — X X y X — X X — X I

y — y >•— i\ , , r- — ) , „
o )• — —^,

J o )•

X — jr

\ .r — X X I

X-* •' ' ~ -^

et ;iiiisi (le siiilc.

Maiiili'iijiiit, si on siipiiusc. ce (|ni csl iihsnliiini'nt ;iil)ili;inr. Tiixi' des

.», .r', .r";... vertical, cl (|iic 1' cxpriinc hi |icsaîilciir alisohic des cnips. il

laiidia incllrc dans rccpiatioii U de rAilicle \ III o.r. o.r'. ').»'.... an

lien de n/). o//. y»' — P an lien de I*. P , P cl limlcs les anires

rorees (). \\. O égales ii zéro: on anra donc

M II 6 II +- M «';«' -t- \] II' ou" --...:=: l'M 0.1 -^ M'o.r' — M' o.r' -t- . . . ;.

KaisanI ces sulislitnlious dans rei|ualion V. citée ci-de\anl. el oidon-

nanl les lei'ines. elle de\iendra de la l'oinie snivanle :

.
>

/
' [r\V' + [y] ".'' -1- [.y" j S.r" +----t-[z\0Z-+- [Z'

j
os' -+- [z'']dz" -h . . . J

=; o.

.. ,/.<: i/s' ih"
dans la<]mdle (HI aura, après a\oir nn^ an hen de —•

Il II II

lenr
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\;)lcm- ((iniimine dt.

V"l^-ÏH-'^i
[ï^ - rj [«(''"-"^) -"•('•'-

'''I"

+ M'" Pt//-(/
dx"' ^

I

[,r'] = M'p
d̂t

r-ri^j,_,,dy^m
[

-v — X X — -ï'
J L

^ "'
^W'{Vdt-d'^]

et les valeurs de [^J, [s'], Ts"],... seronl les niéiiies que celles de |j>'j,

[y'j, [y"],...,eny mettant simplement ;, z' , z",... au lieu de y,/, y",

—

On fera donc, suivant notre méthode,

[_r] = o, [)-'] = o, [r"]=o, ...,

[z] = o, [z'] = o, [s"] = o,....

équations qui. avec celles qu'on a trouvées plus haut, sulfirnnt pour

resdudre le Prohlènie.

XXV.

Corollaire. — Soient les'corps M, M', M",... infiniment petits, et

placés à des distances égales les uns des autres; marquant par la lettre d

la différence de deux coordonnées consécutives quelconques, on aura en

général

)•' — )• d r . r" — r' r' — )• , d >
—' = X- *^t

'—
7 — —, ^ = d V-X — X ax X — X X — X ax-

Soit dm chaque petit poids dont le til est chargé: soit, de plus, dési-
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giicc |);ii' Y (Il l:i ^(Miiiiic (les viilfiiis de dm (Pf// (I ^ )

|)(Mir loulc la

Idiiiiiinir (lu til, l'I la sniiinic iiidrfiiiif des iiirmcs valeurs pi-isc rclativr*-

mciil il l'ahscissc x, inaiHjucc par la IcUi'c S, de ci'ttc nianii-rc

(
Mm (Vdl ~ d'^y.

il fsl ta(il(' de viiii' (|IH' les «''(|Uatiûns ^ 1'= o, "^

v' =o, ^ y" ^( se

l'cdiiirniil Idiiiciins ii (•cllc-ri yéiit'i'alc :

(/m
dy (I )

d/ dx \ dl

il_r

Ax

i|lir Ile Micllli' lr> r(|lial KillS r- = (l.

Idl >,/iii l\>,// -d'~\ |„ o;

:0. '
z" = (> >(• ( llailUCI'liIlt CM

(//(/ /'Il 'Il
dl

~" Ax ( Vdl - d '^ \ - d T^ ïdt - S,///( (
Vdi - d ' '

)
\ t/l ' (\ r \ '// '

(".( scidiil dmic CCS deux C(|iiali(iiis (|iii >crviiiiiit a dciciinincr- le mnii-

vciiiciil du til: mais il y faudra ciiciir-c ajoiilcr une Irnisii'iue ci|uali(iM

i)tn se déduira de ce (|uc clia(|ue (di'Uicul du til. doul l'cxpic^sinu i;('iie-

lalc est \ (la-- -1- (îv- ^ d r- . doit dciucurcr cniislaiil. peudanl (|uc le til

\aiic de ((lurlie. Celle e(|ualinii si'ia dune

(/ . d.r--)- d)' 4- ds"

dt
o.

savdir

^•<C^)-.C^I-"(^)

Dans le cas des nseillalioiis iufiuiuienl petites ou a -j-^o. parce

(|u'al()is (duupu' point du til répond lonjouis a lrès-|)eii pri's au inèine

point de Taxe; de plus, si on regarde le (il cmnine nintorincnicnt c|)ais,

cl (pic rclenietit de sa ((uirhe \ d.r'- -t- d i'- H- d r'"' S(dl denole par d.v, on

aura c//// = d.v. et la torniulc inicgi'ale S(/w
[
IV// — r/-y- ) se réduira à

SPd.vr// = P,vr//. il (anse de Vdl conslaut. .« étant la lonuucur de la iiarlie

I. 5i
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ilii (il qui irpoiid à l'abscisse a-; par ((iiiséqiit'nt, si la longueur hilalc dii

til est /, on aui'a T = P/, et les deux premières équations deviriidroiil

eelles-ci, beaucoup plus simples,

\ lit ax I (ijr

f/l d.r 7 (\.T

la tr'oisième sera inutile.

XXVI.

ScoLiE. — Si les tils /, y, /'" (|ui joignent les corps M, M , M',....

étaient extensiltles et élastiques, on aurait alors les e(]uations

f 'if := xox -h yor -^ :oz,

f" of = \x' — x]((ix' — ûx) +- {}' — ,v)(^k' — or) -^-(z' — z)[àz' — oz),

f'of" = {x" — x')(ox" — ox') -h {}" — r'){df" — dy') + (s" — z')(dz"— oz'),

et ainsi de suite.

On trouvera de plus, en appidaul F, F', F",... les l'orces d'élasticité ou

de contiaction des tils/, /', /'",..., que l'étjuation (U; deviendra

M iidu -i- M' II' du' -+- M" II" ou" -h. . .

= P ( M a.r + Wox' + M"èx"-h...)~¥ df - F' of - F" of" - . . .

,

comme il est facile de s'en assurer en appli(iuaiil le prineijie de la cnn-

servation des forces vives au cas dont il s'agit ici.

On nu'ttra donc, dans cette expression de

M II ou -h M' II' d II' H- M" II" II' + . .
.

,

au lieu de 5/, of, §/",..., les valeurs qu'on vient de trouver, et on la

substituera ensuite dans l'écjuation E) de l'Article IX; ce (|ui donnera,

,
. ,

• ; • 1 I
. ds ils' iW

après avoir ordonne les termes et mis dl a la niace de — -, —; •• -^^- <

' •
Il II u



\ mil KIU.NI s IMMilil.ÉMrS HF. D ^ N \ M l(,) I K. W.\

lllir i-(|IKlli(itl ilr ri'll*' lurilic :

I
ff.r) o.r -(-(.r')o.r' -h{j:"]6x" -+-... + {y)oy -h(y')dy' -l-(r")ô.)-" -+-...

-^-{z)oz + {z')dz' -t- {z")oz" -I-. . .] = o,

il;iiis hii|ii('lli'

i.r') =. M (,/ j;' - P./) -
("f^

F' - -"-Z^ F
]

,//.

(
,.', = M ./^ + (--^^ F - ^—^ - F

)
<n.

fr")=M'v/^ -+- (^-^ !••' - •^^' F"j '//,

cl les Miitrcs expressions fr), fr'), f;" : scr'oiit les iiiciiics (|nc les '

v;, f v).

y Il (•haiij;('aiit seulciiieiit r (Ml r, v' en z . y vu z'

Dr ((Ile ((Hiatiiiii on tirera donc. siii\aiil imlrc iiiclliodc, lc> c(|ua-

lions parlicnlii'i'es

(ar) = o, (.r') = o, (.r") =; I ,

(r) = 0' (.>') ' «• (.'") = «

{Z]^0, 12') = 0, (S")=:0,...,

(|ni scioiil cclli's du niouNciiiciil des coi|i^ M. M . M

XXMI.

(^(Hoi.i.AiitE. — Si l'on veni (|ne les masses M. M , M soiciil inliiii-

'iiienl |)elilcs et placées ii des distances intininicnl iiclilcs les iino t\i'<.

antres,•conseï vaut les suppositions faites iLiiin lAiliclc .\\\ . on ;inra en
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général M = dm, /"= As, x — .r ^ d^r, k' — J'= dy, z' — s =^ ilr, et W\\\

trouvera (|iif les é(|i)ations ci-dessus se changernnt dans les trois sui-

vantes :

dm d("§-'"")-^^<" = °-

uni a — d —r^ (// = o,
(// d s

, ,dz . Fds ,dm (I —, d —-,
— dt = o,

(// As

où la (juantite F mar(|ae rélastieité variable de chaque élément du til.

Si l'on fait abstraction de la pesanteur P. et qu'on suppose, outre

cela, les oscillations du tll inlininient petites, en sorte que l'abscisse x

demeure toujours la même pour idiaque élément d.s, l'a première é(|ua-

tion se réduira à

, Fdx ,— d —j— al := o,
as

IT ri /*

dont l'intéerale est —j— =X-, ce (ini donne^ as ^

L- A.
As Ax

et celte valeur étant substituée dans les deux autres équations, on auia.

à cause de k ((mstant,

, ,
(/) . d '"

7 , j , dz j d -
, ,,dm d -^ ^ a v— 'I' " '. "'» (/ -5- ^ d -,— li dt

.

dt ax dt . Ax

Soit X l'épaisseur du til, en sorte ((ue dm = Xda- ^il faudrait mettre ii la

rigueur dm =^\ds, mais comme on suppose les vibrations intinimeul

petites, il est clair que dv et dz seront aussi intiniment petites par rap-

port à d.r, et qu'ainsi d* sera à très-peu près égal à dr . on trouvera en

ditTérentianI et prenant (/t et (\.r pour constantes, ee qui est pei'mis,

d\y _ /.- d=r d^'z _ h A'z

dt- ~ \ cT?" ~dT ^ \ Ax^'

é(|uations connues.
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WMll.

licmarquc. — Lrs ((|ii;iliniis ti'(iii\ccs |i(>iir le iiHiiivcirii'iil il'nii fil

vil)riinl, ('lasliqn»' ou inui, iiriivcnl encore l'être d'iiiie ;iiitre iiiniiieic

plus (lirccle, en regai'diinl iliilidid le lil eoiniiie un assenililajie (l'iiiie

iiitinile (le |»(iiiils inohiles; e'esl ce (|iril esl Imii de jaire voii' pour de\i'-

lopper davantage ra[)|)liealion de noire |irineipe général ii ces sorles de

(pu'slions.

\\l.\.

pKoni.i'nii: W. — Troiiser le momemcnt d'un fil incTlcnsihlc. dont lotis

li's poinls sont sollicilcs par des forces (fueleoiupies V , O. H

Soi.i ii()\. — Hn conservanl les noms (humes dans r.\rlicle .\.\\ .

SdU'nt, de |)lus. // la \itesse de elia(|ue clément du lil, el ^A le |ielit espace

(lu'il par'c(mrt dans le temps dl: il est t'acile de voir (|ne la tornnile du

prinei|)e gcu(''ral deviendra

Sr//» / mis.

Ou fera donc, suivant notre méthode, rc(|uatiiui

6i>d»i
I

i(ds <>,

(|ni se réduira d'aliord, ii cause (|ue dm est ciuistaut pendant (pie le lil

varie de courhe, à

S(/«i 'j I uds =; o.

sa\(Ui' a

S(//» 1 (iiods -+ oiif/s) — >d/ii
j

ii'lth + S<///( / itoiidt ~ o,

ds

II

Maiutenaat, si on prend p(»urclia(|uc ciemeul du lil trois courdonnees

en meltaul i/l uonr —
'

Il
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rcctani'les .r. v. r, ((Himic dans le Prohlèmc I, on aura aussi

orfi= -Y {dx dnx -\- dydoy + dz

d

oz)
as

•M

juods=~j(d-^ox-^d^^or + d^^zy

I »

Mii'llant d/ |)(uii- —1 (Iduc rintri>ralc Sr/w i in) (/s (lrvi( iKira

OZ] 1

dt dl dl

fu transposant les signes S, 1 , ce <|ui est évidemment permis.

On clianiiera aussi par la même ti'ansposilinn des signes la iornnile

Sr//« I iiniidt en 1 '>dm iirlu (It. et l'on aui'a l'équation

.
/'

, I / ^ . . dx , , '/) ^ , d.

( k ; 1
>:dm \

iioii dl — (I —r: ox — d -r, 0)' — d
rf/ <// dt I

Il s'aiiit maintenant de tioiivei' la valeuf île >>dm iiok dt. Or il n'est

pas diOieile de voir (|ue l'équation L de l'Article VIII appliiiuee à la

(inestion présente donne

S dm Itou ^ — S dm {Pop ^ O 'j '/ — Ho/—. . . )

.

On aura donc, en multipliant par dt dimt la valeur est la même pnnr

tons les éléments du fil.

Sdm II ou dl r=: — Sdm IP of/ -^ Qo(/ -4- H ôc -t- . . .) dt,

on l)ien en mettant, selon les suppositions de l'Art. I, Il o.i— wn.r+ 'I or

an lien de Po/> -^ Qo^ + Ror —

(X; Sdni iirjiidt ^^ — '^dni lldtdx—mdtov^^dtoz).

Cette v;il(Mir sulistiluee dans l'équation K . il viemli'a

(L) - fsdm i^d'^£ + ndtUx^(d'^^r^dl)6y^i^d'^^~^di)oz
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l'icsciilcinnil. coiniiic cliiKiiic clciiiciit du lil, (l.v:= yW.T- -t- d v=-i- i\z^'.

isl suppose iiicxiciisililc. <iii ;i, ((iiiiiiic diiiis l'Arliclc XW , r('(|ii;ilinii

lit (Il dl

(Jii a de phis, par la iiiriiic raison,

'5 yd.r- -1- d)-' -f- dz- — I),

ce i|iii doiiiic

(I ro(l.<- -<>- (!) 0(1 ) + d; ')il ; o,

savoir, cil ti'aiisposaiil les deux caractci'isrKpics o, d.

d.rdo.j- -)- (I rdo )• -h ds d«;c o;

d'où l'on lii'c

. ^ d)'do)- -I- (la d'jz
a<)x — ^ —

-,
.

rt.r

rl. en iiilt'yianl.

Sd^.f — : oa- =: o \r — S
, d)-do)- -t- dî Aoz

Ax

o'.idciiolc la xali'iir de o.r lors(pic l'iiUci^i-ali' Miai(|iicr par S csl /.cio.

savoir la vaiciii' du o.>- ;i la prcmii'rc cxlrcmilc du til. La .sulistitutioii de

la'llc valt'ui' dl' or dans rcipialion I. clianiicra l'cxpri'ssioii intciiralc

Sf/w ((/
J~
^ ll(//) 0.1

II) ccih'-ci

dx
Sdiii [i^ -j- + \l(/l\ .1 — ^dm Wdl]

/<1)-

,
..,./> ,— dor ^ , dos

(// / \Ax i\x )

Or la difVcrcnci' o '.j-, étant constante, |)cul cti'c de^aiicc du sii;nc d'intc-

i;r'alion: donc si T/// cx|iiiuic la valeur totale de l'iulcLir'ale

s,/,„(</^^n,//J,

dx
l'cxprcssiiui '>ilfn\(l -j -+ il r// ) o '»• se reiluira ii c(dle-ci plus simple.

ïdl^.v. Il s'ajiil inaintcnani de t'aii'e disparailrc les dillercuces de ov cl
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VÎT dans l'iiiilre expression Sflm yl -j- +- Y\dt\ S(ji(lfjv-t- -j— dos) ;

c'est de quoi l'on viendra aisément à hout par la niélhodc de l'Artiele IX

du Mémoire précédent. Suivant cette méthode, on trouvera (|ue, si Irli

représente, comme ci-devant, l;i valeur totale de l'intégrale

S (//H ('/ 'y- -I- II(//) ,

el (|u'iin lasse, pour abréger,

l<ii~^dm [d~+\\dt\= \]dt.

on aura

>dm [d —,—h n </n ^ . do ) = —3

—

-
r- — hd —3

—

- y.
\ (// / dx • a.r ax

el de même

^dni (d -j- -h ndt] S-i— dôz= —-, 02 — Sd—
j

os.
\ lit I ax nx ax

•OÙ les termes qui se trouvent hors du signe d'intégration S doivent être

pris avec les conditions énoncées à la tîn de l'Article I du .Mémoire pré-

cédent; or la valeur de []dt qui répond au dernier point du til est mille,

parce (lue Sdmid -jj -t- Wdl\ devient alors égal à Tdt, et, pour le pre-

mier |)oint, cette valeur est égale ii Tdt. parce (|ue Sr/w y^ -jj ^ T\dt\

est é^al à zéro: donc, si l'on marijue par 'x, V, 'z les coordonnées qui

'\dtd ") N , ,1 , ,

repondent a ce point, on aura , , ,
v pour la valeur exacte du

MdtAy >, .
Tf//d's^, n 1 r , .

hdtûz^
terme —^

—

- ov, et n '5 = pour celle de I autre terme —^ nz,
Ax • a z • ax

Par ces sulistitutious, on aura donc

s„»[(,/§.n,/,)s(i^,„.^i£.,,)J

1 al .r -)- -r-r- )•-!- -rr- ^ — bi </ ; OT + A J àz
\ a X • A X I ' Ax • Ax
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l'I rtMiiiiiliiMi L, se cliaiiiicr;! en celle-ci :

i—

I
.r -f- -r~ y H- T-— z \ (If

J \ u X- (\ X I

r . \ I , y't/t(\ )• , ,iiy , , \ ,

, _ ,
,—(>'' — — '

+ 'lin (I -', - +- ilnt m ill ]o y
J I

' '' ' "' / "

/ , L (// (I ; , , t/z
, ,, , \ 1

\ Ax (Il !
I

il'iiii l'on lire |mmii- ions les |)(iiiils du lil en i;iMiei;il

, l.(ll(])- , i ,ily ,\

(1^- \ (Il I

, l (Il dz , i , (Iz ,, , \

dx \ (// y
'

el c('s e(|n;ilions, avec celle (|ni :i ele lionvee preicdeniinenl

. /c/(l.tv , /^/dr-\ , jdAz\

seiviidiit |Kini- (leleiininer le nninviMnent dn lil.

Si l'on i;iil (hius ces e(|ii;ilions 1! ^ — P, — ^ o. ^r = o, elles rexien-

di'ont ;iii même (|ne celles de l'Ailiele .\.\^', comnie il esl t'iicile de s'en

assurer par un calcul i'ori sim|de.

x\x.

ScoLiE 1. — .Mainlenaiil. \)i){\v salisl'aire au resie de re(|iialiiui .M . ou

fera encore

/., d'r ^, ci'3 ., \.,. ,
-r -t- -r-r- y -¥- -rr- r 1 I f// = o,

\ d .r • d X I

é(|uati<)n (|ui a|)partienl uni(|nemeul an premier poinl du til.

Supposons d'al)(ii'd ce |ioint ahs(dumeul ti\e : il esi claii' (|u'ou aura

5 \r = o, ô ')' = o, 5'r = o. ce (jiii rendra uul> tous les lei'UU's di' re(|ua-

liou dont il s'ai;il; doiu' les e(|nations (rouvees ii la tiu île l'Ai'tiile pré-

cédent sullir'ont dans ce cas [xiu' resiunlre le ProliliMue.

.Mais si l'autre iKUit du lil est aussi li\e. il l'audia l'aire aliu's (|utd(|ues

I. 52
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cliaiii^friieuls il ces é(|uati()iis. Pour cela soit reprise l"e(|iialion.

ox =1 .V — s -i^ a oy -h ~,— cl 3 ),
\dx (1 .r /

on trouvera, en intégrant par parties avec l'addiliou des conslantes

nécessaires.

^, dy -, dz ^ d r , , d 3 ^ , / , dy ^ , dz ,ox := X — -j^ oy ;— s + 3-^ y -i—;-— s + b d -,— ôy -h a -— o z
dx • dx a -r cl r \ dx dx

Désignons par .x^',}'', :•' les valeurs de r, v, ; (|ui re|)ondent à l'extré-

mité du til, el rapportons l'équation qu'on vient de trouver a ce point,

on aura, en transposant.

, , ,
dr' , , ,

àz' ,ox -r- -Y~ y -' '^ '
, 7 13 2 — X r-^ y

dx dx •

d 'r ., d 'z ^,—- û z

d X

/ d ), dz
b a -r^o V + d-7— ds

dx • dx

l'intégrale

^ , , d )-• d z . ^

b (d;T^or-Hd;r- -

d .r d X
oz\

étant prise pour toute la longueur du til. Cette eciuation elanl viàie pour

tous les instants du mouvement du til, on peut la multiplier par dt, el

en prendre l'intégrale relativement au temps /; on aura donc, en aUéc-

lant tous les termes du signe / -,

(N)
\i\'

X + -V—; a,K -t- j^:; oz — à X — ^pf^ y — ^j-^ z\(ll
dy_

dx'

d^
dx' d 'x d \v

-/«(^tfï^-'--^£^^)'^'=-

e(iuatiou qui doil avoir lieu eu même temps que l'équation générale (M;

en faisant o.r', ov', a;', ri\x, ^V, ^'z égaux à zéro coni'ormemenl à

l'hypothèse, ce qui la réduit à

-/^-'s|''k-> + ''c"1'"="^
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jf miilliplir iloiir (l'ttc ((|iiati(in |);ir un ciicllicictil indeli-rmiiit' /. et jr

rajoiitr à rc(|ii;irKiii .M : j';ii. ;i cause de o '.r, o 'y, o 'z rgaux a zi-rct,

_ / "s
I

( d
i^^' + </„, ,/f ^ ,ln, ^ ,1, 4- .1

''^'
/, .// )

,

o.

l'ou jr tire |)iiiii le iiiuiivcmcni du til

d^ii^'- -,,/,„ (,/'/'

IJ^/cl-

dx

r// / (\.r

dm [ il $W^ -'''/') -"di^
', f// -=

:

'I la lini^iciiif ((|iiatiiin scia la iiiciiic (jiic dans r.\iliclc [H'cccdciil .

X.WI.

ScoiJK II. i,"c(|iiati(iii N claiil iiiiilti|ilicc par un cciclliciciil indc-

Irimine k. cl ciisnilc ajoiitcc ii l'ciinalinn .M , on a en ^encrai

1

/
\Ax' ox' -+- (i )-'o )•' - fl r'o î'j -j--- — 1(1 'x 'x -!- fl ')• 6 '»-!-

(I r o' z)--r-,— <//
d x' (1 r

dm îT! f//
I
6 )

J L\ (\x Ax dl

h dt ~ dm d -^ -1- dm^' dt]oz. — o.
/'

, Vdt (1; , (I

(la- (1

Les termes adecli's dn doiihlc siifnç / S fonrniidiit d'ahord pour le iiinn-

veiiient li'eneral du til les [ucnu's c(|ualious (|ue dans r.\rlicle prccedcnl:

ensuite les autres termes aileclcs >iiuplemcnt du sii;ne / dunneroni

l'e(|iiati(in

a.roj; -i-ar o } -i-dr or -—
- d xo x ^ a yo y-^i\ ro :;)—; dt ^ n.

d.r d X

d'oii l'on tire les eon(dusions suivantes :

i" Si le til est fixenienl arn-le à ses deux cxtrciniles, les ditlerences

5?.
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5\r, o]y, o'r-, âa-', oV', âz' sont nulles par elles-mêmes, el i'écjLiiition

(lonl il s'a<nt ne fournil aucune condition nouvelle; c'est le cas de l'Ai-

tilde précédent.

2" S'il n'y a qu'une des extrémités du fil qui soit fixe, alors on aura

simplement â'x, ây, â'z ou âx', ây', âz' égaux ii zéro: dans le pre-

mier cas, il restera l'équation

id.r'dx' -4- dr'ô>'' -1- d z'o z')-^—- ^o,

à hujuelle on ne peut satisfaire qu'en nietlanl X-^o: dans le secdud.

l'équation restante sera

, , , ^ , j , ^ > . , •> , /' -I- T
,— [a a- o X -I- a > ô y + d z s) -^-,— (// = o,

d .*•

Ia(|utdle donnera nécessairement

/. + T = o, savoir T = — A ,

3" Si le til est attaché d'un côté à une verge fixe le long de laquelle il

puisse couler par le moyen d'un anneau, et que l'équatiim île la verge

soit en 2;énéral

(iz = m dx + Il d} -,

alors on supposera

selon que ce sera le j)reinier ou le dernier point du til qui décrira la

courbe donnée; et substituant dans l'équation ci-dessus la valeur de c? 's

ou de âz' on en tirera pour le premier cas les deux condiliniis

d \r + Vh d 3 = o, d y -4- « d '2 = o,

el de plus X- = o, si l'autre bout du til est libre, et pour le second cas on

trouvera de même

djr' -I- wf'ds' = o, il ,' + w'ds' = o,

et de plus T -+- / = o. si le premier point du fil est libre.
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V si les (IciiN liiiiils (lu til conlcnl le Innii ili' iliiix nimljcs ic|in''scti-

Iccs |»;il- les ('(ilKilKills

d"z = ^nid^x -¥- Il (/')•, i/:' ni' ilx' + n' ilr'

,

(III iiicllr;i m o '.r -t- V/ '7 r jxpiif or., cl /«' o .i' -t- // o i' pdiir o r , cl I un

l'ciii cil coiisciiucncc

(I .1 -I- '/H(l ; = o, (I _» ^^ " il ; — o, d.j' -(- /«'(!;' - d, il >•' -* // dr' ^ <>.

.">" Si IcsdciiN lidiils (In fil sdiil ;ill;iclics l'un ii r;iiilic, en smlc (|ii'it

en l'csnilc nue eoiirlic renlranl en ellc-incine, un ;iin;i diuis ce ( ;i>

.r' = 'x, y =^ 'y, :' =-- r-, cl rc(in;irKin ^^ciicimIc se rc(liiii;i ii

, , ^, . , ., ,1"'/'— (d X X + (1 )• b >• + (I z ') z) -TT- =- <:
^

• (1 .r

d'oii T = o coinine (l:iiis le prcmiei' e;is dn n" 1

.

Toiiles ces e(|n;iti()iis, ;in reste, devrnnl se xciiiier :iii iiniyen des

ciinslantes (|ni se tronvci'onl d;ins les c(|n;irnins m'ncijilcs de l'Ailicli

|)r(''e(''denl ;i|)its leur inlei^i'alion.

XXXII.

Scoi.iK m. — Iniiiginons (|ne le til soit enipoitc |i;ir nii ((iipsdc nnissc

tiiiie I\l iitlaclie ;» snn cxti'emite et anime par des puissances (pndcomiiics

P. O'. H' Il est (lair (|ne dans ce cas la toriniile. (|iii dnil cire un

maximum ou un minimum, ne sera [dus simplemcnl Si/ni i mis, mais

S(//)' )
mis ^- M' I II' ils'

.

en uiimmanl // la \itessc du corps M et ds r(demeiil de la ciuiilic (|u'il

decril. Or celle dcrnii'i'e t'ormule. elaiil Iraitcc comme celle du l'io-

hit'mc I. donnera pour sa diUd'eutiidle

_M'
/"I

(r/"^' +ir(//)à.r'-t- (,/''jy -i-w iltyr' + (''^ -^ '\'<ll\o:'



(p)

4li APPLICATION DE LA MÉTHODE PRÉCÉDENTE

on ajoutcrii donc cette quantité au premier membre de l'équation géné-

rale (le TArficle précédent, et l'on aura celle-ci :

- /'[(m'^^^j +M'n'^//- fr<//^o.z-'-H (M'f^^ -i.M'vs'dl-^,l,<li\or'

\ lit dx j (\ x

J L\ d.x- ax (Il I

i ,\JdtAz ,Az,,
,

,dz , ,,- , \ -.— d —
-i y-A^—h dt -^ dm d -r- -l- dm 4 dt]dz

^ dx dx di '

Les ternies ailectes du double signe / S donneront pour le mouve-

ment du til en général les mêmes équations de l'Article XXX. (ju'il est

inutile de répéter. Les autres termes fourniront l'équation

iwd^'+M'ndt-kdt] àx'

-h ( M' d ^- ^ M' td' dl - i*^ k dt \ y'
\ dt ax / •

-^ Ul'd^- -h M' MV// -^ A (// ) Ô^'
\ dt dx' I

-h (d'x ô 'x -I- d'^' o ') -I- d 2 'z) —n— dl = o.
d X

Or, si le corps M' est libre, en sorte que les difierentiations o'j' , o* v',

âz' demeurent indéterminées, on fera

M ( rf^ + j3' </, \ _ iil /, ,// = o,
\ dt j dx

M' id^ -^- "{'dt] - ~ I, dl = ...

\ dt dx



\ Itll l-ÉKKNI s l'Itolîl.KM i;s l>K ItVNWIHUK. VIS

{'.{• sont les ('(iiiatioiis (|ui scrvinuil ii ilclciriiini'i- le iiiuiivciimmiI iIii

nii'|)S M'.

Si Cl' coi'ps i't;iil conlrM'mt de se mouvoir <iii' iiiif siirl'aci- (Imiiiic |i:ii-

I

'
('

(
1

1 1 a li o 1

1

tJz' = m' dx' + II' ily'

,

on iiiclliail. (oiiinic a rordinairc. fii y*.r • /i dv au licii i\v o: , ri l'on

t'ii tii'crail les ('(lualioiis

M'(,/f ^n.//)-A</,.-[M'(^^^'iw//)-;;>,/.

,'/)•'

M(,tJ^ --•'/') '\^, I, ,li ^
I
M' 1 cl^ + '!'<// \-'\^-.l. <ti

(l.r \ ^ (Il ' ax-

A l'cijanl (les Ifriiii'S

(cl '.r 'x + (I ') ')• + (I "î ô "z) , , <//,
(1 X

(|ui appai licniicnl an priMiiioi' poiiil du til. ils l'oninironl les incincs coti-

dilions (|ne dans l'Ailirlc pi'cccdcnl. sidon les dillcrcnlcs ciiiMMistanccs

(In monvcini'nl de ce point. Mais si Ton iniai;inail de plus en ce [loinl tin

antre coi'|)S M. anime des puissances I'. \). \\ en soile (|ue le lil lut

empoite |iai- deux coi'ps '.M, .M' tixemeiit attaches ;» ses extrémités, alors

on aniait. pour la formule du maximum ou iln minimum.

^(/ni 1 iii/s ^ M / Il t/s' • M I II (/ s.

et l'on li'onxcrait. en l'aisanl le calcul de la même iiiauiei-e (|uc ( i-dessus.

(|ue le premici' membre de l'équation P serait auj;nH'iile des teiines

e (pii ne changerait rien aux t'ormnii's liouvecs jxiur h- mouNenienl du
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til l'I (If l'autre corps M'; mais on aurait de plus l'équation

ï'Mj'Ll^ >M >n <//-(-( T -(- /, rf/1 '.?

+ r Md~ ^'M mdt -t- l^j T -h /, ) Jt\ èy

-H r.M f/^ -+- M '4V// +^ ( T -h /. ) rf/ ô1 ô 'z = o,

(l'dù l'on tirerait pour le mouvement du corps 'M des formules analogues

à celles qu'on a trouvées pour le corps M'.

XXXllI.

Problème VII. — Résoudre le Problème précédent, en supposant que le

fil soit extensible et élastique.

SoLiTioN. — Soit F le ressort, c'est-à-dire la force de contraction de

cluujue élément du til. on aura, en général, par ré(juation M) de l'Ar-

ticle VIII,

S dm udii ^ — S dm {P dp -^ Q oq -t- R or -^ . . .
— 'SF of:

ce (|ui donne, en multipliant par r/;, et mettant II o*.r -i- ?«(?>'+ 4 c?; au

lieu de Pt?/J -t-Qc?y-f-Ro*r^ ..., et as au lieu de/,

(Y) "^dm uoiid/ z= — ^dmiUdldr ^ isdtor + ^' dtôz) — SV dtôds.

Or

cl* =
V
d.r- -+- dr- -f- d^',

donc

^, dxodx -hdrody -\-dzodz dx dox -\- dy i\'j1 — i\- dozods= '^— = ^- ;

05 Ils

donc, mettant cette valeur dans SFdtâds, et intégrant par parties avec

les constantes nécessaires, on aura

F'dt "Fdt
SFr// d i= —p— (dx' ox'-+- dy' ày'-hdz' oz') n— fd".râ'jr-i-d')-o')--4-d'zo "s)

ds • ' d s ' •

l'.Fdx, .Fdy, .¥dz
S d —;— ox -+- d —î-^ oy ->- d—i

—

dz] dt
^ ds ds • ds
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Maintciniiil, \ui\\v icsoiidrc le l'iuliliinr, il ii'\ ;i plus (|ii':i ini'lli'c ihiiis

r<'(]ii;iliuii K il"' rAtliclc .\.\l\, ;iii lieu <lc '>(lm witt dl . \:\ viilciii

qu'on vient de lidiiNCf et l'un :ini;i, in (lidnnrninl 1rs Icrnics.

— 1 1 ax or -+- dr or + az nz ) -j—; (a x o .r -t- o >• o i' -4- d z o î) -jt/

dx
\

rt .î

J \ fi.ï (// /

Fd) /r\
-1-

( (I —r' d/ — (//i( m (// - i/ni d ^j-\ oy
\ d s dl !

-^
(
d —;-' dl — «^H/ >r dl - dm d V- )

''-
' d.v (// '

(l'on IDn lire, [tour les ('({iniliims i^i'nriMlis iln imuiMiiicnl dn lil.

.
I' 'I '"

/ . , .. / ;
"'^'

\

d —;— dl — dm 11 (// - '/ -7- =^ i>.

(I.V
^ dt I

dm I m (// ^ d ~\ — o,d -• (//

(\~!-^dl -dm {y\J/-^,/'-^\
ds \ dt I

ce (jui s'accorde avec ce (jn'oii a Ironve dans l'Ariiclc \\\ II. en ineUîuil

CT et H' = o. et — P an lien de il

.

On ania de pins l'éiinalion

[nx o J- -I- d 1 or -I- d z nz —r— (d x o x ->- a \o ) + ii z o si -r—- = o,
• (l.î d .î

(ju'on Iraitera ainsi (|n'on a l'ait ci-devant re(nniti(Mi 1' , et (|ni donnera

par cons('(|neiil des concliisi(uis setnhialilcs sur le inouvenieni des deux

extrémités dn lil. .l'en laisse le détail an lecteur.

.\.\.\l\.

Phoblkaii: \"11I. - Traîner le /noincf/ic/i/ d un airps de /igiirc quid-

conquc aiiuiK' jHir des forces qu(drofi(/ii('s.

Sni.iTio\ — Soient iioinniees dru clia(|ne particule dn coi'ps, // sa vitesse

1. 03
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el ds l'espace qu'elle parcourt dans le temps dt : on aura, comme dans

l'Article XXIX, Sdm j uds pour la l'orniulc <|ui doit être un maximum

ou un minimum.

En suivant la méthode expliquée dans cet Article, on parviendra de

même \\ l'équation ^Lj

_ /\dm (^ ^' + n dl \o.r + U '^ + Tndl
)
or + ((/^ +- 'Vdt\ èz\ = o.

l't il n'y aura plus qu'il substituer dans cette é(juation les valeurs de da\

(/y, dz et ù-v, c?y, d*; convenables à chaque particule du corps donné.

Pour trouver ces valeurs, je prends dans l'intérieur du c(U'ps un point

(|uelcon(|ne tixe ([ue j'appelle le centre de rotation et dont je suppose

que la position soit représentée par les coordonnées rectangles X, Y, Z;

je rapporte à ce centre chacun des autres points du corps par le moyen

de trois nouvelles coordonnées />, q, r prises dans les mêmes axes que

les X, Y, Z; j'ai ainsi

r = \ -I- j), r z=\ + q, z=.7. + ;;

par conseiiueiit

dx = (/\ -t- dp, d)- = dN -h dq, dz = <//, + dr,

cl de même

ox =: oX -I- ^p, oy = oX -I- oq, oz =; âZ + o /.

Il s'agit maintenant de trouver les valeurs des différences de p, </. /

pour chaque point du corps; pour cela il faut considérer le mouvement

du corps autour de son centre et déterminer les variations qui en résul-

tent dans chacune des lignes y^ ij. r. Or il est facile de voir que, quel que

soit ce mouvement, il peut toujours être regardé comme formé de trois

mouvements de rotation autour de li'ois axes perpendiculaires entre eux,

et passant par le centre dont nous parlons; donc, si l'on prend pour les

axes de rotation ceux des coordonnées /^ y, /, on trouvera par un calcul

très-simple (|ue, tandis que le corps tourne autour de l'axe des r d'un

mouvement angulaire d^, la ligne p croîtra de la quantité yc?R, et la
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li^nci/ (Iccioiliii (le l;i (|ii;inlitf />r/ H : (|iic de nuTiic, ni riorniii;inl '/O

l'iiilfilt' (le rotation jmloiir de l'iixc des y. les li-iiics p i-t / (Icviciidioiil

|i;ir Cl' iiKnivcnifiil p ~ rdi), r — pdi): cl (iii'ciilin l'ariiilf ili' intalidii

Miitiiiii' (le l'axe (1rs ji fiant dW il en icsullcra dans la lit;nf /y nn arcrois-

sciiii'iil l'gal ii rd\\ cl dans la ligne /• un dccroisscnicnt épi a qdV.

Donc, cil ajonlani cnscniMc tontes ces dill'ci'ciilcs \ai-ialinns des lii^ncs

/;, y. /, cl exprinianl les variations lolales [lar dft. (hj. di . on anra. en

j^éneial,

(Qi dp - rd(i ^ qdW. dq rdV //,/!!. ,1, -<j(/\'- jxH).

cl pai' eonsci|ncnl aussi, en cliiin^cunt ^/ en c?.

On aiua donc pm- |;i

or =; o V -4 (0 V ~ po i{,

«3 z = ô Z — ^ I' — p'i^y.

dx d\ du du
r -.- + q

dl dt dl ^ dl

h d\ dV d\i

dt dt
~ '

(//

dz d'L dV do
dt ~ dl ^ (// '' dt

'

d'où l'on tiii

,dx ,d\ ,(/0
rf -^ = d — h I il -ri

dt dt dt

d_ii

lit

dW /R
dr —r^ -^ ild —j-- — (1(1 —T-

' dt ' dl

saxoir. en inellani |ioiii- ^/y. r//- leurs valeurs.

,dx ,d\ ,(/() ,(/n dVdi^ ,/Q- dVd\{ ,/lî
d ^ = d^^ - id — -^ qd — - q—j;- - l> ^fr - '-^77 l'

dt dt dt '" dt

on aura de la nn'nic manière

dt dt Il
'

,dr ,d\ ,dV ,d\\ dP' dPdQ dOdn ,/\Vd-^=.d-rr^rd^-pd-^ -q^-p^j^^r—j-^ /

dt dl dt dl

.dz .d'L IV
l—r = d —r — qd —, pd —— — / -
dl . dt ' dt '^ dt (

dQ (/P (/P(/K do (/Odl{

h dl dl
'/

dt

53.
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Substituant ces valeurs dans l'équation (Lj ci-dessus, et faisant sortir

hors (lu signe S les quantités rfX. r/Y, r/Z, à\, â\ , oV.. r/P, r/Q, r/R,

c?P, c?Q, t?R qui sont les mêmes pour chaque point du coriJS, enfin

ordonuaul les termes par rapport à c?X, â\\ c?Z. âV, âQ, c?R, on aura

une é(|ualion de la forme suivante :

(S) ['f[X]âX + [Y]ÔY + [Z]ÔZ + [P]àP + [Q]ÔQ-i-[R]ÔK)=:o,

dans laquelle

r>o »T/'^Y , , i,(IV dQdR\ ^ ,
dP' + dK'

, , I
,dl{ dVdQx „ , .— i^pdm I (/ -T 1 j-— + S rn (//" (//.

r.,n ,. ,'/Z ^ ,
,/P^ + ,/Q'

, , /,,/P ,/P</Kv
[Z] ^ Md -ïj - ^rd,„

^^ ^V'/'" ('/^ + —/—
)

, , 1 ,dQ dVd\\\ ,,,, , .

[P] = 6rdnid —, Sqdmd —. 1- {Si-dm + Hq'dni] d -j-

,
,dQ , , ,(/R , , dQ'-dR' ^ ,

dPdO
+ bptjdmd -^ - ^prdnul -^ + 1>q,dm

j^
^prdm —;jj—

,
dVdli , , , , ,

,(/QrfR ^ , /, c ; /-— Spqdm—-. h[bq-dni ~br'(/m}—-. h bTsrdnidl ->4 qdnKll,

[Q] —Srdnid'-T ^pdnul'-j^ -h [Si-dni -+- ^pU/ni)d -j-

, j ,dV , , ,(/R , , ./P--(/R^ ^ , dVd(i+ bpqdnid — h >qrdmd —r- ^ ^pidiii -j- bqn/ni j-
—

, dQdR , , , ,, (/Pr/R ^„ , ,, ^,, , ,,

-h Spqdm —^, hi^i-dm — bp-dm) -. hMIn/wf// —>^^\ pt/i)i i/l.
'

(Il (Il
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HT o ( / '/^ • # . '/V , , , , 1/ K
' '

ill
'

(Il
' '

ili

-+- >qitlniil
ly

— >/)/ i/niii —j-;- -\- >/)ii(lm- —j~—^ -t- >ijiilni .

,ll

Jn,/n

(Il

IV,li)
-r 'ftpidrn —"

h {Sj}'(Jni — '^gU/ni -,—^ -^ S II ij<lin dl - Stt^iiiIiii i/l:

M i\|iriiiir l;i vmIciii' de St/rn. s:i\nir la ni;i^sr l'iilii'ii- ilii inrps.

Olli' (Miiialinii (luiincra la sulnruiii du j'foliii'inc en t'ai-aiil. cLiimn- a

rnrdiiiaii't', les coetliciciils des dillcrniccs iiiai(|nci's par '}. ( liacnii en

|)aiti(nrn'i' ('i;al à zéro, coin inr on \a Ir \nir dans lo (j nid lai ics snivanls.

\\\V.

RioMAKyi 1;. On |)çul sini|ditifi- les (\|)r('ssinn> de X . N . /, ,

l^J, !Qi. H en l'aisiinl lornl)i'i' le ccntic dr rolalinn dans le ccnlic de

liravitc lin ((irps. Car alors les intt'iiialcs ^/u/f/i. <.(/i/rn. S/v////, i|ui

expriment l;i somme des moments de tontes les |iaiti(nle> du coi jis par-

i'a|)|)oi't il ses trois axes de r'otalion, dexiendroni nece>saircrnenl cijaies à

zéro, par la j)i'o|)i'ieté connue de ce centi'c.

A i'éjiani des autres intégrales S//- ^/m, Sq-(/m.... il taiil (d)ser\er

(|nc leur valeur dépend de la position instantanée du corps, et (ju'tdle

varie |)ar c()nse(|uent avec le tem[)s /.

Kn ellet.

(/{ijj'tliu):^^(/lp'(lm! = ?>
f>

<lj> (Int '>j)i(lf>i (l{) — >Sy»y (///( (/!',

en Miel la ni au lieu de f^> Sa valeur- /v/Q -h <j</\{: on li-ouvera i\i- la niiMiir

manière

(/ ( S (j
• (Jni -2 S (/ ; dm : </ 1' — ?. S /xj dm )d i{.

J( S /•'(//«: ::= — ?. (JsqrdmdV — :>. 1 S /<((//?( di),

d{Sp(jdi)t) =^ [^pidm) (/P -+- [>(jidm)d() ^ S (/ <//// — >/> dm i/ii.

d{Spit/m) ^= — {Spq dm)d \^ -+- [^r-dm — ^p- dm < dO -^ ^q' dm)dH.

</( S (jr dm) = ( Sr- dm — S </ dm] d V — : Sp<j dm dO — >pi dm d li

.



V22 APPLICATION DE LA METHODE PRECEDENTE

(]e sont ces équations (jui serviront à déterminer les valeurs généi'ales

(les quantités Sp'dm, Sq^dm, Sr'-r/m, 'èpqdm, Sprdm, Sqrdm (\u\

iMitrent dans les expressions [Xj, [YJ,... de l'équation fSj; mais c'est

de quoi il ne parait pas facile de venir à l)out, a cause de la difliculté,

d'intégrer ces sortes d'équations.

XXXVI.

CoROLLAiRK 1. — Or, si le corps est entièrement libre, en sorte que

les diflerences 5a-, fîr, 5=, 5P, 5Q, 5R n'aient entre elles aucun rapport

déterminé, il faut, pour vérifier l'écjuation (S), faire les coefficients de

ces ditférences chacun en particulier égal à zéro, ce qui donne les six

équations fXJ=o, [YJ=o, fZ]=o, [PJ = 0, [Q]=o, [Rj=o, par

où l'on peut connaître le mouvement du corps à chaque instant. Si r(Ui

fait dans ces équations Spdm = o, Sqdm = o, Srdm = o, selon l'hypo-

thèse de l'Article précédent, les trois premières deviendront celles-ci :

M (/— + S n c/m dt = o,
(it

-, , </Y . , ,M a -j- H- ^ ro (ini (Il — o,
dl

<n
dt

M d~ -t-S ^ dm dt = o,

lesquelles montrent (jue le centre de gravité du corps se meut de la

même manière que si toute la masse du corps était réunie dans ce

centre.

Les trois autres é(|uations ne contiendront ([iic les variables dV, dQ,

d\{ d'où dépend le mouvement de rotation du corps autour du centre de

gravité; ainsi ce mouvement sera tout à fait indépendant de celui du

centre de gravité.

Imaginons que le corps ne tourne qu'autour d'un seul axe, on suppo-

sera, dans les équations [PJ = o, [QJ = o, [R] = o, deux quelconques

des trois variables t/P, dQ, dR égales à zéro. Soient d'abord dQ, d H



\ DIIIKKENTS l'H<)Hl.tMI> l>K It^NvMKjlE. Vi3

éi^iilfs ;i /.iMi), (II) iiiiiii

^S/•• dm -+- S*/- Jni: d -— — Srr! / dm dl — S M q dm dt ^ o,

'>l>qdm]d —p- -^ i'èprdm)—. h '>{\rdmdl - SM /x/w ilt — o.

</ 1» d P— {Spidmjd -j- ->~
^i>g dm) —7- + S II ^ <//»<// - >m [j d/ii (/l o.

On U'iiiivi'i;!. ilf plus, [kii' Ii's lnnniili-s (loiiru'cs ii l:i lin ilf rAilicN-

précèdent.

d{Sr- dm )
+ d(S(j' dm )

— o,

d iSpij dm ]
= S/;/- dm d 1',

d ! S /»; dm ) 7=^ — [S/xj dm :
</ 1"

.

dOu

I" Sr-r/«( -+ >q'dm — consl.,

cunslîinte (jnc j';i|i|iflli'i;ii A :

d{Sp(j dm) d (Sprdm)

'>f)rdm 'T'pqdm

sMvtiir :

(S/^^ dm]d ( ipq dm) = —
i ^pi dm)d • S pn/ni),

m

ce (|ni iliiinit'. «n intei;raiit et réduisant.

Spg dm)- +- [Sprdm)- = consl.;

soit cette constante égale à R-, on aiini

>pr dm — ^ B' — ( S/>7 dm)-,

donc

d(Spqdm) _^j,

d'où

S/;y (/«( = B sin a h- P,,

« el;inl un iingle constant tel, (|ue B sin« = S/vy r///j. hu coniniencenient



i-24 APPLICATION DE LA METHODE PRECEDENTE

(le la rotation rlii (or|)s; par conséquent,

>pr dm = B cos (a: -+- P) ;

(loiH , NI l'on substitue ces valeurs dans les trois équations ci-dessus, on

aura

</P
\ d —y- -t- S CT /• dm dt — 8^7 dm dl = o,

dV (/P
B s\n\x ->rV)d -j h B cos (a H- P)—;

h ^Ui dmdl — SH itdmdt = o,
dt dt '

dp dp-— Bcos(3! -h P)d —, h Bsinfa -+- PI—
;

1- SUqdmdt — ^•Tnndmdt = o.
dt dt ^ '

dp
La première de ces équations étant nmltipliée par -j-^, et ensuite inté-

grée, donne

\ ^ P /* \f'~ -H 1 iS^idm-STqdm<dP= —

-

art/- J
^ a

</P
6- étant la valeur de -y- lorsque P = d. c'est-à-dire la vitesse primitive

de rotation; donc, substituant dans la seconde et dans la troisième ecjua-

,. , ,'/P , ,
</P^

, ,
......

tion, au lieu de a —r- et de —i—i leurs valeurs, ou aura, après avou' divise
(// (It '

par dt.

— Y sin \x -I- P) (S cT/f/w — ^Wq dm)

2B /'

T- COS {x-i- P)
j

{ s 153 /' dm — 4 </ dm ) d P

-^ Bf- rosia -t- Pj + SUrdm — SH />(///! = o,

— cos(a -*- P) l'Sra;(//>( — S4 o t/wj
A

-> B r
sin ( 3t -*- P) 1 {irsi-dm — S^ qdm dP

^- B c- sin ; 2 -f- P -t- S n 7 dm — S ro^ dm z= o,

et ces équations renfermeront les conditions nécessaires pour que le

corps tourne librement autour d'un axe immobile.
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si les loiccs 11, Î77, M Sdiil iiiillo, un ( uii>l;iiilis. ou hifl) si elles soiil

liloiHirliolinellês il p, //, /•, un ;i

Stn;*//» — S4(/<///i =^ n, Sll;-^//» S^ jk/iii - u, Sflr/f/w — Sm/v/w ^o;

|);il' cuiisefllleiil.

C,

c'est-à-dire (jue le iiioiiveiiieiil de luintiun esl iinirui'iiir, et les e(|ii:itioiis

|»rc(é(lent('s se l'cdiiiseiit ii

IJc-(()S(5! -(- P, ^ <), J{c siii'a^ 1';— o,

ee inii dimne H = (): on ;iiii;i Anne

^ (Spq dm)' + {SprJniY- o,

ce qui ne peut arriver, ii moins (|ne l'un n'ait f)pq c/ni = o , ^prdrn =: <>.

Vuilîi donc les conditions par lescpielics on deterniineia la position de

l'axe de rotation au dedans dn corps. H est ( lair (|ue ces cundilions sont

suffisantes pour une t(dl(' drterniinalion. puis(|u'oii sait (|ue la |)osition

d'une droite (jiii passe par un [joint donne ne dépend que de deux \a-

l'iahles.

Soi(Mit maintenant

rfP = o, (l\{ o ou </!' u. ./Q = o,

dans K's eipialions

on trouvera, par des procédés senddald(> ;i ceux (|uc nuu> \eniuis de

prati(|ucr, les ciHiditi(Uis de la rotation du corps autuni de deux antres

axes.

Dans la supposition de

Sroc(//?( — im
<i

i/ni ^ o, SH/(///( — SM/"/«) - <>, >l\ ij i/ni — >m p (/m ^ o,

I. r,i
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les é(|Uiiti()ns dont il s'agit seront

{Spq dm ) d —. h ( S
5/- dm ] -~ = o,

( S r' dm -4- Sy/' dm ) (/ -~ = o,

, ,
,dQ . , </0-

(
i>qr dm )<'

-jf
—

( ^P<J ''"'
) -jj- = o,

|i()iii' le cas où r/P = o, dW = o, et

— { bpr dm ) d -j [hqi dm ) —jj- = o,

(>>qr dm ) d —r-^ ( bpr dm ) -^ = o,

d R
( S/>' dm -+- S</- dm ) </ —t— = o,

pour le cas oii r/P = o, r/Q = o.

Dans'le premier cas on aura donc d—~ = o, c'est-a-dire (|uc la rota-

tion .sera unil'urnie, et de plus Sqrd/n = o, Spc/dm = o pour la détermi-

nation de l'axe de rotation.

Le second cas donnera pareillement r/-j— = 0, savoir la rotation uni-

forme, et 'èprdm = o, Sqrdm = o pour la détermination de son axe.

On trouvera donc trois axes fixes autour de chacun desquels le corps M
pourra tourner librement et uniformément, en cherchant dans ce corps

la position de trois droites, ([ui passent par son centre de gravité, cl (|ui

soient telles que

S/^(/(//»=o, S/J/</ni = o,

Sqr dm = o, Spqdm = o,

S ^/- dm -= o, ?i prdm ^^ o,

savoir :

S/;(/(//H = o, Sprdm^o, ^qrdm^^o,

p, (j, r étant les coordonnées rectangles (jui déterminent la position de

chaque particule du corps par rapport a chacune de ces droites; d'où il
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l'Sl ;iis(' (If ciiiiclurf (pic les trois ;ixcs de roliilidii ddiil il s';ijiil son!

ncccssaiit'iiicnt pcriiciidiciilaircs ciitic eux.

Au reste, (|iiel (|iic s<iit le iiKnivenieiit du corps aiilour de sou ceiilrc de

lïravite. il \ ailla toujours un axe iiislaiitané de rolalion (|ui |)asscia par

eiilre, cl (pli sera i'aeile il d(''teriuiiiei de> (prou coiiiiailra les iiioiive-

ils aiitîulaires (/P. (/(). r/H. Soient //. y .
/ les cooi(ioiiiiees (pii

i( |Hiii(leiil il cliacuii (les |ioiiil> [ilaces dans l'axe don! leins parlons : il

est clair (pie ces points dc\ an! cire iiniiinlnles pour un inslaiil, on doit

avoir

dp' = ;'(/0 -r (/' (/l{ ^ o,

dq' = /•' </ 1' - // (/ U — o,

dr' = — q' dV - //</0 =0.

c(pialioii> dont la troisii'iiie est. eoinine on le \oil. une -«uile nécessaire

des deux |ircinières; c'est poui^pioi on l'era siiiiplenienl

/•'f/0-(-7'f/K — o. l'dV - p (l\\= o;

ce (pii, en rei^ardaiit //. (/ . r' (diniiie varialdes. et dV. r/O. d\\ coniine

constantes, donne une droite dont la |)osilioii est aisée a deterininei par

ia[)|iorl aux axes des coordonnées />. q . r .

Dans le preinier instant du luoineinent on a. en taisant ^/!'^<>.

</Q = o, r/R = dans les équations V ^
= <». Q -- <>, R =0,

/ . / , f/P
,

jdQ
,

,rfR
' lit ' ' dt ' dt

-4- S ro ' dm dl — S M (y dm dt ^ o,

... , ,
,dQ . , .rfP . , , dii

I iii-ilm -+- s p- Il /Il fil —, i- I >/;(/ (//;( il —r- -^ >iii ilm il —-—

[^p-dm -+- Sq'dnij d

dl

dli

dt

Il
'

"'
"

(//

— >\lrdmdl - ^^\ pdmdl =0,

,dQ
,

,dV
[>qr dm ) il —. {>pi' 11m : d —j~

^ S n </ dm dt — > rr:p dm dl o ;

le plus, le> ('(juations

r'dQ-hq'dR = n. , d \' ^ p' d R

54.
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étant divisées par dt fi ensuite difTérentiées, donnent, à cause de r/P= o,

,
,dQ

,
,</R

,
,dP , , d\\

I- d -TT- + q d -;jj- = o, r d-jj - p'd ~y^ = o;
dt dt dl dt

(I ou I (Ml tlI'C

(/Q _ q' ,d\\
d -~r- ' '' -T- " ^ </

dl r' " dt " dt r'
" dt

ees valeurs substituées dans les équations ci-devant, on a

d\\
(Sr-dni -+- S(/-V//») i-j — (S/xy (//)() A — Sprdn d

dl

+ S ro r dm dt — S M' (/ dm dl = o,

I

— (S/ -(//H + S/>-rf/)0-77 -^ {Sp({dm)J-j -t-S(yj(/(» '^ tt^

-h S n y dm dl — S Wp dm dt = o.

S//- i/m -+- S</- dm — ( S(//' dm} ^, — ( ^pr dm) i-^ \d

d\\

dV^

dl

+ S n 7 (///( (// — s m /; dm dl r^ o.

et. en éliminant d
dl

{ S /• - dm -\-Sq'-dm)p' — {Spq dm )q' — {'Àpr dm ) r' _ S W q dm — S 53 / dm
{Spqdm)p' — [Sr-dm -+- Sp-dm)q' -+- {^qrdm)r' ^Wpdm — SUrdm

{ir'dm -+- Sq-dm)p' — {Spq dm)q' — {Sprdm)r' __ SW q dm — Susrdni

— [Sprdmjp'— (Sr-dm-{-Sq-dm)q' -h {Sqrdm)r' Smpdm — STlqdm

équations qui donnent le rapport des coordonnées />', f/',
/•' entre elles,

et par consé([uent la position de l'axe de rotation au comincncement du

mouvement.

XXXVll.

Cop.oLi.AïKK II. — Si le corps n'est pas ahsoluuieiil lihrc. mais(|u'nii

de ses points quelconque soit obligé de se mouvoir sur une surface don-

née, alors, prenant ce point pour le centre de rotalioii. cl supposant la
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sLii'faci' ('\|irimi''c |i;ii- ri(|ii;iHiiii

dZ = md\-hnd\,

iiii lie II i;i (|iic iiicllrc, (l;iiis rr(|iiati()n 'S,, wjX +- «o V [kpiii' '")'/.. ri rmi

aura, au lieu des lr«iis ci) lia lions X
j

= o, V
j

=; o, Z ^ <>. ces ilniv-ci :

[X]-I-/h[Z1 — o, [Y1 + h|Z1=:o,

les lidis aiitri'S ne nM'cvaiil aucun cliaiiLiciiiciil. Mais si. pour siuiplilirr

les r\|iicssi()ns (le X . ^ , »ii vi'iil (|nc le cculi'c de in|;iliiin soit h-

cculic (le nu'iiu' il(> gravilc du corps, suivant la Rciuar(|iir de l'Ai-

ticlc \XX\ , alors lui ne doit plus piciidic \, \ , Z pour les rooidonuccs

lie la smi'acc pro|)os('i'. mais X -^ /> , \ -i-//', Z -h / \ /> . y. / ilaiil \i —

coordonnées (pii dclcruiincnl la position du jioiut ipii se lueiil -.m relie

surlacc pai' rapport an centic île i^ravile: on aura donc

<//. -t- (/»' m (/\ -^ llj)') ^11 ll\ -r- c/(/ ,

el uietlanl au lien d(> dp' . dq' . dr' leurs valeurs

r'(/Q + </'i/K, , (IV ji ,l\{. (/ -/l' - /> ./O.

et ordoiinaiil les termes,

'// m(l\ ^ nd\ -\- iq' + «/ ')(/P + [p' -^' ;»/')(/(,) -^ \mr — ///; d W :

on trouvera pai' un laisonneineiit seiidtlalile

oZ — »ioX -i- no\ + iq' H- Hr')ol* -+- [jt' -t- n1r''6^) -» (mq' — np o!< :

donc, sili)stituaul celle \alenr de 'jZ dans rei|ualioii S . el r:ii>;inl lis

coellieienis des dillerenees reslaiiles cliacun i'i;al a /.ero, on aura les ciiii|

é(|uatioiis

[X]-l-m[Z]=o,
I

Y] -(-wlZ;=.-o,

[P] + (9' -1- /)/•') [Z]= o, [Q] + 1/7' -4- mr') [Zj =0, [K+nii'—np] /. - o,

et |»oui' la sixii'nie r'i|ualiini on |ireiidra celle ipTou a Ironxi'e ci-dessus.



430 APPLICATION DE LA MÉTHODE PRÉCÉDENTE

sîivdir

d'L = m (/\ -h II d Y -A- iq' + nv')dV -h . . .

Mais si l'on supposait que le point (|ui répond aux eooidonnées p

,

y'. / fût (ixement attaché, alors on ferait

d\ -\- dp' ^ o, d\ + dq' =^ o, d'L -f- di' = o,

ce (pii (loMiifrait, eu inellani au lieu de flp\ dij , dr' leurs valeurs,

d\ = — i'd(J~q'dn. (/Y = — /V/P-hy/f/K, dZ =^ q' d[> -3- p' di);

on aurait par la niénie r'aison

d\ — — r'oQ-q'oli. oY= — /'ÔP-H/^'ôK, 67. = q'oP -h p' oQ.

et, ces valeurs substituées dans l'eciuation (Sj, on trouverait, en taisant

les coeiricients de (îP, oQ, oR cliacuu égal à zéro, les trois équations

-r'[Y] + ^'[Z] + [P]=o,

-,-'[X]+^'[Zl + [Q] = o,

-q-[\]+p'[\] + [R] = o.

XXXVIII.

C.oKoLLAiRE III. — Iniai^inons (|ue le corps soit posé sur un plan ou

sur une surface quelconque le long de laquelle il puisse glisser libre-

ment, en tournant sur lui-même d'une manière quelconque; soient p ,

(j .
/•' les coordonnées de la supciticic du corps, et

dr' = Mdp' -h^dq'

sini eipiation dillerentielle, il est clair :

1" Que taudis que le corps a ses divers mouvements r/X, d\. d'L,

dV, r/Q, </R, chaque point de sa surface parcourt les espaces

,/\ +/ </Q-K/(/K, d\ ^ < dV - p' d\\, ,r/. -q'dV - pdq

dans la direction des coordonnées X, Y, Z;
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2" Que le point (raltoutliciiiciil, cluiit inobile sur ccUc surlace. par-

couiTii (le plus dans les nicnics dire» lions les espaces dp , dq' , dr\ savoir

dp , dq, yXdp -+- ^dq\ d'où il suil (|ue les espaces entiers parcourus par

le point touchant seront

r/X -f- l'dO -h,/'dl{ -h dp'.

d\ -(- , dV
i>

ilW -i- ilq'.

r/Z - q' dV - //r/Q + Wdji' -t- y,dq'.

Or. ce point devant aussi se mouvoir sur une sur-lace represculer p;ii

re(|ll;iliori

<fZ ~ ni d \ -\- Il (/ \

,

ou iiien

dz =^ m dx -+- n d) ,

en ap|)elanl .r, v. z les coordonnées de celte surface pour les distin^MU-r

des X. Y, Z ([ui appartiennent au l'eiitre de liiavité du corps, il l'audra

uiellre dans cette é(|uation, au lieu de d.v. dv. dz, les (juantités (|u"('ii

vient de trouver, ce qui donnera après les réductions

dz = md\ +- nil\ -+- q' -+- nr')dP -t- (/>' -^ w;" r/Q -t- niq' — n/i' dH

-+- \m — M)</// -t- (h — N u/g'.

l'.elle (Mpialioii app;irlirn(h;iil en i;i'Ueral il tons les poinls dans ies-

ijuels la superticie du corps pourrait icucontrci' la surface propusee:

niais dans notre cas. où l'on veut (|ue les deux surfaces se touchent, il

faudra de plus supposer (pTelles aient les mêmes tangentes dans leurs

points de rencontre, c'est-à-dire ipie w = M, /( = N; donc rcquati(Ui

trouvée se réduira à

d7. = md\ + nd\ -1- (^' -t- ;(;')(/P -t- ' p' h- mi']tlQ -r- linq' — np'dW.

Par les mêmes raisonncmcnis, ou li'ouvera. en considérant les diUe-

rences mar(|uees par 0,

dZ = ino\ -f- n6\ -+ [q' -+- ni')dV + l/»' H- nti']6Q -1- [niq' — /i//)dli.
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]| n'v ;iur;i doiii' plus qu'à substituer cette valeur de rjZ dans l'équa-

lioii Sn et à égaler ensuite à zéro chacun des coelFicients des diH'é-

reiicfs o\, ^\, ôP, oQ, 5R. ce ([ui donnera les cinq équations

[\]-hm[Z] = o, [Y]-t-n[Z] = o,

f PI -4- ((/ -H /(/'
)
[Zl = o. iQl -i-{p'-i- /»/•'} [Z] = 0, [RI + ( ni(j' - >ip')[Z] = o,

le.s(|uellcs étant jdinles avec l'équation ci-dessus,

dZ — md\ -+- iid\ -h \q' -+- ni')dV +. . .,

scivuoni a dclci miner le mouvement du corps.

Si l'on voulait ipu' le corps n'eût à cha(|ue instant (ju'uii mouvement

auioui lin point touchant, c'est-a-dire <|u'il n'eût aucun mouvement

pour ttlisser le long de la surface sur laquelle il' se meut, alors il est

clair que les espaces parcourus par le point d'attouchement sur la sur-

face dont nous parlons et sur celle du corps devinaient être exactement

les mêmes: il faudrait donc (|ue

d\ - ,' f/Q + f/V/R -^ dp' = dp',

dY -^ l'dV - p' dh. -^ dq' = dq'

,

dZ - 7'r/P -//</R ^ dr' = dr'.

savoir

</\ -!- ;'r/Q + 9'f/R = o, d\ + r'dV- pd]^=o. dZ - q' dV - p' dH = o,

et pareillement

o\^ r'oQ-h q'ôR = o, oY -i- r'oP —p'èR=^o. ÔZ — ç'ÔP — p'ÔR = o,

d'où Ton aurait pour oX. o V, aZ les mêmes valeurs que dans le second

cas de l'Article XXXVII, et ces valeurs substituées dans l'équation (S)

donneraient par conséquent aussi les mêmes équations pour le mouve-

ment du corps, mais avec cette différence que les coordonnées p , q , r'

répondraient ici non plus a un point tixe. mais à un point mobile qui

change continuellement de place tant sur la surface du corps que sur

cell(^ le long de la(]uelle le corps se meut.
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X.WIX.

Scor.iR. — Ia's ('X|n<'ssi()ns |X , fVj soni <'n tiiMUTnl

[X]. M./'^+s(</;J^'-f-IW/j./m,

P ] = ( S rdm )(l — (S q <lni ] d .'

S (,/^ -^ T^dt\ vdm - S [dj^ ^ M<//) qdm.

01 — H^rdmd '-

C^ixlm, d '—^ ' tit ^ ' lit

S
(
(/

'(/'
-f- Il <lt\ rdm - S id j -f- ^ dl

)
i>d,„.

R ] ^ ( S7 dm) d'-^ ~ i>i> dm ] d ^-^

S [d '-I' -^ Il (//
) il dm - S

(
r/

'J
-1- 57.//

1

pdm.

Dans les tViiiiuilt's de rArliclc XXXIV nous avons mis ii hi |ila( r ilc

p. (j, r leurs valeurs lirecs de r('(|uathiii O . el celle substitution a

intiMuluit les (|iianlités ^/rdm, Sf/-(/m. Sr-(/m, ^pi///m. ^prdnt. Sy/v///?

qui ne peuvent ètic déterminées (|ue |>ar Tiiitégratiou des e(|uations

données dans l'Artic le XXXV. Or. [)(Uir éviter cet embarras, il n'v aura

qu'à exprimer les coordonnées /;, c/. / par d'antres variables, dont les

unes dépendent uni(juement de la situation du corps et soient par coiisé-

(|ueiit les mêmes jiour chacun de ses points, el les autics an contraire

soient diftV'rentes pour tous les points ilu <oips el demeureiil loujours

les mêmes jiendant (pi'il (lianiic de situation. Pour c(da. ayant imaginé

deux axes perpendiculaires l'nn à l'autre, qui passent par le centre de

rotation et (|ui denieureiit toujours fixes au dedans dn eoi'ps. (Ui reniar-

I. 55
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(|U('ra : i" (|ue la position (le ces di!iix axes relativement a un plan fixe

(pielcon((ue ne dépend que de trois variables (]u'on peut nommer P.

Q, R :
2" (jue la position de eliaque point du corps, relativement à ces

axes, dépend encore de trois autres variables que j'appellerai 2, 9, 'Ç;

d'où il suit que la position de chaque point du corps par rapport à un

plan fixe quelconque dépendra en tout de six variables P, Q, R, z, '>, «,

et qu'ainsi les quantités/», q, r ne seront que des fonctions de ces mêmes

variables, fonctions toujours faciles à déterminer par les éléments de

Géométrie. Ayant donc trouvé les valeurs de p, q. r en P. Q, R. |, o. Ç,

lin en tirera aisément celles de r/-/-i d'-f--, cl -r^ en faisant varier P, O-
(// <lt ut

R; (Ml substituera ensuite toutes ces valeurs dans les expressions ci-

dessus, et l'on inle<;rera les termes atVectés du siane S. en reflardaut

I, '^, ç comme variables, après quoi il ne restera plus de variables que

les P. Q, R qui représentent la position du corps à chaque instant.

Au reste les expressions de p, q, r dont nous venons de parler peuvent

servir aussi à trouver les valeurs des difl'érences §/>, 5^, 5r. Soient en

général pour cha(|ue point du corps, c'est-a-dire en regardant 2, 9, Ç

comme constantes,

ûf/>=A£/P+ Bf/Q + CrfR,

rf9 = DrfP-f-ErfQ-(-F(/R,

rf/=GrfP-+-H</Q-+-IrfK,

on aura également

d/; = AôP-t- BÔQ-t-CâR,

ôg = DâP+ EÔQ + FoR,

o/=GoP + HdQ + I au,

et par conséquent

iix = ÔX -h op =^ ÔX + AâP -t- Bo(J + t:ôK,

oy = ÔY + oq = Ô Y -t- DâP -f EÔQ -t- VàK,

oz =âZ +ôr -oZ +GoP + HoQ + I'5R.

Substituant ces valeurs dans l'équation (Lj, on aura une équation de

la même forme que 'S), dans laquelle les quantités [XJ, [Y], [Zj
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scnml cxpriiiK'cs «(iiiimc ci-dessus, <'t li-s P., (J^, K, iniruiil les

Videurs suivaiiles :

</\ </\ IL
P 1 = ( S \ dm

,
d '-.- + ' S I)dm ; d ,- -f - ( S G dm ] d 'LL

(II dt dl

^\{''fl
^ H'/'j \ -^ (ft'^l +^dl) 1)^ id''j-^^,l,)^ i,\,ln,.

d\ d\ IV.

'// (// (//

S[^(./^' -. Il,//) n -. id''jl .-rr.dl] E-+- f./^;'
+ >|-,//) IlL/m.

^] —{f^Ldmd ^ ^ i>l- dm d ~r- ^ {•> \ (/m ,/ ,
' dl dl

^

dl

di)i

Je hiisse ;iu lecleur le déhdl de rjipplicalion de celte ('(lUiiliiin. ijui

u'aui;i aucuue dilliciille. apri's ce (|iie miiis axons dil dans les (jii(d-

laiies précédculs.

XL.

PROBLÈMf: l.\. — Troiacr les lois du mumcitii'iil des lliiidrs iiiiii élas-

tiques.

SoLiTio\. — Il l'sl visllile (|ue ré([uali(in L , (jui a servi |iiiiii

l'ésoudi'e le Prnlili'iiie precedeiil. a eiicdic lien ici, celle e(|nali(in elanl

i;enerale pour un s\stenie (|uelcon(|ne ili' cor(iuscules ilm. ai^ilés par des

forces quelcouques P. n. H

Soit 1) la densité de cl)a(|ue particule du tluide <lni. ou auia

dm =^ l)(l X (I r d z.

et l'equalion dont il s'aijil sera

i

^
(./;;;

-i</.)ôc]=o.

55.
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Je mets l'exposant ' au signe S, pour exprimer les trois intégrations (|ue

ce signe renferme, relativement aux trois variables a?, y» z. intégrations

(|ue nous aurons souvent occasion dans la suite de considérer chacune

en particulier.

Maintenant, comme le fluide est supposé incompressible, il faut (jue

le volume de chaque particule dm, lequel est exprimé par AxAyAz.

leste toujours le même; on aura donc

cij- fl z (I Ax -\- (\x àz (lAy -+- d.r d >• </d z — o,

savoir

ilAx dû y ddz— h -j-^ + -j— = o,
ax dj uz

ou, en mettant d(7au lieu de dd,

... f\(lx ddy ddz
dx dj' dz

On aura par la même raison

d >• d 5 ô d X -+- d X dz ô ây -\- d x d k â d z =:= o,

ou bien

dV dz d ÔJT + d^- dz do y + dx df ddz = o,

ce qui donne

ddy d â z

'

dox = — djf , ,dy d z

et par conséquent

idoy ddz\
(c) ^dôx =^ Sx ^ d\r — Sdx , , . ,

\ dr dz

à'x est la valeur de ox, quand l'intégrale Sdx i-r^ + -jt) *"St nulle;

or, comme cette intégrale doit être prise en variant seulement .r, il s'en-

suit que la quantité ^'x sera constante par rapport à x, mais variable

par rapport à y et s, c'est-à-dire que cette ([uantité sera une fonction

de J et z.

Donc, mettant dans l'équation (a), à la place de 8x, la valeur qu'on
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vient (le tniuvii , l'i-xprcssion iiilégralc

' lit '

sf clciiiii-crii en celli'-ci :

S» ri .r d r (1 z n (f/^ -;- n r/A 5 'x

i:i-

- S' d. .l,Ml.
I

I» (,/^ -f Il</r) Sdx i^-^ -^ ^)
J'éciis (l';ili(H'(l le prciuicr iin'iiilii'c tiMiisloriiK' iiinsi :

... . ... ., / ,
'/.*'

5- djdz Sdxl) (f/V + \\dt\ o'.r,

('\|)i'('s.si(iii (lu'oii \(iil lucn l'trc ciiiiivulciilc ii l;i |)i(i|iiisi'f'. (ii-, sdil la

valeur lolale de

Sd.rD^rf^-*^ +ndt

exprimée par ïclt, il est claii' (jn'oii aura, à cause (pie o'.r est cnnstaiil

par rap'pdil ii x,

dx „ , \ ^. , , ., , ,. / , dx
Sd.rl)((/'^ -l-nrf/)â':i- = o'xSdjiU id~ -^-\\dl\ =dxT <//;

(lOlK

,yj-

S^ d.r d )• d s I)
(
</^ -( Il r^ )

Ô 'X = S^ d ) d ; T<// ^^ 'x.

.le mets (le iiieiiie le seciiiid iiieiiihie sous la t'onue suivante:

SM.rdz Sd.r
I

1) [d-jj + dt] Sd.r (--1 -^ ^) |;

j'opère sur rintei;rale

. . r .^ / ,d^' .. I \ . , /dô) dâ^'N
.d.|n((/^+ii,//)sd.(^^ + -^)_

suivant la iiK'thode de l'.Vrtiele IX. Mémoire pr(''e(''cleiit : j'aurai, eu sup
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posant, pour abréger,

Vdt = Tdi-Sdx]) i^d~ +n<//),

la transformée

S? dr L dt ~r-^ 1 i— ,

\ Ay 2/

oii il n'y a plus (|u'um seul signe d'intégralion: la formule proposée

lievienfira donc

, . . ^ . ,- , I Ao^ d s
\

S^ d) Az ^Axhdt -j— + -i— '

\ dj az j

on. et- (|ui est la même chose,.

S' AxAvAz hdt i-:^ + -j— ,

\ âr az I

dans laquelle il ne s'agit plus que.de faire disparaître les différences

de ôv et ô = .

Pour cela il est nécessaire de distinauer d'abord les intégrations rela-

tives à la variabilité de v et de :. en mettant cette intégrale sous la

forme suivante :

'saxaziay 3

—

-—i- h- d.r dv ^ ds —3

Ay Az

Or, par la méthode ordinaire des intégrations par parties, on trouve

Sdr—3—^ = U rf? or — 5>dr —3 ot.
dr •

• d)-

J'écris Sdy—^—— ôv au lieu de SdfUrf/j'îv (lui lui est éaal, pour
d)- I ^ i

dénoter que cette intégrale, de même que la différentielle à\]dt, doit

être prise en ne considérant (|ue la varialtilité de y seul. Soient mainte-

nant 'v la valeur de y lorsque l'intéarale Sdy—^ 5y commence, et

y' sa valeur lorsque cette intégrale finit: et soit exprimé par U ce que

devient U en y mettant 'y à la place de y. et par U ce (|uc la niémc quan-

tité devient en faisant y = y'; on trouvera, par la Remanjue faite à la fin
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lie l'Articli' I lin Mémoire pn'M't'dciil. (|iic l;i viilciir- cuiniili-lc «In itrnu-

IJ dt (iy sera L ih oj' — '

li d/ o ' v.

M;iis [iniir peu iiiTon it'lléchissf sur la nnliire de nos f'oriniiles. il est

aise (le vdir (|iif <| Mil 11(1 r 1' Tiiileiirale Sd.rl) ('/ i

—

'r- Mo/) est nul If.

ri i{iii' (|ii;iiiil l=U, celte inlei^riiir r-i |)reeisén)enl ei^ale a \i//: c'i'>\

{Minri|niii l'un anra T — T el l'' =r o; iKme enliii

S>d>- j
—^ =z — lo }— bdr-^-j -o}-.
dr •

(I)-

( )n liiinvcra |>ar des ()|)eraliiuis et des laisonnenients senihlahles

., -Vdldoz .,,,, ., d{UrfO,
iiZ d;

doiu*

se eliani^cia en

., , , , ,,, i
(loy doz

\
>' d.f d ) d ; l </l -r^ + -T—

\ d)- cl; /

, , ,..,. . . j d L (//
)— ïs- dx di 1 <// ) — S- dx d î & d ) —

i-i
o y

dr

. j , -n , . . , . . , diVdl) ^— S- à.r dr r (Il z — V d.r d)- >ds —^ oz,

on, en rednisani.

, di L <//) , d( U(//i ,

S-d.rd -T(/M')- ->'dj,d;; 1 <// o ; - >'d.ed)ds -^^-j or ^ -; -oz
' d)- dz /

donc

S'd.r d) d; Dl'/'-T^ -t- II»//) ^x ^Sd) dz \ dt o\v - >' dx dz \ dt o\

— S' dx d.)- i dt o'z + S' d.r dy d z (
^

^ oj h ^-r-—-' oz \

,

dune ré(|iialiiin <i deviendra

{S= d.)- dz T dt à 'x -+ S- dx d s T <// ri i + S^ dx d > i dt à 's)

d(lJ(//) „ ,
.d)

{d) \
-+- l"f>' dx dr dz

I

, l) [d'-^ +-wdt\ \or
dr \ lit I

I

•

t d{Udt) „ ; ,dz ,, . \ oz^=o:
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d'où l'on tire pour le mouvement de chaque particule du fluide *mi

i{énéral

l
(\ il] (II) . / , dy ,\

' 1) [a —.—h mat ] =o,

Ensuite, pour satisfaire au reste de l'équation, on t>r;\

(/) S=d.>-d3 Tdl o'^- -hS'âx dzJcIt ô')-+S-d.r di- T r//«5 z = o.

XLI.

Corollaire 1. — La valeur de Vdt est

Tdt-SdxD l^d'-^ +n<// ]•

l'intégrale étant prise en variant seulement x\ on substituera donc celte

valeur dans les équations (ej; mais, pour pouvoir faire disparaître le

signe S. on prendra les différentielles de ces deux équations en suppo-

1-11 -1 à(ldi)
,

sant .r seul variable, ce qui donnera, en mettant pour —j-^— sa valeur

— D id -j- -h U dtU deux é(|uations

U[iy[d'^^ndt)]j[iy(d^^^.dt

1 dr- d^

'["("t-"")] ^ [>('' I-H]
\ d s d .r

(|ui jointes à l'équation (b) trouvée ci-dessus feront connaître les valeurs

de X, y. : pour un temps quelconque.

XLII.

Corollaire II. — Telles sont les équations par lesquelles on peiil

déterminer en général le mouvement d'un fluide non élastique sollieité

par des forces quelconijues P. Q. R,.... qui agissent suivant des direc-
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liuii> (iu<'lc()n(|Ufs, ou liifii \y,iv di's luiccs II, w, "I dirijif-cs ,siii\;iiil !<>

iijilics .1-, •»-, ;; cuininc il rst jiisi' de le voil' cil cxiilililKillI lf> Milciiis ili'

ces (|ii;iiilit('S 11, w, M Arliilc 1 .

Pour mieux connailre les ('(jualions dont il s'agil, ex|iriiiioiis par a, fi,

j les vitesses de cli;i(|uc |);iiticiilc du tluidc pai'idlèlciiiciit aux coordon-

, . ,. ,
I , (Ix ih' dz I-

liées .r, y, z, c csl-a-dirc lo valeurs de -7 •. -;-• -, ; nu aura, eu ili\ isanl
(// (// al

par fit,

iM^^w) d(Dn)^-'(pf) d(D.,
'

dr d) d.r Ax

^^~di) d(i)n) ^^("777)
^

diD^-j

dz dz d.r dj-

d a d ^ d y
' Ax Ay Az

On voit par ces équatious (jiie les (|uaulités «, j*;. y sont nécessairement

des fonctions des variables j-.>. r (jui delerniinenl la |)ositioii des paiti-

cules à chaque instant, et du temps écoulé de|>uis le ( (imnicucement du

mouvement; or, dans l'instant dt. il est claii- (|ue les variables .r. v. z

deviennent x + y.dt, y -\- ^idt, z-^'/dl: thuic les vaiialious des (|uau-

, , I
d X , d Z , dy .

tites V, [j, 7 dans cet inslaul ne seront pas seulement -j^«^ 777"'' '^"'•

mais
dx ,, dx doc

,_
dx

,

(/I dx dy ' (/;
'

dt dx dy
'^

dz '

et telles seront les valeurs de dc(, d^i, d-j\ donc, si ou sulistitue ces

valeurs dans les équations < hj, et qu'on suppose pour plus de siinpiicile

les forces Fi. tit, M nulles ou tcdles (|ue

d[l)n) _ djDro) d;l)n) _ d(DT)
Ay d a- d r Ax

I. 56
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et de plus la densité D constante, on aura, en divisant par 1) et marquant

toutes les différences par r/, ce (jui est al)soluni('nl indifférent ici,

d-c. o'/^^ '^f^'^ d oi à y. d y d '~p dx dy
dx dy <!}'' dydz dx dy dy dy dz dy

dx^ ^ dx dy dx dz dx dx dy dx dz dx

d'à. . d'à d'à d ce d a. d y. f/(3 dx dy
dx dz dy dz dz' dx dz dy dz dz dz

Ha^ I

3
'^''y

I

.,
d'y

_^ <tt i^ _^ (h^ i^ ^ <h_ ±1.
dt dx dx' dx dy dx dz dx dx dy dx dz dx

Os équations peuvent s'abréger en supposant

d y (/p da dy
dy dx ' ' dz dx

' qui les réduira à

du du odu d
fj.

Ida (/|3\ d y. dy dp dy

d'y

dt dy
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serviront ii (IctcnninL'r les mouvements tlu (luide dans plusieurs ras pai-

liciiliers.

Os eas se roduiscnl ii vvyi\ où l'on supixise (|ne les |iiirti(ules ilii

lluide décrivent des courhes invariables, ee (|ui arrive (|Mand les ia|)|)orls

des vitesses y, fi, y sont in(lé|)eii(lanls du teni|)s /, c'esl-ii-dife (|iiand les

(juanlités et, [i, y sont simplement des fonctions de x, y, z multipliées

paf une même fonction de /. Cai', soit mis dans les é(|uationsf:énéial('s '/i

Se. O^i, ^rj il la place de y., ,';, y
'

''j éfani une {'(inclidii ipiclc(Ui(|Ue de /,

et a. jv, y etani inaiiilfiiaiil reiiaidces luinnic des toncti(Mls indéterminées

de .r, >', r- sans/ , un linu\cia, après a\iiir dix isé |)ar ^',

^ d ij. d :j. I d y. d?j\ il y. d y '/ i d y

d V , d -j

6- dl ' ^ dx
^ d -j d V /' d y. f/ 3 V d y d 'jj d y dp
^
77r

"^ '' TTJ ^ "'

l Jj "^
TTTj

"^ ^ d: ^ 'dyd^'~"^

,. , .
u. do -^ do

. , 1

,. .1
Or, comnu' les termes 7

—

î-'t—r- sont les scul> iini reiitermenl /. M
5- dl 0' t/l

'

faut nécessairement (|u"il^ snieiil ei;au\ a zéro sé|)arément de liMi> les

autres, pour (|ue les ei|uatiiins soient |)ossil)les; on aura d(Uic v. = o,

V =: o, ce (pii satisfait encore au reste de l'une et de l'autre ('(iiiatinn.

<'omuU' on l'a vu plus haut.

Il y a [Kuirtaul un cas nu les e(piati(uis pi'écédenles peuvent éli-e véri-

fiées sans su|)poser ^m. ^ o cl v^o; c'est celui où l'iui auia

5-- dl
C()n^l.

c'esl-;i-diii' où

y=n — hl et 5= ,—

•

II ~ hl

•J d
a et h étani deux constantes (inelcouiiues; car alors les leruu's 7^ -y-,

' ' 'j- dl

V '/ 5 •

.

111 •

^ -7- se troiiveiiuit rnlUMenieiil inilepriidauls ilii temps /, ainsi i|ue tous

les autres.

Au leste, en comiiinaut les é(|uations y. = 0. v =0 avec ré(|uatinn /;.

56.
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on peul séparer les indéterminées a, /3, y, et l'on aura

(l^a d'à. d'x _
d^ ^ 'dj^

'^ ~dF ~ "*'

^/'j3 f/'[3 </'j3 _
(/x^ ((k' rfz'

(/'y d-y d'y

dx- dy- dz'

XLIII.

Remarque. — Quand on aura trouvé, par le moyen des écjuations de

l'Article précédent, les valeurs générales de a,
fj,

•/, il faudra de plus

déterminer ces valeurs, en sorte que les particules contigués aux parois

du vase dans lequel le tluide se meut puissent couler le long de ces

parois; soient .r, y', s' leurs coordonnées, et

dz' ^^ p dx' + qdy'

l'équation qui représente la figure du vase donné, en mettant, au lieu de

dx, dy' , dz', leurs valeurs c('dt, fî'dt, y'dt; a', ^'
,
y' dénotant les valeurs

de «, /3, 7 lorsque x, y, z deviennent x', y', s', on aura l'équation

y' = pa' + qP>',

qui devra être vraie indépendamment de /.

Dans le cas où le temps / n'entre point dans le ra|)poi't des vitesses c/.,

p, y, il est clair qu'il n'entrera pas non plus dans l'équation

y' = P^' + q?>';

mais alors les valeurs de x, ,3, y étant beaucoup moins générales, il

pourra arriver que cette équation ne se vérifie qu'en supposant que les

(juantilés p, q aient certaines conditions, c'est-à-dire que le vase ait une

certaine figure; c'est ce que M. d'Alembert a déjà remarqué dans un

excellent Mémoire sur les lois du mouvement des fluides, imprimé dans

le premier volume de ses Opuscules mathématiques. Mais ce savant Géo-
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mètre prétend de |)liis(|iir, l(iisi|iic It- vase ;iiir;i mu- ;iiilrc li^'iin- i|iii'l-

(•(iiiqiic, le iiioiivciiiciil lin llniilc ne |iiiiiii;i plus ("•tic soumis ;iii cmIiiiI :

«'est de quoi je ne s;nir;iis loiiilin d'iiccord ;i\ec lui: c-.w il me scnililf

»|ue tout ce qu'il l';Hidi;iit coik Une alors, c'est (jue lii suppitsilion parti-

culière de a = oet v = <) cesserait d'èti'e exacte, et (pic par coiise(|uriil

les valeurs de c/., /3, 7 dépendraient de la résolution générale des équa-

tions '/C).

Il est vrai (|ii<' M . d'Aleiiiiicrl pii'leml i|iir lr> (•(jualions a = o, v = «

sont les seules vraiment exactes pour déterminer les lois du iiioiivemeiil

des fluides; il se l'onde sur ce ipie le rapport des vitesses y., [j, y doit être

indépendant du lem|is / dans les |)arlicnles qui coulent le lon;^ des

parois du vase; d'où il iiilcre ipi'il doit l'être aussi en gênerai dans toutes

les particules du lUiide; mais celle conse(|uence, si j'ose le dir*-, ne me

parait point assez juste, lin ellel, on peiil trt's-l)ien imaginer, ce me

semble, des fonctions de r. V, :; telles, que la variable / ne disparaisse

de l'expi'cssiim de leur rappml que lorsiiue .r, »', r deviennent .r', y', z'

.

et sont liées pai' l'ecpiation

(h' = p il.v' 'h (/
(/>•'.

En geneial. il me parait certain (pi"en resoixaiil les ei|uations It . i

par des méthodes analogues à c( Iles (juc j'ai expliiiuées dans les Heclier-

ches sur le Sa/i . imprimées ci-devanl. on auia une solution applicable à

tous les cas [xissibles, et par la(|uellc on |)ourra deteiminer le m(Ki\e-

ment des iluiilc> (jui se meii\enl dans des vases de ti^nre ipielciHKpir. r|

(pii onl reçu au commencemciil des impulsion^ qiielcompu's.

Il ne pourra y avoir de dilliculle que dans les seuls cas où le lluidé se

divisera en se mouvant et cessera de t'ormer une masse continue; mais

alors, ayant trouvé par le calcul, ce (|ui est toujours possible, les endroits

où le tluide doit se diviser en plusieui'S portions, on considci'cra ensuite

chaijue [turlion u [>arl. cl on en del<'rmineia le niouvcnu'Ut en la legar-

dant comme une masse isolée.

Nous avons obseive dans i'Ai'ticle précèdent ipi'il \ a un cas où les

ecpialions 7.^0, v = i> ne sioit pas indispensables dans riivpullii'se

*
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que les rapports des vitesses a, fi, y soient indépendants du temps t.

M. d'Alembert a fait aussi cette remarque dans l'Article X de son

Mémoire cité ci-dessus; mais il trouve, par ses formules, que le cas dont

il s'agit est celui où

9 = ac,

au lieu que, suivant les nôtres, ce cas est celui où

ht

Or cette différence vient d'une légère méprise (jui s'est glissée dans les

calculs de M. d'Alembert, mais qui n'intkie d'ailleurs en rien sur le reste

de ses ingénieuses recherches.

Pour faire sentir la vérité de ce que nous avançons ici, examinons les

équations que M. d'Alembert donne dans l'Article I du Mémoire cité

pour les fluides pesants qui se meuvent dans un plan. Ces équations sont :

dz dx
'

d{g—bilJ-\6q-qJ) _ d{- 6qA - OpB' - pT)
"'"

dz
~

dx '

^est la gravité, 5 est une fonction quelconque de^ comme ci-dessus; Sq,

Op expriment les vitesses que nous avons nommées a et y, et les quan-

tités A, B, A', B'. T sont telles, que

d{eq) = qJdt-hO\ dx + OBdz, d{9pi=pT dt -+- 9 A' dx -h ÔB' dz.

La première de ces équations résulte de l'incompressibilité des parti-

cules du fluide, et revient par conséquent au même que l'équation ii)

ci-dessus en y faisant /5 = o. A l'égard de la seconde, l'Auteur la tire de

cette considération, (jue les forces verticales et horizontales, perdues à

chaque instant par les particules du fluide, doivent se faire équilibre;

ces forces sont, selon lui.

g-h')p- kbq~q'V. —6q\'-f>pB'-pT.
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ic ijiii ildiiiK-, par les lois jif-ncralcs de r(''(|uililiic di-s lluidcs. i"c(iualiiiii

ilunl nous parlons. Or je dis que, suivant les liypollièses de M. d'Alini-

licit, il faut ('crife 0- au lieu de S dans les expressions des loices en

(pieslion. Car il est lacile de voir (jiie ces forces sont en içénéral

^~ lu' w
savoir :

c est-a-Oire

^ dl ' dt
'

,, <JKdx 'iWdz ...
fj\! dx &B'(/z

mais

dt dt
'^

dt

dx = xdt —')qdt, ,lz — y dt - '//; dt ;

donc ces (|uanlités deviendi(Uil

g—q'\'—^J' \q — 0' H/;, - p\ - ']' \'<j - f)- H>.

Ainsi l'on aura à la rigueur ré(|uatioii

d{g—ïi6'p-.\&'q-qH) _ d(— B'qk' ~ B- p^' - pT
]

dz dx

de laquelle le temps / ne dis|)arait (|ue iiuaiid 7' est pro|>(irtionn(d ii T.

c'esl-à-dire

T dt d b

-gr ^-^r^f'^'i^i-

d'oii l'on tire, comme ci-dessus.

' — a -Ut'

au lieu (|ue, selon re(|uatioii de .M. d' Alcniln'it. cela doit arriver lorsipie

ï— = consl.,

ce qui donne, en inleiirant,

comme cet Auteur l'a trouve
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\LÏ\.

Corollaire lil. — Si, au lieu de (onsiderer les vitesses «, /3, y. on

veut considérer les variables or, v, z elles-mêmes, on remarquera que

ces variables ne peuvent être que des fonctions du temps t et des valeurs

qu'elles avaient au commencement du mouvement quand t^o, valeurs

(|ui doivent être entièrement arl/ilraires, pour que la solution du pro-

blème ait toute la généralité possible.

Dénotons ces valeurs par X. Y. Z. c'esl-à-dire supposons que les va-

riables .r, V, z, (|ui représentent la position de chaque particule du

fluide, après un temps quelconque t. soient au commencement du mou-

vement X, Y, Z; les dilTerences de a\ v, ; s'exprimeront en général de

la manière suivante :

dttfér. x — LdX + MdY + 'S d'L^ y. dt,

différ. >• = P rf\ ^ Q d\ -^ R rfZ -t- ^ dt,

différ. 2 = S </\ -+- T (/Y + U f/Z -^- y dt.

de sorte (jue

et

dx = 7i dt, dy=^dt, dz — ydt,

d.r=:Lf/\ -^Mf/V ^Nfl'Z,

d)= Pd\^Qd\ ^R</Z

dz=Sd\-i-T d\ ^LdZ.

Substituant dans les équations (g), (b), «, fi, 7 au lieu de -j-i -r-^ -^1

et supposant d'ailleurs, pour simpliiier le calcul, D constant, et

d(Dn) _ d ( D ro . d(Dn; _ d D4^
j

d)- d.7- Az àx

on trouvera, après avoir divisé les deux premières par \)dt, et la troi-

sième par dt,

dy. (/(3 dy. dy
A —r- A —f A —r A —r-

dt dt_ (tt __ dt^

'
dj- ~ Ax ' d; ^ djT '

da d3 dy

Ax Ar Az
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Or —i— f\|ifitnc, ((ininic on s;iit, le (iicHiiicnt (|ir:iiii':iit v (l;ins l;i ilil-
(1 )- '

'

tiM'cntijirKiii (le -^1 sii|)|i()sc (|iii' c lui cxiiriiiifc |>;ir une roiirtion i\v a".

y. :. (; cl iiiiisi des aiilics cxincssiiiiis M'iiilihililcs. I)((ni , |iiiis(|iii' li'S

i)ii;iiilil(''s a, ,'î, Y siiiil, (i;if li\ |Hillii'sc, des tdiHiiniis ilc X . ^ . Z. il r;iiiili;i

siilistiliici' iliins c/.,fj,'/, il l;i phicc des v;iri;ilili'> \. \ . Z, l(ui> viilcurscii

i , y, :, et (liHV'rciiricr ciisuilr l'ii prciKiiit .>. y, z |imii \;iri;ililrs. (iii liii-n,

et' (|iii ri'viciil ;iii iiiciiic, dillciciitici' d'aliord les (|uaiilil('s c/, [j, '/. l'ii

faisant vaiicr \, V, Z. cl snli>lilncr' cnsnilc ;in lien Af f/\. '/V. r/Z leurs

valeurs en i\a-, d r, d ;.

Des expressions de t\.r, d>', d;, données ci-dessus, on lire par les

règles ( oninnines de r.\lg(d)re

^/\ = (QU — RT)dar + (NT-ML)ri) H- ,
MK - N(J,ilc

d\ = ( RS — PU 1 dx H- { LU — NS) d r + ( NP - Ut , d .-

(PT-OS)da- -I- (MS-LT)tl)- -+- (LO- MPjds
(I /. =^ P ' 1

K

K clanl mis, pour alircger, an lien de

LQU — MPI -f^ MUS - NOS + NPT - LKT.

Or (la csl la dillercnce de y. (|ni nail des dillcrenccs dj-, d v, d;, on liic

des did'érenecs f/\. f/\ . r/Z; donc (Ui aura en général

Ax — -prr ^/ \ -4- -prr (l\ ^ -.-;, il/.:
a\ (i\ (//.

on aura de |)lus, il cause (|nt; la diiiéieiuo de .r est une ditleicnliidlc cuii

ploie.

dom

do. dL rfa _ </M </a _ </N

d\~~dï'' d\ ^ HT' d'Z ~ W
. dl. .. d\\ d\

I. 57
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on trouvera île même

j^ dP ,^ dQ ... rfR ...

' dt dt dt

substituant, au lieu de d\, d\, d'L. les valeurs trouvées ci-devant, il

viendra

d a ^ fT a «'

d>-

K

(QU-RT)^+(RS-PU)^+(PT-QS)i^
dp = 'îi

^
"^-^ d.r

(NT-
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I I 1 d a d S (I y . ,
,

,

• , , • 1

1)11 ;iiir;i les valeurs de -r-^ -.--' -r ' l'I I équation /Wi devieiulra
, . , . , v. . equaiiuii [ffii
([.r <i)- (]z ' '

(IL /M ..>'/N
(QU - RT)^ + (HS - l'LJ^ + (PT - QS)-^-

dt dt

(NT _ MV)~^ + ( LU - NS)^ + (MS - LT)^

(MB - NQ)^ +(M« - LU)^ - (LO - NP)^ ^o,

DU, ce (|ui est la niènie eliose,

d'oii l'un lircra K — (diisl., savoir;

LQU — MPI -+- MKS - i\yS -^ M'I - I.KT = H,

H t'ianl une fonction de X, Y, Z, sans /. savoir la valeur de K. lors(|Me

l = ().

A Fégard des deux équations (/), ou remarquera (|ue d -y est la même

chose que —r— ; c'est pourcjuoi il n'v aui'a qu'il diHeicntier la valeur de

i\y li'ouvee ci-dessus, en ne l'aisant vaiier (|ue /. et l'on aui-a

d -j- = —i— </ \ H -,— (l\ -^ j— d /. ;

dt de dr dl

de la même mauii're ou trouvera

.d"^ dV ,^ dH) ,^ d'\{ ,„

dt dt' dl' dr

.dy rf=S ,. d { dV ,.,
d —r- = —;— d\ ->

, d\^ -T' d /..

dt dt- dt- df

Ou substituera donc dans ces expressions, connue (Ui a lait ci-dessus

dans celles de da, djS, dy, les valeurs de d\. <l\, d'L eu d,r, Ay, d;.

dy.
et prenant les coeiricients de d >- et de dr dans la diiVcreuli(dle d -j-- et

S:.
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ceux de dw dans les deux difTérentielles d-i^- d-/i on iuirn les v;ilfii?'s

de

, fier. .doc . </3 . '//
d-r- fl-7- d-J- d-T^

</t dt dt dt

d)- dz d.r d.r

lesquelles étant mises à la place de ces quantités dans les équations (i),

il nous viendra, en ôtant le dénominateur commun K, les deux équations

(NT-MU)^ +(LU-NS)^ +(MS-LT)^
^

' dV- ^
' df ^

' dt-

d^ P (/' O d- K= (QU-RT)^+(RS-PU)^+(PT -OS)^.

d''\ r/^M d'"^(MR-NQ)^+(NP-LH)i^+(LQ-MP)''
dr- ^

' df ^

^
' dP

= (QU-RT)^+(RS-PU)^+(PT-QS)^.

Si Fou met dans ces deux é(|ualions, aussi l)ieu que dans celle (|ui a

été trouvée précédemment pour L, M, N, P, Q, R. S, T. U, leurs valeurs

dx dx dx dy dy dy dz dz dz ...
d\' ZV' rfZ' JX' JY' 17: J\' <7y' dz'

""'' ''''' "•"' équations j>e-

nérales qui ne renfermeront que les changeantes x, y, s avec leurs diffé-

rences refalives à X, Y, Z, /, et par lesquelles on pourra déterminer la

position de chaque particule du fluide à chaque instani de son niouve-

nient.

XLV.

ScoLiE. — Les équations

d(Dn) d(I)ro) d(Dn) d(D4')

d )• dx dz dx

que nous avons supposées dans l'Article XLll pour simplifier les for-

mules (A), ont lieu quand toutes les forces Ff , sr, 4 sont telles que leurs

actions sur les particules du fluide se détruisent mutuellement, c'est-à-

dire que les particules du fluide animées par ces forces se foui écjuilihre.
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l'ji rnV'l, si Ir lluidc rsl cil rr|ios, les vilcssfs '/ , [', y simt milice, l'i li's

<'(|n;iti()iis i /i / se rcdiiisciit ii ccllrs (jiic mms vciioiis ilr r;i|i|)iii Irc.

Au rcsti,', pour |mnv(iir t';iii(' us;ii;i' des ('(lUiitiiiiis doiil il s';ii;it. il ii'fsl

pas urccssaii'c (|nr 1rs (iiiaiililcs I), Il , 777, M soient uni(|ui'iiii'iil drs !'( mê-

lions (le X, y, z connue il senililc ()u'on |)(uirrail le conclure de la l'oiine

nu'uie de ces é(|ualions.

Supposons, parexeinple, ipic les (|inintit('s D, Il , 'ït. 'I rciit'ci incnl nuire

les variahles x, y, : encore une iinaliièiiie varialde s i-ejiresenlee par nue

liij;ne (pndcdlKinc, il esl ( lail' (|lle. (pielles ipie soieul la naluie cl la pti>.i-

tioii de celle lii;ne, on pouri'a toujoiirs expriniei' sa dilli'icnlMdle d.v de

celle uianitTe : A d.r -H |{ d >- -(- C d; ; par consiMpienI, la valeur cinnpiele

de l'eMMessinn —

^

-^ (lui n'est aulre cliose (|ne le coellicienl de dv

dans la diftereulialion de |)||, sera

d(nii)
, p d(Dn)

(\r (]S
'

on tronvei'a de nu'nie

d(Dn) .<i(l)II) diPro) .d(l)ml d i U T )
.dil>4)

d: i\s i].v ils (\-r (is

, , 1-. 1
• li(I)n) dfl)n7j diD^f

pour les valeurs coinpleles des expressions —-,
-, —, ? —;

' ' ' (\z (\.r dx

sulisliinant ces valeurs dans les é(iualions ci-dessus, (dies deviendronl

d(l)n) „ d(Dn) d(D?n d(Dro
I- D : — ; -h \

de d5 d,r ds

(l(l)n) ,, don) d(D4 ) . d(DT)—i ^ ^ —~i ^= —j "+" -^—j '

ri : <l .$ dx fi s

é(|uations dans loscjuelles les ditïerealicllcs (pu depeudeni de cliacune

lies variables .r. y, z, s se trouvent séparées.

Je lais cette reniar'que rtdalivenient à un endroit de rexceiienl TraiU

de la rcsistartre des Fluides Article i64).

Si la densité I) est ccnislanle. les équations

d(Dn) d{y)m) d(l)n) _ d(DM)
d)- ds d.r
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deviennent, en divisant par D,

dU _ dn dn _ d4
dr dx dz dx

lesquelles reiit'ernieut les eonditiuns de l'équilibie des tluides liuiiio-

gènes.

Supposons que le fluide soit composé de diflérentes couches, dont

chacune soit d'une densité uniforme, et qu'on en cherche l'équation;

soient x,y, s les coordonnées de chacune de ces couches, on aur;i pai

hypothèse

dD^ dD^ dD^
-;— d.r -I- -— ar -+- -;— ds = o.
da d)- dz

Or les équations

d(Dn) _ d(Dro) d(Dn; _ dîDT.)

dr ~^ dx dz dx

donnent

„dD ^dn dD -^dro
11:3 ^ D :; — 55 3 h D^r-,
dv d)- ax dx

nli>^D^=H"'-.D^:
dz dz dx dx

substituant dans l'équation ci-dessus les valeurs de -t- , -^— tirées de
' d>- dz

celles-ci, et ordonnant les termes, il viendra

dD / ro^ H, \ Dr/dcT dH., /dM dn>. 1^(d. + jjd,V+jj-dz)+-|^(^- j^)d,-^(^-^)dzJ^o,

.1 n
savou', en mullipnant par jr-,

D d:[- \dx d> / ' \ dx d:

équation qui exprimera la figure de chaque couche in\ la densité est

uniforme.

Si 1 on a

dn _ dro dn d4

dr dx' dz dx
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c'est-à-dire si les forces ll.w. M' suiit |i;ii' leur ii;iliirr tilles. (|ii'elles

puissent tenir en ('(|nilil)i'e une in;issi' llniile intniogène, jilors rr'(|u;ilii)n

[iréci'dente se réduit à

1 '}}!

D àx ( II d X -hrn (1 »• -I- T ti 3 ) = o.

(|in don

Ildr H CT (1 ) -I 'V<\z

• '(jiiiilion générale des conciles de niveau, c(unnie il est aise de le voir,

d'oii il s'ensuit (|ne, dans ce cas, clia(|ue couche de niveau sei'a nécessai-

renieiit d'une densité nnil'orine dans (unie son étendue.

l'el devrait doiu' être l'arrangeincnl de dilltrmli's [larlies de la terre

si elle avait ete primitiveiinMit llnnle; car il est aise de prouver par le

calenl, et M. CJaiiant l'a denioiitre ii l'Arlicde IJ\' de sa Tlirorie de lu

fli^uir de ta Terre, (pii' les l'orccs II, tt, M , résult;iiites de toutes les

attractions (]ue les pailicnles exercent les unes sur les autres, mit d'elles-

inènies les conditions

dU _ (Im dll d4
d)' d.r ds d.r

Cependant un grand (leonii'tre a cru (|u'il n'i'tait pas toujours néces-

saire (pie les sniTaces îles dillerentes conciles l'ussenl de niveau, et il a

donné un antre |)rinci|ie piuir coiinaitre la tiiinrc de ces surl'aees {').

Mais les équatiiuis ipie smi principe rournil ne s(Mit elles-iuènies dans le

fond que celles des couches de niveau. Pour le deiuioitrer d'une nianiiMc

générale, soit un sphéroïde composé de couciies de dillerentes densités,

et dont 11' rayon soit exjiriine généralement par / ^ yZ, /' étant une

(piantité conslante dans la même conilie, Z étant une l'onction ipiel-

((UKpie de /• et d'un angle r vaiialde |M)ur tous les points de cliaipie

ciuiche, et y. uianpiaiit une petite (|uaiitile constante. Ou'on réduise

l'attraction totale ijuc ce sphéroïde exerce sur chaipie parlicule d'une

couche (pndcompie, ;i deux forces, l'une verticale, c'est-ii-dire perpendi-

(*) /Vix'i rApppndicp i|iii est ii \;\ lin ili' I
/.'>>//? sur hi irsi\tiiiitr ilcs l'Iiiiili's ciii'' ri-(|ps>\is.

t't la troisiomi' l^irtio iIps Rc( licnlirs >»; Ir ^i sli-niv du Monde. \\. -rA cl siiiv.
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culaifc a la couche, et qui pourra sans erreur sensible être supposée

égale à la pesanteur qui tend au centre du sphéroïde; l'autre horizon-

tale, savoir dans la direction même de la couche, laquelle est à peu près

perpendiculaire au rayon; et soit nommée la première II, et la seconde 3t.

Par le principe de l'illustre Auteur dont nous venons de parler, il faudra

multiplier la force horizontale ts par ^rdz, A marquant la densité du

tluide qu'on suppose être une fonction de r seulement, ensuite la diflé-

rentier en ne faisant varier que r; de même il faudra multiplier la force

verticale II par A lc/r^'y.-r^dr\ et ditlerentier ensuite en ne faisant

varier que r; après quoi on égalera les deux ditférentielles, ce (jui don-

nera l'équation

^/(An-^Aan^)// I Ail -^ \ /v II

(/ A ris
drdz ^= -, ~ (Iz (Il ,

(// dz

savoir

dl
d\ d rm .

' \" " " di
~-j~ rm H ;— A = j A.
dr dr dz

./(n^.ni^

Or, en faisant le calcul, on trouvera toujours que les quantités UI, sr. Z

seront telles que

rfln + an
(̂h

dz dr

donc il ne restera que l'équation

d\
—=— rm = o,
ai

qui donne w = o, savoir la force horizontale nulle, et par conséquent

chaque couche de niveau.

XLVI.

CoROLJ.AiRE IV. — Je viens maintenant à l'équation if ). Par la nature

des expressions dont cette équation est composée, il est manifeste

qu'elle appartient uniquement à la surface postérieure du fhiide. Or. si
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l'on suppose (|iril n'v iiil puinl de p;ii(iis (|ui soiiI'h-iiiiciiI le lliiiilc. les

valeurs <le (î'.r, o'y, o'; (leiiiedrenml alisuluriieri! aiiiilraires, el rr(|ii;i-

lioii /; ne piMirra m' vciilirr iin'eii l'alsant. t;cii('Taleineiil T — o, sa\oii

la \aleiir lolale de i'inle-iaie S.l.cl) [d— -^ llr//) nulle.

SiiienI I appiirlee^ lc> eiinalinMs r il la sni't'aee piisleràeiire (In llnide,

en y iiiellani 'x, 'y, ; an lien de .r. v, c- . el siippusanl l'inli'iirale

Sd.r I) |f/-^ -^ \\(ll\ mille, ce (pii lend [' T, (in aura

d(Trf/)_„ /' ,/V (\C\di

d'r \ dl y (3 \ (//

doiK

.,,. dT , dl ,, di
,

d x d )• ri s

•!)[(,/ ''J
. Il ,//

)
d .. + (,/ '^ - >.

,/.
j d y ^

(
,/ '1^; ^ M ,//

)
.1 .

("est la valeur de la diUerenlielle de T prise dans la suiiace doni nniis

parldus; dune, puis(|ue la (|uaiilile T v diiil elle i;eiieraleiiienl e|;ale à

/.eio. >a (liHeniilielle le sera aussi, el l'un aura par eiinse(|ueiit recpuiliiui

(f/^' _Hn(//)d .r-i- (',/'^'-t-'r;T(//)(rr-t- ('Z'-^- 'l\//)d r r .,.

(pii sera cidle {\y\v hi surface pnslerieure du tlnide dnil avoir.

On trouxera une e(|ualiiin seiultlahle |)0U1' la suiiace antérieure du

llnide; car ndinuiaul .i'. v'. z' les cotu'donnees pmir celle surtace. el L'

ce (jue devieiil l (piaiid v, y. z- deviennent x\ y'
. z' . un auia en j^cneral,

comme on l'a déjà reiuaitpH-. .\riicle XL, L'= o; donc aussi

,,, i\\:.' . , dl'
, ,

dL'
, ,

d l ^= -r-, d.i -(-
-T—; d y -+- -,—7 tl; — »'

d.r d ) d.:

Or

d ( U dt
!

,/x

d X \ dt )

5vS
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et

—

^

'- = — Y)[d-f +mdt\, ----,— -i =- - I) [d -r + ^Vdt
d r \ dt I Az \ di

(lon<

dt
dL'= j-

dt
cl 'i^- + U'dt) rl.r' + l^d~ + vs'dt)^ dj

Donc, en général, quand le fluide est libre de tous côtés, sa suri'acc exté-

rieure doit être déterminée par l'équation

d ^' + \idt\ Ax + (d ^' + roJ/j d)- + [^d ^ + H'f//) d^ ^ o.

Supposons maintenant (jui' le fluide soit souleiui par des parois fixes

(le figure (|uelcon(]ue, et dont l'équation soit

d2 = »( d.r -I- nAy.

Si l'on considère les trois expressions intégrales de l'éfjuation if), on

voit qu'elles renferment chacune deux intégrations qui se rapportent

à y et ; dans la première, à .r et s dans la seconde, à a; et / dans la troi-

sième. Or, puisque la relation des trois variables x,y, z est donnée par

l'équation d; = wd.r + «dr, ces différentes intégrales pourront être

ramenées toutes ii la même forme, c'est-à-dire être rapportées à deux

seules changeantes x et y, il n'y aura pour cela ([u'à mettre dans la pre-

mière, au lieu de d;, sa valeur en x, mdx, et dans la seconde sa valeur

en y, «dy: par là l'équation ( /'] deviemlra celle-ci

S-dxd ) (/« ô^- -h II ) -I- dz)T dl = o.

xMais puis(|ue

dz =: w Ax -+- Il A y,

on doit avoir aussi

dz ^= inox -+- Il oy;

ilonc l'équation sera identique et ne fournira aucune condition ; ainsi
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liiiit se icdMii;! ;i l'iiirc en ^oilc (|n<' les ('(iiiarKitis j^ciicriilcs ' h .
' e siilis-

riissciil, :i|ii('s leur itilii;i;ilioii. ii rci|ii;iliiin (ImiiH'c

fl; ; m i\x -¥- n (Ir.

XI. Vil.

Hkm vkqi;e. - le iir iii'ciciiil-- |i;i> (l;i\ alliage sur (clli' inalii-ic. |hmii' m-

piiiiit passer les Itoiufs (juc je me suis prescrites dans le pr'eseiit .Me-

iiictire. Ad reste, par les IVniiniles et les iiielliddes domiees dans ce Pru-

hli-iiie et dans les préeédents. on pourrait eni nie Iroiivcr la s(dntion de

plusieurs (jnestiiins i|ui eoiM'ernent les llnides : enninie le niiiiivenienl

d'nn tliiide enlernie dans un vase niohile. les oscillation» d"nn eni ps ({iii

tlotte >ur lin lluide. la résistance (ju un lluide l'ait ii un corps i|ui s"\

nieul, et d'autro Prnldi'llles de celte espèce.

XI.VIM.

Pnom KM i; X. — Trouver les lois du mouvcrnciil îles Jluidcs clasliqucs.

Soi.i ii()\. — Par mitre principe jjéiiéral. il tant (|Me la (piantité

S' (/m
1
uds soit un niaxininni ou un miniuinni; doiu . m taisant les

iiiernes iaisonnenh'nt> (|in' dans le Prohièine \ I. on Iriuivi'ra re(|uation

r,
, / , , , dx ^ , dy ^ , dz ., \

>' fini II o 11(1/ — il — o.r — a -j- o i- — (/ -^ o s l = o.
^ (Il dl dl I

l)i, SI aucune liirce naL;issait entre les corpuscules r//;/. on aurait.

coiil'orineuieiil ii la riirinule X ijii iiieiiie Pi'oldl'ine.

S^ dm II o II dl = S-' dm
;
Udl o.r + i7s dl o ) -f- ^ dl oz):

inai> le tliihle elaiil supjMiM' elasli(|ue. on doit re^ai'der cha(|iie parlio-ule

coiiiine lin ressort cpii ajiit de tous cotes sur les particules contii^ues.

Noniniaiit I" la force du ressoit et / l'espace par leijnel il tend ii se

58.
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dilater, on trouvera, en appliquant ici la formule (U) de l'Article VIII,

S' dm /( « = — S» (/rt( ( P op + Q ô^ -h R o r + . . . )
— S' F of,

ou. en mettant II oa: + r;^ oy -hH oz an lien de Po/^ + Qoy + Ror -H...,

et prenant V négativement à cause que cette force tend ici à éloiiiuer

les particules,

S' dm iioii =z — S^ dm (Ilôx-f cror-f 4'oz) + S'F df.

Substituant cette valeur dans l'équation ci-dessus, et mettant au lieu

de dm sa valeur Ddrdi'dr, on aura donc

- ('sH\x(\r<\z D [(f/^ H- Dr/A ox -+- (d ^' -+- c5(//j ôr

-h (d'^ ^ ^ dt\ ôz\ -h /"s^ Vofdt = o.

(")

Or, comme l'action du ressort F consiste à augmenter le volume de

chaque particule dm, il est clair (ju'il faudra prendre ce volume même

pour la valeur de l'espace /; donc /= da'dvdr-; par consé{|uent.

0/"=: (\}dz od.r + dx dz ody + dxdjôds,

= dfds doj- -I- dx dz do)- -1- d.r dr d oz,

en Irarispo.saul les signes 0, d; donc

S^ Fo/= S^(F dydz dox -\- F dxd^ d à)- -t- F d,r d)d oz)

/F F F \= S' d X d K d z -,— d ôa: -I- -T— d ô r H- -;- doz] ,

\dx dy • dz !

foiinule (|u'iui peut mettre sous celte forme:

S-d)d2Sd.r-^ d ox -t- S= d.r d:; Sd )• -r- dâ)' -(- S' d.r d)Sd r -p-dos.
dx dj- • dz

F
Or Sd.r ^do.r se réduit, en intégrant par parties, à

r ox — >(l.j- -j— ox
dx



\ IMII KUENTS I'IUI|!I.I:MI;S ItK UN N WIK.tliK. 401

(j'écris (\.X-,— ;ill lirll de d |- . iMilir (Icliolci- (lllr irllc dilli'tciirn'llr iliiit

l'Ile [nisc l'ii ne v;iii;iiil (|iii' i , cl il

(JF
' Qx — r \r — S (Ix -;— ox

ax

cil i'()iii|ilcl:iiil riiilc^ralc, si)i\:iiil la i'('niai'i|Mi' i|iii' iniiis aviiiis l'aile ii la

lin (le rArliile I ilii Meiimire iirercdiMit : mi cliaiiiicra de inciiic

cl

lillllC

F (IF
S(l)-r— (lôf Cil F' or-' — Fô')-— Si!)- -;— 0)-

il)' <l)

^<\z ,-d(3s en F'os' — "Fo3 -Sd;: ,02:
(is fis

S' F 0/— S- (I ) d ; (F' ox' - F o '.») -f- S-' d .r d z ( F' or' — 'F o 'y)

d F+ S'd.<(i)(F' os' — F 6':) — S- d) ds Sd.j- -r— 6x
•' '

d.r

— S' (\x d - S d r~ r - S' <\x d r S d ; 4^ os
d) • ds

= S-d)ds F'ox' -+- S- d.r d s F'o)'-h S- d.r d>- F' 6)'

— S^ djds "F ".r — S-' d.r d s F ')• — S= d.r d ) F s

— b' d o.- d )• d s -p- o .r H—;— oy -h -,— z
\(\x d)- ds

}

doiK , siibsliliiaiil dans re(|ualiiiii n , an lien de S' Ko/, l'expression

(in'dii vient de tidiivcr, un aura ciitiii

j[S- d r d s F' o\r' -+- S- dx d z F o>' -^ S- d .r d >• F' s'

- S-' (h d s • F 'x — S' d X d s ' F 'r - S= d .r d i
' F os] ,//

- l's'd.rdjMlsrJD*/^' +|)|b//_ ||^'//)o.r

\ (// d)- / •
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équation réduite à l'état qu'exige notre méthode. Supposant donc les

coellicicnts des différences ô.r, §>', o; chacun égal à zéro, on aura

ip) 1,(^1 ^,,/,) + g^,^o,

l'I le reste de l'équation donnera

\ S' (\;rdz V dx' -h S- <\j- dz V ôy' -h S' (\x dyF' 6z'

I — S- (i -» d : "F 'jr — S' d x d ; V o 'r — S- d ,r d r " !" 6'z =o.

XLIX.

(x)B()Lr.AiRE I. — Les trois équations i pj renlei'nienl les lois générales

(In niouveiiienl des fluides élasticjues. Pour faire usage de ces é(|ua(iiins

on supposera, comme dans I Article XLII.

dx dy , dz

dt dt '^ dl '

on mettra an lieu de de/.. r/j5, r/y leurs valeurs li'onvées dans le même

Article, et mai(|uanl. pour plus de sinqdicité, toutes les dillerences

par d, on trouvera, après avoir divisé |)ar \)dt les (rois équations

/ (/a dx n J y- il V- r. I </

F

j f/(3 dp - dp dp

dt dx ^ dy ' dz

dans lesquelles il ne faudra plus que suhstituer, an lieu de V ci de D,

leurs valeurs en x, y. z, t.

Voici comment on trouvera ces valeurs : F expi'inu' la lorce du l'essort

de chaque particule du [luide. hupudle est ordinairement |)r(qtorlion-

1)
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nellf i) l;i driisité: su|i|)(is(ms donc, |(mir plus ilc i,M>iicr;ililc, (|iir cciir

l'oi'cc suit cniiiiiic mil' t'uiKiicm i|iicl(ori(|ue iloiiiici- de l:i dcii-ilf. en

surir i|iir i{\ V, (I \): iiii ;iiii;i

^ - E —^ ^ - E— — F
'^'*

dx (ix (Ir (ly ttz
"

tlz

Knsuitf, pour li'oiivri' I). on oIiscim'im (jui' \a uihssi' dm de iliinpn p;iili-

iiilr du lluidf est L) d.J'd vd;, (•( (|iic cctli' iiuissc l'i'slc tonjonis hi nicnif

(|ntd(]ii(' nioiivt'MitMit (]iif le tliiidt' icçoivi-; donc s:i ilitrcrcnlicllc. en f';ii-

s;uit v;irit'r /, doit ("trc nulle, vf (|ui donne

d{\)AxAyAz) _
dl

savoir :

d\^
d.r d) d2 + -T--l)d)(/z T ^Dd-rdsH lt(I.Ml)=o,

,/I) ,lt\.r ddr dAz
dt dl dt dt

I) f\x d>- ds

r/d.r , dx
dl dl

dAx
dl da
djc dx"'

ou

(^)

Or

donc

(iii Iroiive de inènie

de |dus. — dt exprime i;i vjiriation de 1) diiiis l'iiistiint dt: donc, si l'on

suppose ijue 1) soit représente par une tonctioii tpitdcoinpie de i . \ . z. t.

11 11 '/l'
/on ii'onveia (jiie la valeur coni[dele de dt sera

,/l» , (/D , dW ^ , .11) ,

-r- (Il -^ -i— xdl -{ y- :i dl -^ — y (// :

dl da- dy '

il; ' '

</d)

dt _ di)

d)- ~ d)' d; ^ d z

Idz

dl d /
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on iiicttni tes valtmis dans l'équation ci-dessus, et changeant les lettres d

en c/et niultiplianl le tout par D. on aura

(W f/D - d\) d\) .^ (d'y. d"^ dy\

'^d^-^ydi^^\d^^dj-^di)=''-
OU

</D . diDx, </(Dp) f/(Dy) _
dt dx dr dz

équaticui par la(|uell(' ou counaili'a D. et par couse(|uent F.

L.

Corollaire II. — Soit, suivant l'hypothèse ordinaire, F = D, |)ar con-

séquent H = I , et qu'on mette les équations ( r) sous cette forme :

L=-
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Oi' les ('(|ii:iti(iiis ci-dcssiis se ii'diiisciil ;i

V(io

dx dr
'

(Iz '

(loue, ((illipaiMlil CCS (•(iiiiilKills ;ivfc celle (|ll'(ill \ lelll de IroilN er. on ;iiiia

f/j. _ ^ «ni ^ (/N </T

e(|ii;ili()iis on lii IcIlicD ne se liniive [tins. On li(iiiver;i encme. en eoni-

i)in;inl ensemble les e(|n;irKHis ci-de\;inl,

d_LinA d_L dS
(h- d.v dz dx

(len\ e(|n;ili()Ms (|ni ic\ ienneiil :iii même (|iie les e(|n:irmns k de l'Ai-

li( le XLII. On ;uir;i donc eim| e(|ii;ilions tiniles delivii'cs de l;i lettre D,

d(int tiois prises il vcdonte siillirimt |)(uir résoudre le Proldeme.

Si l'on sii|)|)nse (|ne le monvcmeni du iluide soit |):irverni ;i un él;il

|>erm;inent, alors on anrii —j- = o, cl [tar coiisé(|neiit T = o.

Il

(loitoi.i. viisi. m. — On |ient encore icpicsenter le inouveinent dii

ttuidc |);ir les variables X, \ . '/.. l. comme dans l'Article Xi.lV. Pour cela

on <'liercliera il'aliord la Naleur de I) au movcn de re(|uation v . Ia<|n(dle,

en inirodnisani les lettres y.. '^. y, de\ient celle-ci :

dt Aa fis dy

I) ax A)- Az

Or, [)ar les Corinnles de l'Article cite, on trouve

Ax d S d y
h —~ -+- — -

Ax Ay Az

./K

h

59
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|);u- ('()iis('(|U(Mit,

</D </K

'dt ~dt

(Vo\\ l'on tire

s;ivoir :

D K ='''

logD -f- log K =: const.,

Dk = /( et D

Pour déterminer l;i constante /*, on remarquera (|u'au commeiuement

(lu mouvement

(/x = i/\, ci)=i/\, dz = dl\

donc

L = 1 , M = o, iN = o, P = o, Q = I , K = o, S = o, T = o, U = i

,

ce qui donne K = i ; d'oîi il s'ensuit que h doit être égale a la densité D

(|ue le fluide a au premier instant de son mouvement.

Ayant trouvé l'expression de D, il n'y aura plus qu'à la substituer dans

les équations
( p)\ or, D étant une fonction de X, Y, Z, t, sa diUerentielle,

en prenant t constant, sera représentée par

E rf \ + F r/ Y + G (/Z ;

.

,

, dD tin dD ., ,. ,
, ...

ainsi, pour avoir les valeurs de -r—i ,-> t— ' '' lauura encore substituer
' dr d)- az

au lieu de r/X, d\, dZ leurs expressions en d.r, d v, d: trouvées dans

l'Article XI.IV, ce qui, en supposant

ImUL - HT) + F (US - PU) + G(PT — QS):^ A,

E(NT-MU)-f- F (LU— NS) + G(\1S- LT)^B,

E ( Ml{ - NQ ) + F { NP - LR ) -H (1 ( L(J - MP) = C,

iloniicra

d oji I on tire

dD _ Ad^ + Bdj -I- Cd^

dD A dl) H
'ii? — £

d a-
~ K ' d )

" Iv
' d - ^ k

I



\ DU ("ÉHKN'rS l'Iidlil.KMKS l»K l)\ N \ M K^L' K. 467

il [i;ir ('()n,sé(|upnl, suiviint rii\|)((llii'Nc de l'Ailicle XLIX,

dj;' LA çM Kli «jr L(.

da: ~ k ' dr k ' dz " IT'

On .sill).slilll('i;i (IdiÉC ces \;ilciir> (l:iii>. les (•(|ii;ili(p|ls ji . r| l'iiii yili;i.

fti (livisiiiit \y.\v I) (lui csl c'mI ii ,-,Il ' k

(I -r - n (Il , dl o,
dl h

,dy , VAK ,

a —, V T^ dl + -
, (Il : (1,

dt h

, dz ... , E(" ,
(/ -v -1- M (// -^ -j^ dt ~ o.

Si l'on sii(i|)tisr iliiiis CCS cqiialioiis

E
n := o, ro = O. 'I ^ o, -j = J.^.

elles reviciinciil ;iii inçiiic (inc celles (|iie M. lùiler ;i linmces [);ii- une

voie (lifl'erente Reclierclies sui- i;i ()io|):iiiiili(in tics eliijinlcniciils liaiis

un milieu clastitiuc, Miscellanea Taurinensia, t. Il, (>. G .

LU.

Sroid;. — A l'eiiaid de l'c(juati(Ui <] (|ui lesle encore ii e\auiiuei . (Ui

|irimvera. jiar uu laisoiiueiucul senildalile il celui de l'Ailiclc XiA 1, (|iie

si le llnidc aj)|)uie contre des parois lixes. les trois termes

S' fl ) fl z 'F '.r -t- S- d.r fl z 'F o ')• -f- S- dx de V o 'z

jsoni toujours éi;au\ ii zeid aussi l)ien iiiie les trois autres

S- d_)- d z V ôx' + S' d j. d ; F' o )
' -+- S- dx dr F' ô z'.

Mais si l'on suppose le fluide lihre de toutes parts, (ui seulement de (picl-

(|Ue cote, alors la cpiaulile F (U'vra être nulle à la surface exleiieurc du

'9-
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Iluiilc dans les t'iulroits itii il <'sl lil)ii'; un aura dune, poui' cette surl'aee,

l'équation dF = o. savoir :

dF^ dF, dF^
-;— d.ï- + 3— dr -h -j— dz ^ O,
d.î' d )• dz

,. , dl- dF (IF ,
,

. , ,

on. en mettant an lien de -;— , 3—, -p- leurs valeurs lirees des eqna-
t\x dr dz '

lions Pj,

dxi^^n.,t).u^^i ^-^r.dtjdy^[d^^^^V,l<ja

précisément comme on a ti-ouve dans l'Article cité, pour les Huides non

élastiques.
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SOLUTION

1)11 lÉHKNTS 1M1(I1{LI:MES

CAI.CLl. lNTi:(.HAI..

[ yiisifllnufti TtninHrnsid ^ 1. lU . \~i'y}.-\~i'ô.

S//r /'infrs^ratio/i de I équation

1 M</> -VT d'y n d'y- T

({tins [(KjiicUc 1,. M. \,..., r vo/// (les fonctivns de t.

I. Je imilti|ilir cette ('(juiitidu par zdt. z (''tant une vaiialile indéter-

minée: j'en [HiMids rintét;iale, j'ai

je eliauiie les expressions

en leurs éitaies
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., dr dNz
dt dt

Pz
d'y dVzdy d-Vz rd'Pz

r
df' dt dl dt- 1 dt1 dP

j'ai, en (iidonnaiit les termes par rap|)ort à y,

^'[^''--dr^-dT----)

IV z

dt ' )
' dr

dr 1^. dPz \ d'r,^

r/, dMz </^Nz o'^Pz
\ , j\,

J('^'-^ir^^ït^'^iF-^---)-'''^'=j^' dt.

Soil inaiiiteiiani

dMz (/Nz rf'Pz
*

'

dt dr dr

et re(|iialioii |iré(édente se réduira à celle-ci :

laquelle est d'un oidre moins élevé d'une unité que l'équation pro-

posée (A).

2. Donc: i° si l'on peut trouver une valeur de z, laquelle satisfasse

à l'équation (Bj, on aura tout de suite l'intégrale de l'équation pro-

posée (A), en mettant cette valeur dans l'équation (C); 2" si l'on avait

deux valeurs diHerentes de z, lesquelles satisfissent également à l'équa-

tion (B), on aurait, par la substitution successive de ces valeurs dans

l'équation (C), deux intégrales de l'équation (A), à l'aide desquelles on

éliminerait la plus haute différentielle de y, et l'équation résultante

serait l'intégrale seconde de la proposée (j'entends par intégrale pre-

mière, on intégrale simplement, une équation qui est d'un ordre moins
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élevé (l'iiiif iinilc (|iic hi inoiiuscc; |);ii' intfjiiiilf sccoiulc iiiic équation

qui est d'un (ndrc iiuiins clcvi- de deux niiitcs, et iiiii.si Av suite : V' (l«

uiénii', si l'on axail liois \aliMirs (lillcicnlcs de z, on Irouvfiait trois

(•<|nations intctiialcs: d'oii. tdiuiinant ii's deux [dus liantes dilléientielles

de V. on aurait une ('(|iialion (|ui ser;iit j'inlej^i'ale ti'oisii-uie de la pro-

posée, et ainsi de suite. D'oii il e>,| :iise de conidure, (ju'eii connaissant

un Monilire de valeurs de ; ei;al a celui de rexpusant de l'urdie de re(|Ma-

lion A . un [Miui'ia li'iiii\t'r l'inlr^ii-ilc Unie et ali^iditiciue de cette même

e(|uatioii.

.'i. Ou'iiii Hnilli|ilie re.|u;iliori H |iai- r r//, et ([n'on en |)i-enne Tinle-

itrale, en rais:inl dis|)aiaitre de dessons le signe 1 toutes les dillerences

de r., par des intégrations par |)arties, connue iinus l'axons prati(|ne sur

l'eijuation A . on aura, en cliaiigcaMl les signes.

S(^^

II

,n>z

(Il

d^r--) -°^- "'-•'--

/('.-«'l-^v;: -".;:- -)^^--r'-

I)nn( , si l'un l'ait

1, Ir^M^l^^^y^Vp-
lit (II- (/n

c\ qu'iMi ordonne re(|uation restante par rappoil ii r, on auia

••)->-^(^-7/r^--)^dt dt^ dt

E) i

dî

dt
/'v

'/p

V'-^-dï .),)• + ; p

' dt

dt 1

'In
dt

fp COIISI.

6o



i~l SOI.I ilOiN DK DIFI- KUKNTS PKOBLKMES

4. Donc, si l'on (unit Irouvpr une valeur de v qui satisfasse à l'équa-

tion (D). on aura l'intégrale première de l'équation B); si l'on a deux

valeurs différentes de y, (jui satisfassent à la même équation fDu on aura

l'intégrale seconde de l'équation B), et ainsi de suite; de sorte que, si

l'on connaissait un nombre de valeurs de y égal à celui de l'exposant

de l'équation (B), on pourniit trouver 2 l'intégrale finie el algébrique

de cette même équation.

5. tiette dernière intégrale ((luliendr;!, loiiime on voit, auliuil de con-

stantes arbitraires qu'il v a d'unités dans l'exposant ilc l'ordre de re([ua-

tion différentielle! Bj; car les e(|uations Ej, d'où elle resuite, contiennent

chacune une constante arbitraire. Donc, si l'on fait siu-cessivement toutes

ces constantes, moins une, égales a zéro, ou aura autant d'intégrales

particulières, et par conséquent autant de valeurs différentes de r qu'il

y a d'unités dans l'exposant de l'ordre de re(|uatiou (Bj; or il est facile

de voir que cette équation est du même ordre que l'écpiation Aj '1);

donc ou trouvera aussi l'inlei^rale finie et algél)ri(]ue de cette dernière

e(|uation
: 2).

ti. Doue rtMjuatiou A , savoir

sei'a inlégrable algeliri(|uemeul toutes les fois (iii'on aura m valeurs de v

iii t dans le cas de f = o, m étant l'expo-sanl de l'ordre de cette é(juation.

7. Si r(V!i lie connaissait (|uc m— i valeurs de )', dans le cas de T= o,

ou pourrait néanmoins trouver l'intégrale algébrique de l'é(|uation Ai,

car on aurait dans ce cas m - i ei|uatious 'E ; d'où, éliminant les [)lus

hautes différences (le r-, on par\ien(lrail ii une e(|ualiou de celle forme

Vr 4- X -^ =^ Y; V, X et Y étant des fonctions de /, hupielle donnerait
dt

flone, etc.

PH .-f^'^.Y
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8. Donc réqindioii A sci;i jiiissi iiilc^raltlc yli'ébiKiiii'iiii'iil. luiili-s

li'S fois (|ii'iill ;uil':i /// — I \;il('lll> di' y diilis If cîis iIi' T = o.

!). "Si les valeiii's coimiii's de y ii'('l;ii('iit (|ii':iii imiuiImt iIc /// '.. jiloj's

il r^iiidrail, pour ;ivoir les /// valriiis de z, iiili'i;ii'i' iim- (•(jiuitioii de ifllc

roiinc

1- ''z „ d'z „

la(|ii(dlf n'csl iiilcgi;ddc (|u<' d;iii> (|iicl(|Uf.s cas [larlicdlicis, cl ainsi de

suite.

10. Au reste, si l'on ne coniiaissail |ias d'avanie les valenis |)aiticu-

lières de >' dans lecasdeT--o, il vaudcait mieux cliet(dier' iliiecteuicnl

les valeurs de r parla rcsolulion de re(|uatioii IJ,, hK|Ucllc n'est gu(*re

plus c()iu()liquée (|ue réipiation 1) .

1 1 . Soit ré(]uation

pour la(|uellc on connaît deux \aleuis |jarticulil'res de y dans le cas

de T = o.

On aura d'abord l'equalion en c 3j

[(«-^l-
- (/) dz .

y -^'S h- \
-^ — i> ) - coiisl.;

ut I al

donc, su[)posanl ipie >-, et y., soient les deux valeur> de y ijui salisl'onl à

l'équalion
(/) d'y

d dp

on aura

4("-§)" 1/
N.,-, = A,

[('-^).— 1|^^--»-

.V et B étant deux constantes arbitraires.

6o.
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On tire de ces deux équations

An-B>,

^V'dt~^''dT)

Soit d'al)oi(t A = o, on aui'a

B .).

N rfr, dy\
2i ;

soit ensuite B = o, on aura

A .)-

N rfr, dy

Ayant deux valeui's de s, savoir ;, et ^2. on les sultstilneia siiceessive-

inenl dans l'équation fCj, et l'on aura

(/Nz,\ (/)
/ ,, (/INz, \ dy ., / „,

dl.

y M2î

il'où l'on tire

(F)
Zj / Tsi (// — z, / Tz, dt

N Zn Zî-;-

(l'est la valeur lienérale et complète de i' (]ui satisfait à ré(|uation pro-

posée.

Si l'on ne connaissait que la valeur v,. on aurait simplement l'équa-

li(Mi

afN dy,l dz
M -^ ) r, -4- N "^l - ^ N V, =r A.

(// / dt \ dt •

laquelle etaul intégrée donnerait

L .
' N r,

d(

dt
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(III biiMi

'^fie
.'J>

Ddiic. l'M r;ns;iiit A — n, un ;uir;fil

—1—. pt/

el, t'ii laisaiit (J = o.

.^/^j /^ <//

<// _ ;..

Supposons que les (]naiitit(-~ I.. M. \ sdicnt (•(instantes, on aiiia.

coinnic on sait, pour les deux valcnis de v (pii sali<t'(inl ii rc(|natiiin

Lv -^ .M '^--H N-^ = (). e*'' t't P*^': X-, et/-., étant les racines de reciiia-

lion I. — M/- -^ y>k- = d: doiK

)•, ^e*'', )•, = <;*:';

et par eonsénuent

B e-*'' A e-*-'

donc

N /r, -^/ ^'- ' \ f,.~l./

e*--' fie ''•dl — e^''fTe~*< ' dt

Si l'on voulait employer les valeurs de z, et de r , trouvées à la tin du

numéro précédent, on aurait

M

z.= -^e' el ;., = -
^'"'f']^'"-

ou bien, en mettant pour >•, sa valeur e*''.

z,= rr^e^ ' et 2
N M + 5 N A

,
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Or, /, t'( /{, étant les racines de l'équation L -t- M^ + N^- =o, on aura

(11)m

, ,
M

M

donc, en faisant C= — 7 t-» les valeurs de :, et de z,. seront les

mêmes que ci-dessus.

Ces valeurs pourraient encore se trouver d'une manière plus simple

|)ar la remarque du n" 10. Car l'équation (Bi sera, dans le cas présent,

d'où l'on tire

F, G étant deux constantes arbitraires, et A,, h^ les racines de l'équation

L — .MA H- NA^ = o; de sorte qu'on aura

Recherche des cas d intégration de l équation

-^ -+- avr = T.

12. On aura ici h=^at-'", M = o, N = i; donc l'équation ! B) deviendra

(G) «S/-+— =0.

Supposons dt variable, nous aurons, au lieu du ternie -y-^' tes deux-ci

-7—
TyTT^i donc, faisant cette substitution et divisant toute l'équation

par z^", on aura la transformée

rf'z dzd-t
-h az = o.

Soit maintenant f" dt ^ du, c'est-à-dire m = -, on aura, en pre-
/7. -I- 1

'

\
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riHiit dit |)i)iir constïmlc,
(/'/ ili— m — = o,
(// /

t"i'.st-à-iliii', il caiisr de (Il = t^'" du,

d-t . . , '" du—=— = — nit '"~' au = —
;

dt m -f-i M

(lune, ^iil)slilii;iiil ( Ts v;ili'iiis ihiiis rrijiKilioii juccedciili'. cl r;ii>;iiil, |i(iiir

I
"'

•

;U)ici;ci', - — = //. nii ;iiira
ni -•- I

d'z II dz

au' u (lu

Si // clîiil i"'à\ il /crn. on ;niî;iii ' az o; p;ir (oiim'ciiiciiI ;=e^",

/• l'iaiil une lies laciiu's de r('t|uation /t- a — <>.

Sn(i|ios()ns dune z- ^ xe'"' , ^iw aura, apri's les sulislitntions et les rrduc-

liuns.

(Jn'on lasse

X - AW — B II'*' 4- ( :
«/"+•

on lroii\ciM, en euahinl il /.eld les leiiues lioilKHiènes. Ie> eciiiallolls slli-

\ antes

:

!•(/• — 1 \ -^ /// \ o.

;• -!- I ;• B -^ •> h r \ • ;i (
*• T B - /(/. V n,

{ ;• 4- >)(' + " )
'J '^ ' f>

(
' ^- I

) ^5 + " ' -•- ^
,

' • - "/' 15 - "•

et ainsi de suite.

D'où Ion tire iireniii'icnient. on / o. ou /• i — « ^^ t», savoir

/• = I
— ri . ensuite

(
;• -f- I

) (
;• -(- Ji I

(
» -t- -i

) t
/• H- 1 — «

j

„_ 3(/-f-o.)-HH
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En (oml)inant les deux cas de r = o et de r = r - «, et faisant i — « = v

el A ^ I , on aura

A = I
,

B = - /.

,

2 (2 -I- v)

2.3(2qzv)(3qzv)

p ^ _ (3^v)(5qiv)(7Lpv)

''-2.3.4(2Zf:v)(3q:,;)(4q:v) '

le sii>ne supérieur étant poui' le premier cas, et le signe interienr pour le

second cas; d'où r<ui voit (|ue la série se terminera tontes les fois que

V sera égal a un nombre quelconcpu' impair positif ou négatif, h l'excep-

tion de ± I .

Avant ainsi la valeur de x, on aura celle de r- par la su{)posilion de

z — xe''", et comme l'équation k' -ha = o donne deux valeurs de k, savoii-

X•= zty — a, on aura aussi deux valeurs de ;, qu'on nounuera, comme

ci-dessus, r-, et z.2, et qui, étant substituées dans la formule Fy du lui-

méro précédent, donneront la valeur de y.

Si a est une quantité positive, les deux valeurs de X serou! imagi-

naires. Dans ce cas la valeur de a- sera de cette forme P zr O ^^
— i , el par

conse(|uent lUi aura

ou. en met tant au lieu de e*"V«\-< g;, valeur cos(«\ a) ± sinlayo) v — ••

savoir :

z := [Pcos(« \/a) — Q sui I « \ ajj zh fP siii ( u ^a i
-(- Q ros ' ii y/«;J y

— '•

Soit donc, jtour abréger.

P ces u y fl I — Q sin u y, a ,
=: R,

P sin . u \a} -+- Q ces u y a^ = S,

on aura

R + S V
^^ = 2. et R — S V

— r = z„



t'I hi valeur de v (Irvinidra

»SI

\ (Il dl j

13. Si w = 1 , 011 aura n - x , cl la \ alciir de •> scia c\|)iiiiicc par un»

suite luliuu". luais, fu i'c|U'i'naul rc(|uaruui (I . nu aura

itz (l'Z

T '^
'TfF

"'

I;h||icIIc. \-\\ faisant r-
-- /', se eliaui;f eu

«-!-/•{/• — I ) = o.

ir(u'i l'du lire

« . h
y

Ainsi l'dii aura les (I<mix valeurs de

li. Soicul T ^ (i et V:= <?•''''", re(|Ualini; |ini|)(isee se cliaiiiicra eu

celle-ci :

dq

dt
-I- (y -h rt/^' = o.

la(|uelic est connue sons le nom (Yéquation de /ticcali : lui li-ouvera doiu

|)ai' la uielliode |)récedcule l'inleiirale de cette uiéuie e(|ualiou.

//it('i>f'(i//(i// (le I ('(jtKitKiii

,, I , '/)' ,. / , ., d'y ,, I I , d I'

A.) -h B ,// + ^',-^+^J<-+- ^'f; ^ -^ •* ^' + ^'' ^
A, R, C,... éta/it (h's coefficients constdnt.s.

. . = T,

15. Eu comparant cette cquitiou avec la loriuulc liV'uéraie .\ . nu

au l'a

L = A. M = B(/( -4-/.7), N = C(//^/.7)% P= !)(/) -^^M\....

1. «.
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Donc les ((luations ^B) et fCi deviendront

^

dt de dt^

,„ , ,
.d.li+kt)-z ,<i-.li + htYz

o,

['

(r;
d.ih -+-lft)z

\

I
\-d/.

Soit maintenant
Z z=z{/l + ht )',

l't rc<|iKilinii I étant divisée pai' // -h // ' se reduii'a à celle-ci :

(L) A — B/, (/-H- i)-t-C/,-('--^ i)(/- + o.) — 0/r' [/•-!- i)(/--i-:>.)i/'-i- 3)-4-...= o,

laquelle étant ordonnée par rapport à r montera à un degré dont l'ex-

posant sera le même (|ue celui de l'ordre de l'équation proposée H;.

Faisant la même substitution dans l'équation ' K;, on aura, après avoir

divisé par h + ktf*\

,)-^B — C/>(r+ 2)-t- D/r-'(r-+-2l(;-+ 3

dt
'^^'^«:-D/,-(rH-3)-^...l(7i-t-/fO+ '^(\)~...)(h +l,tY-i-..

— {h + kt )-'-' i l[li-^l.t Y dt.

équation (jui devra avoir lieu en metlani jionr / chacune des lacitu's de

l'équation :Lj.

Soit, pour abréger,

B — (;/^(c-l- >. )-<- DA^(r-)- 2l(r-i- 31 — . . .= a,

r. -D/,(r+3)-f-...= 3.

n-... = 7,

[li-^kt]—' j
J-h + htYdt^-B,
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V8:J

ri'<|iKilii)ii iliint il ^':i;;il si- ictliiini ii ('cllc-ci :

Sll|t|>()S{illN (|ll(' /•, . r_,. l\,... soiclll les l;i(illi'S ilr rc(|ll;ilin|| ' |, , t'I (|ll('

y,, y.-,. «3 l'î,,
j*^^, iJ,,... soicnl ce <|(ir ilrvirnuciil lc> (|ii;iiilltcs y.,

(V I(>rs(|iic / (Icviciil siicccssiM'incril /,. /.. /, : :iii lini dr rc(|ii;i-

lioii M . on ;um;i (cllcs-fi :

M ^ , -H 3 (7, 4- /, , ) :^'^" -4^ y (
/, , /, / ,'^' -4- . . . ^ 6,.,

;M,) a3.V + ^3(// + /./)'^y +/,(/' /,7r-!^,[- 4-... : 5:,.

iliiiit If iKHiiliii' si'r;i le iiii'iiic i|ii(' (fini (les (|ii;inlilfs iiicoiimifs r, -j-t

—~-i coniiiif il l'Sl i'îicilf (!< s'fii iissiiriT. Ainsi, fii •liiiiiiKHil Ifs
(Il

il\ ihy
1 r I

(Mijinli fs -7-' -,— ?•• ^ i>ri iiiir;i l;i v;ilf iir de )-.

l'oiir cfl f llf I , jf iiiulli|ilif ri'(|ii:ilinii M, |i;ii- M , rf(|ii:i(ioii \i_,j

|);ii' .M', cl iiiiisi (If suilc: Jipii's <|iiiii je les :ij(iulf i- nx'inlili' : j';ii

(a, M' - -y. \\" a, M'" -^ . . . ).r

+ ( p, M' -^ 3. M" • 3, M"' -*-...)(/'-*-/'/'
'''

(y, M' -f 7. M" -- y, M'" + . . .)yh -^ l,iv'!^

dl

dr

Je SU|)|HISO

( i3,
M' -- ^, M" -(- 3,., M " -^ . . .= o,

i N )

I
/, M' -^ /.. M" -^ y.. M'" -4- . . . Z-- o.

61.
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j'aurai

^ '"^
M'a, -hM"a,.-(-M"'a, +...'

l't loutc la (linioiilté se rcdiiiia à (Ictciiiiiiicr les ([uanlités M', M". M',...

par le moyen des équations fN).

Or, si l'un substitue dans ces é(iuations les valeurs de (S,,--/,,...,

(So, /2,..., et qu'on ordonne les termes par rapport aux puissances de /.

on verra qu'elles se réduisent à eelles-ci :

M' + M" + M'" +- + Ml"" = o,

M r, + M"/-, -(- M"'r, -f- + M("" r„. = o,

M'r;-t-M"r;-t-M"'/-; + + M ('"'/,;, = o,

M';-; + M"/'^ + M"'/': +- + M'""/v;, = o,

M' r'"-' + M" yf-- H- M '" /"'-' -h . . . + M '

"" /' o,

m étant l'exposant de l'oi'di'e de l'équalion proposée îH), et la ipiantile

M'c<, -+- M"a,+ M'a-, -\-
. . . deviendra

± M,'"-' ( M'r'"-' -+- M"/-',"-' -(- W'r"'-' + . . . -1- M<'"> .w— 1 \

dans laquelle V est le coellicient du terme h-\- kt\"' -r^ de la même

équation, le signe supérieur étant pour le cas de m impair, et le signe

inlérieur pour celui de m pair.

T(dles sont les équations par lescpielles il faudra déterminer les incon-

nues M', M", M'",..., M""'-

Pour rendre cette recherche plus générale, nous supposerons (|iic l'on

ait les équations suivantes :

M' -f- M" + M'" -f- + M<"" = R,

M' r, -(- M" ;•, -\- M'" /, + + M""' /„, = R',

Wr\^M"r, + Wi'l + + m^"-U-;„ = K"

,

W r] + M" ri -+- M'" ii-+- -I- M ('">
/•/„ = R'",

M' /•"'-' 4- M" r'"- ' -^ M'" r'"-' -)-... + Mf") /-"r' = R'-""^' '
•
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Je [uriiils ici une i'(|ii:iliiiii ilr plus aliii i|iii' rmi ;iit :iiil:iiil iri'(|ii:iliiiiis

i\iw (l'incoiiiuics. j

On iinilti|tli(M'a l;i pr'cmii'rc de ces <''(|iiati()iis pai' N. la scrniidc yuv N',

la Iroisii'iiic par \ , cl ainsi des aiilrcs; on les ajoutera cnscinl)lc, cl l'on

aura

M' (N -t- N'/-, -f- N"r; -+- >'"/; + . . . 4- Nc"-//-;"-';

'-I- M"(N + N'/v -<- N"rj -h V"d -)-. . . -i- N "--'K"-'^

-f- M"'(N -+- \' r, -h \"r- -h N'"/-; -!-... + N'"—;,-^-!)

-)- M(""(N + N' r„, -t- N"/-=, -+- N'"'-,', -t- . . . -f- >-"-"/•;;;-•)

= NU + N' R' + N" K" + N'" II'" + . . . -i- N'"' ' ' RC" ".

MainIcnanI, ponr avoii la valeur d'une M (|uelconi|ne. eoiuMie M '
. il

n'y ania (|u'à supposer égales ii zéro les ipianliles ijui ninltiplieiil loiiles

les aiilres M, el l'on aura

0) M (.«) _ NR + N' H' -h N"^' 4-^"'R"'_+ . . . +JS'-— ) R"

el les (juantiles N, N', N' N '" ' seroiil delerniinees par ces e(pia-

lions

N H- N' /•, -r- N" ;; -t- . . . -t- N'"-' ' /•;" ' =- o,

el ainsi de suile jns(|u';i

N + N' ;„, ^ N ri -h. . .-h N'"'-' /•' =- o.

il l'exception de

N -h\ r -t- N"/-; -4- . . . + S'" '/•'"-' = o;

c'est-;i-dire i]u on aura I c(|iialion

N -r-\r-h \"r' -h N'"/-' -h ... 4- N('"-i)M'"-o = o.

ia(]n(dle devra avoir lion en nicttanl an lien de /•. snccessivemenl r, . r,.

/-, /„,, à r('Xce|)tion de r„.
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Or, coinnif r, , r.,, r, r,„ sont les racines de l'équation (L), si l'on

ie|)iescnte cette équation [)ar

a -^ br H- cr' -+- dr' -l- . . . -htii"'^' -+- ur" o,

on aura, pai' la théorie des équations.

>•' ^" ^''" ^.'"-.)

N N N N

b
i-h -r-i-

a



Of

t'I niillilli'

l)K CALCUL IN I KCK \ L.

N

4«7

>)("—) = la + bv -+ Cl'
ar"'~* 1^

II"'-' );
U- I

a -I- hr -I- ci'' -(-... -t- /;•'"-' + iir" = o,

Dti :i, rii iiii'lliinl /
,

;iii lirii t\c r.

a + tu- -I- Cl' -I- . . . + /;-"'^' = — «r'

(loue

iN«

Di' plus, DM ;i

N-i-N'r-i-^"r N

'

"—"/•"'- ' « -H /n- -(- CT- -H . . . + «/•'

;)

donc, si roii fuit |);ircillcm('iit / = /
, on jinia. en |»rciKiiil l,i (liHcic'icc

(lu nuiiK^riilciir cl du dciKiiiiiiialciir, ;i ciiiisf (im- l'un ri r;iMtrc s'i'v;i-

iKHiissi'iil (hiii-- (•! i;is.

N + N' I-.. -f- N"/-;. -(-...-(- Ni"- '^ /•'"-i
3<//?

u

'•..

donc

VI
(."0 _. tRi"

A -f- 2c/- -!- 3rfr-

Soil

V — B/, /+ I !- C/,v/-Hi)(i--l- .>,)—... =j=\ /."'('• -I- i)('--^ ?)---v'- ->-'")= I'.

de sorif (|iic l'cciiKilioii L soil rcprcsentcc |);ii' P = (), on ;uir:i

a -+- br -f- (•; -H . . . -t- «('" = P ;

diiMc

le siiinc siipciicnr cUint poni le cas de m impair, cl liiilcricur pour
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(clni (le m paii';, et

o + 2 c; -h 3 dr' -I- . . . = -j- •

(7/-

, . dV
Donc, si l'on l'ait — = Q, et (in'oii dénote par Q,. Q,, Q....... les va-

leni's (le Q lorsque /'devient /, , /\,. /;, , on aura

-4-N //"KC" ') ,,„ +\7,'"Hi"'-"
M' =- -^, -, M'

Q,- Q:

Subslituaul doue ces valeurs dans la t'oraiule (Pj, el faisant attention

(|Ue

M'a, +M"a. + M"'a:,-)-... = ±:V7/"-'( M' /;""' -h M"/-;"-' -)-
M'" ;'."-' +...)

= =r:V/,"'-'Ri"-",

on aura enlin

&, 5, §3

'=-Ms-è Q.

D'oii l'on voit tjue chaque racine de l'équation P=:o donne, dans la

valeur de v, un terme correspondant tel que — ^'tt-

16. Toute la diniculté se réduit donc à résoudre l'équation P=:o; (M'

il |)eut arriver deux cas qu'il est bon d'examiner : le premier est celui où

cette équation aurait des racines égales, le second celui oii elle auiait

des racines imaginaires.

i" Supposons que l'on trouve deux racines égales, par exemple r.,==r^\

on fera /^ = /•, + oj, w étant une quantité évanouissante: et. comme P

peut être représenté en général par (r — t\) {r — i'n)X\, on auia

Q= ^ =('-~'-on + (/- r,)n + (,•-,-,)(/ -r.)'^;

donc, faisant successivement r =^ r\ et r = r.,, et substituant /•, + fjo au

lieu de /•_,, on aura

Q, = — ton, et Q, = (,3n,,

n, étant la valeur de 11 lorsque r = r,. Pour trouver cette valeur, on
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rpinaïquera (|ik', |)uis(]iu' r., =/,, on a {r--r,j^ Il = P: il'nii l'nii lirr.

l'ti diUV'rciitiaiit ilriix fois,

t't. |iaf ((iiist'ijui'iil. t'M l'aisaiit r = r,

,

3.

(iuiH

Q, = -Î'H .1 (J..= -H,.
3. 9.

.Maiiiti'iianl ihi a

9, = { /, H- /,7 j—.-'
I
T /, -t- /,/ /• (Il (H 0, = ( A -h /i7

)-"-'
I

r II ^ 1,1 ' (Il

:

or

Il ^1,1 )-"- = (/»-)- A7 )-'. ->-'^ = ( /j -t- /,7 )
^' f I — r„ lof; /i -i- /, / . . .],

el (le lIli'IlH'

I A ^ /, /
)'= = // ^ /,/ )'

I -!- ') \o{i ( /( -+- kl
)] ;

doiii'. iit'i;lii;t'aiit les 'u*. on aura

e,= 0,-hf.>{li-hl,rr"-'\ j ï /i-^/./;''log(/i— A/ir//— loi;{/i+ /./) / Ti/i-KA^^'rfn,

on bien

e, = 0, — 0) (Il -h 1,1}
'-'

/

I [^ , j
1" ( /' ^ /' '

'' '//:

iloiii-. t'aisanl ces >Lilistitnlioii> (huis les Iciincs — ^'
t^
— ^ t^ <!< la \alfur

(le >-, les(]uels rf'|)oii(lriit aux racines ciialfs /, , /v,. et ellaçant ce (|ni se

détruit, on aura

'•i-''TJ. = '
[Il -h Av )-'-' /• l,(li

K,
/ 7 T- 1 \ Il ~ lit' r//.

On résoudrait de nièine le cas de tidis racines égales, en faisant r.,^t\ +'u.

r, = /-, + /;. « cl r, étant deux (|uaiitilés iiitininicnt petites, et ayant éijard

I. 6?.
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aux quantités du second ordre. De cette manière on trouvera (|mc les

Çj
D C

trois termes — k7^ — k~ — k~ deviendront
Vi Wi Vs

, 6(/( + /,-0-"-' /• l'dt r hdt— n —
s,

?

/• l,dt r hdt /•„,, . „ .

I -I
j-

I
1 7- I ^ (Il + l't]" dt.

7 A H- Â/./ A + ht J ^

'

(/3 p
s étant égal à -j-^-, et S, exprimant la vahuir de S lors(|ue r = r,, et

ainsi de suite.

•2" Supposons maiiitc'uaul (|iic les deux racines r, et r., soient imagi-

naires, en sorte que r, =F -h G y — i et To = F — G y'— i ; il est facile de

voir que les quantités Q, et Q... seront de cette forme : Q, = AI + N y' — i

,

Qa = M — N v'— ' < <'•' plus, les ((uantilés (// + ktj~''-' et {h -+- ktf' de-

viendront

[li + ht)-^'''{li + ht)-'^'J'-\ et (h + htf(h + htf"^^'.

Or soit

(A + /,7f
\'-' =A(cos9 +sincp V^i'

on aura par les logarithmes

G v/— I les (
A + Ixt

) = log >
.
+ cp v'~ ' '

donc losf).,= o, savoir

)i = i, et 9 = G log( A + /i7).

donc

( A + l,tf^-' = cos[G log(A + Ift)] + sin [G los(A + Ift)] y/^.

et prenant le ladical \J— i en —,

(A + /,7)"^'V'~' =cos[Glog(A -t- /,7)1 — sin[Glog(A -i- /.7)] y/^^;

par ces substitutions ou réduira les (|uantités 0, et 0., à la forme

X ± Y y/— I , de sorte que les deux termes — ^' «y — ^" tt ''*' l'expres-

sion de y se changeront. en

X + Y y- I , X - Y y/- 1 , MX + NY
M -h N v'- 1 M - N v'- I M-' + N'
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./[>l)H(fiti()ii (I I rqnatuiii

17. On aura dans ro cas h = i cl k - ^ o: mais comme la supposition

ili' k — o (ionncrait P = A = o, (ui supposera simpliMiunt /• inlininienl

pt'tilr, cl ensuite r inlininicnt grande, en sorte (|ue kr soit égal ii une

(Hiantilc tinie c ; de celle nianii're un aura

P = V — Bp -t- Cp' — Dp' -^ ... - o,

»''(|natioii d"()ii I'hm liicia aiilaiil de valeins de ^, ([u'il \ a iriiniles dans

re\|)osaiil (II' Turdrc de rc(|iiatioii ditlerentielle, de soile (|ue, si l'on

ap|)elle 0,, 0.,, 5;,,..., les racines de celle é(|uation, on aura

pi pi

Or (in a Q = —,- ; donc, si l'on t'ait -p- = y. on aura (J — kij, et pai-
(/; (10

conséquent

donc

Or

6: 03r—— - -4^ )

6 = ih-i- l,t [h + htfdl

donc, si l'on fait A= i. et (|n'on mette j' au lieu de /. on aura, \\ cause

de /• = ce .

= (. + /./)
~'j'lii + htfdl:

mais on sait (]ue

kt) ^=^e-^''

Ga.
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(dans le ras de k infiniment petite), e étant le nombre dont le logarithme

hyperbolique est i; donc

et par conséquent

Si l'équation P = o a deux racines égales, on transformera d'abord

les termes

9, 0,
-I,

0. Qî

en

(numéro précédent), expression qui se réduit dans le cas présent à

celle-ci :

^e-P'' Jt Te'-'.//;
Kl J J

mais

„ d'P hul'-P
K :

dr- do-

donc, si I on tait j— = r. on aur;
dp-

-e-P'' fdt fie''' Jt

au lieu des termes '- -• On opérerait de même si l'on avait trois.
Q. Qj

^

quatre, etc., racines égales.

Si p, et p, sont imaginaires, de sorte que

on aura

et

p, = F -f- i; V— I . et p, = F — r, y — I ,

e—''''=ef^" (cos(;/±siiiG< \ — ij,

e—P-' =:e^"^cosG<±sin«/ y — i);

i



ili' [)lllS iill lldllM

DR CALCUL IN I LCU \ I-

y, = M + N y'— I et yj =; M — N y'— I ,

4»3

fi c

iloiic les loruics ^ — _ ii se icdiiiruni à
y. y,

M -4- n'
(m COSli/ — N silKi/J / Tu" (\ISl, ll/l

H- ( M si» g/ + > fi>S(;/)
I

'V c" s\]\i: II/

1

lirsoliitioii (le I (ijiKition

x'^ [( -haih^ kl)] h|3y \t + h' li -^ ktj
^
-h 79 / -+- c// + X7; -1- . . . = T.

(^/«//i' la<]iicllc cp (Iciiotc une foiirtioit inconinic.

18. Oïl siiit i|iif' zi^t + a(h-\-kt^ peut se l'cdiiiic l'ii si-iic ilc rcltf

iiiiiiiii'ic :

, , doit) I
, , , </'o(/) t , . , .il'Q(t)

dt dV 2.3 rf/^

(Idiic. si r()ii(li'V('l(ip|ir (If iiKMiic '^^ t-hbi/i-hkt ;.-; /-i-c li-k-kt) ,..

ri (|ii'oii tasse

l'i'(|ii;ili(Ui |)i()|)os(''(' (It'vit'iulra

(a + ;3-i-y-t- .. .).)•

+ (art -f- ,3/' + yc + . . .) (A -4- ht
dy

'iit

(j^)
+ i ia«=+^A' + 7C'+...)(/i + /.7)''^/-)^

-+- ;^-- (art' + ;3/»' + y c' -i- . . .
) t

/( -(- /.7 )'^
I.
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Coiii|)iu;iiit cette équation avec l'équation (H) du n" 15, on a

Bzz^aa-h^b-hyc-i-...,

C= - (aa^ + (36- + yc-+
.

. .).
2

D= -^(art--f- [ib'^yc'-h .. .),

donc on aura

P:
r li'a- A' a' ~I

I —/,«(/-)- i)+ -^('+ i)(''+ 2)— VT ''"''' ')('+ 2)(r-i- 3)-4- ...

+ pTi-/,-M'- + 0+^('-+')('-+2)-^(''+0{'- + 2)('- + 3) +
...J

^yr,__/,-f (,.+ ,) +^'(,•+>)('• +2)- ^(r^ !)(/+ 2)(/-+ 3)-^...

j

= o,

équation d'où l'on tirera les valeurs r,, r\, r^,— de /-, dont le nombre

sera infini; de sorte que la valeur de v sera exprimée par une suite

infinie, telle que

5 étant égal h (h -h ktf'-* j
T{h-h kt)' dt.

Maintenant il est clair que la valeur de P se réduit à

a ( I -I- ha
)

' -(- ;3 ( I + /. 6 )
—

' + y (
r + Â-f )"-' -H . . .

,

donc

0= — afi + /.a)-'— log(i + Art) — plu-yi-frl-^'logii + A6)

—
y ( I + A c j-'-

' log ( I + A c )
— . . .

,



l'I ri'(|ii;itioii il rt'soiidrt' st'ra

x(i -h hn)' • -I- 3 f 1 -^ l,h )
'-' H- /

(

I -I- Ac )—'-»-...=- o,

/ et;! lit r inconnue; or celte résolu lion réussi i"i dans les deux c;is mm \;ints:

1" Lorsque l'équation n'a (jue deux termes, c'esl-à-dire loisciii'oii a

X ( i-f- Ay/ )
'-'

-f- p ( I -+- l(b ]

'-' -- o ;

cal-, divisant jiiir (> i -\- kh :' '. on a

a. Il -\- hny

(l'on l'on tilt', par les logaritlinies.

lof!
)

loe-
Art

Tf>

Qu'on snppose. ce (jui est tonjours possible.

^ -,— - = /. C0S4) -f- siiio) V
— ï ;,

?

'/. étant une (|nantite réelle et |)ositive, on trouvera piuii » une intinité

d'anek'S dillerents. et l'on aura

ce (|ui donnera une intinilc lie valeurs de r.

Soit - une <|uantilé réelle positive, on fera

1^ -^t cosr,»^ — 1 et siiiM — o,

P

ce (jiu donne

M =(2V -I- l)-,

V étant un uonilire (|U(dcon(|ne entier positif (Ui iiej;atit. et r: demilaiil
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l*;ni^li' (le 180 degrés; donc

log| +(2V + l)7r\ — I

/• + . = ^
-,

,

I + ica

cl l'on ;uir;i les ditl'érentes valeurs de r, en faisant sueeessivenieni v égal

à I . — 1,2. — 2,

Si ^ est une (juantité réelle négative, — g sera réelle positive; e'est

pourquoi on supposera

/,:= — ^r roso^i, sin(.j^o;
P

d'où
oj =^ 2vr,

et par conséquent

log(-^)+.vr,-.

, I -(- ^"«
log

l,b

Entiu. si X est une quantité imaginaire de la forme p -\- q \ — i , on

aura

Àcos'i)^ — p el Âsinr.) = — q,

d'où l'on tire

/. = ^p^ -+- q\ sni w z= — 2- m rost.) = — i-

Donc, si l'on suppose que 00' soit le plus petit angle dont le sinus est

éeal à — %i et le cosinus à — 4-, on aura

oj = o' H- 2 vr.,

V dénotant comme ci-devant un nombre quelconque entier positif on

négatif, d'où

les ). -(-
( W' -(- 2 V7T ) v'

— '

r -<- I = —5 i j

—

'-^
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' >" L()r.s(|iM' I kh^^{\ -^ lia -, I -1^- Xf :^ '^

I -\- ka ' ...: i.;w. cm r;iis;iiil

( 1 -(- luiy ' —
/>,

r('(|ii;iliiiii proposci' (lt'\ itMiiliM

x/i -+- pp' + /p' -h . . . — <j;

d'où l'un lir'ciM /> piif Ic^ iiiiiliodcs ((mimmcs: ;i[ii'i's ([iini un lidiivei"! r

|>;il- l;i inclliodc piccfilclilc.

I !l. Si X- = cl II = [ , cil Mille (|iii' rciiiKilKiii il icsoiidre suit

ao (/-(-«)-(- ;39 (/ + //) + yo (/ -t- f^ + ... = 'l".

alois, siiivaiil ce (|in ;i de dit d;iii> If H" l'.i, un IroiiMMii

et

= - ocae-!"' - phe-!"'- - yce^f"'- . . .,

et hi videur de v. c'est-à-dire de '--(/), serii cxpiinice pur la suite iiiliiiie

dans la(|uelle nii aura, en ^ciieial.

f, — ^- f^ ' fver-' //.

\ l'égard des valeurs de o. on les tirera de rc(|uati(>ii P = o. Ia(|iiellc

est résoluble dans les iiiéiiies cas (|iie ci-dessus, savoir lursiiue le coelli-

eieiit Y et tous les suivants sont nuls, cl lors(|ue h ^^20. c=')a,

Dans le preiiiier cas on aui'a

(xe-l"'-h^e-''^'=o.

63
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d'oi'i l'un lire, en divisniil par jSe— p* el prenanl les log;iritlimes,

h — a h — a

Dans lo second nn ani'a, en faisant e—'^"^/»,

y. -h ^ j>- -{-
y p^ -h . . . = il,

d'oi'i l'on tirera /j, et par conséquent p.

Solutions de quelques prohlenws coiiccnKint le uioiivcincnt

(les fluides.

20. Si un tluide homogène et non élastique se meut dans nn vase de

tigure quelconque, et ([u'on suppose son mouvement arrivé à un état

permanent, nommant /j et y les vitesses d'une particule quelconque du

lluide parallèlement à deux axes fixes perpendiculaires entre eux, et /,

.V les coordonnées lectangles ([ni déterminent la position de cette paiti-

cule par ra|q)ort aux uu'iues axes, on aura les é([uali(uis suivantes :

cil) dn dp tlii
~'j- H- -r =o el -j J =o.
dt dx dx dt

\Voyez l'Article XLII du Ménioiic (jui a pour litre : Application de la mé-

thode précédente à la solution, etc.. page 44o.
)

De CCS deux é(|ualions on tire c(dle-ci :

d-p d-p

dont l'intégi'ale est

p^oi t + X y/— l) + <\)i t ~ X V
— I ),

9 et 'Il dénotant des fonctions (iuelcon(|ues.

,^ • !• . d<i dp
,

hnsiiite I r(|ii;ilion -J- z^ -f- donnera
' dt dx

~i=- z=z (^ [ t -\- X \j
— i } ~ <i^ ' t — X \ — I )

.

V - '
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Or, (l;ilis cIllKlIlr riiiiilir (|lli' li> |i;il liriilrs «lll lllliilc (IfCIIV rii I . on ;i

-, — '
1 (loin l'i'(iii;ili(iii i;i'iici;ilr dr ces ciiurhcs S('l';i

(l:r
<f

' '

j) ilx -

(f
dl -= o,

on Ilirii, en sillislilu:ilil les miIciii'- dr// cl y cl iiilcL;i;illl ciisnilc,

<I>
'

/ -t- ^-
\
— I )

- M' I / — X v~i t — M,

M chuil une coiislaiilc ;iiliili;iii'c. cl 'I', 'I (Icnoliuil des I'oik lions lidics

(/'!'[/; -/M / .

,

(|1H' —.—^ := S i /; l'I
—

ii^ ^^i ' ' ''' ''"'' ''i|ii:ilioii dc\i;i c\|iiiiiicr-

;iiissi l;i coui'lmrc di'S |i;ii'iiis du \;is('.

Sii|i|iosoiis (|iic l';i\c des / divise le \:ise en den\ [larlics (''i;;iles et sciii-

l)l;d)lcs, il l'iiiidr:! (|ne l'eiinalion doni il s^i^il ne ( onliciirn' iiiiciiiie |iiiis-

siince |);iirt' de .c: or

M yt-x^—ij^ H(0- 'l" Oj-

on sn|i|iose ni (|iie '^ t = ',. • o /

.^-(OÇ + ^-lO;^^,-,..
->..>,

(It

d o' ( t '.

dT~ cl iiiiisi des ;iuli

"Y
loue reiinalioii sera

«li(/)- >l'(/)-i- Î9(/)-l- !(/)] .r^ —\ — ['i'(t)--'Y[l\~

.MaiiiteiianI il esl ( lair (|iic les |»iiissaiices iiiipaiies de r ne |)en\eiil

dis|iarailre (|ne dans ces denx cas : i" lois(|iic

<]>(/!- M (M - M.

ce (|iii donne, en dillereiiliaiil deux l'ois,

9'(/)-'}'(/) = o,...;

o ( / ) -I- 'K /
;

- o.

63.

9."l oiscint'
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et- (|iii donne aussi

tp"(0 + ^"(0 = o.---

Dans le |)i'eniier eas on aura

et re(|uation deviendra

>t> I / + .1 y'— I )
— <l> ( / — X

v'
—^j = o;

de plus on aui'a

p z= ^{t + X si
— I ) + 'f ( / — X

\J
—\

j

et

=: Cp ( / + X ^'— I ) — O i / — X
\J
— I ) ,

V-'

où il faut reniai(iuei' (ju'en faisant x négative, la valeur de p demeure l;i

niènie. et (|ue eelle de q change de signe; d'où il s'ensuit (|ue dans ce

cas-là les paiticules du fluide auront autour du diamètre du vase îles

mouvements sembial)les, et dans le même sens.

Dans le second cas on aura

et inténrant.

et ensuite

<hi t — X y/— ij =^- — 9 (/ — ,r y — l),

v^it — x y/-7j = N — «^
( / - X \/^^;,

<t> ( / + x y'^^) + «î» ' t — X y^) = .M + N

,

yv := 9 ( / + X \J— l) — s(< — X
\J
— ij,

~L= = <p
''

/ -t- jr y*'— I ! + 9 (' ; — X y'— I ).

V- I

Ici, en taisant r négative,/; devient négative, et y demeure positive, ce

(|iii lait voir (|ue dans ce cas les particules du fluide décrivent de côté et

d'autre du diamètre du vase des courlies eaales et semblables, comme

dans le cas |)récédent, mais avec des diicclions'contraires.
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Tmil se rcdiiil doiic ii Ifoiivcr l:i l'nn(lMiii '1' |i;ii- cctlc cniiditiori i\[\e

<1) fi-i-x v'-^y zha> < t-x v'-Tj = H,

t l'Iiiiil (Idiiiicc (Ml / |i;ir l;i liiiiiic des parois du v;isc, cl II rhiiit une

(juaiilili'; cuiisUiiilc.

Soit .r = /( -!- //, ce <|ui rsl le eus ni: lo |);ii(>is suiit des lij^iics drnitcs.

et i'c(|ii:ilii)ii doiil il s';ij;il scia rcdmtililc ii la t'iuinulc j;ciicralc du ii" IS.

Ou fcia donc

tx — i, ;3 = rti. y — o. a=v — I, h- ~^~i, Ï^H, }—<i>{i.,

cl l'un aura :

i" — ^ ^ it I . et par consi'i|ucul
r

l=\ COS'i) : I , sni 'il -- o;

d(Uic '.) = u.r., - dcuolanl la dcuii-circcuircrcucc, cl / claiil un iiiuulirc

{|ucl((PU(|ue in)pair dans le |ucniicr cas, savuir dans le cas nji l'iui |Mcud

le signe snpeiicur. et un uonihrc (|uelc(un|uc pair dau> raiilre cas: par

ciinsc(|ucnl ou aura

i-h/,
' V

or on sait (pie

-I,

, 1 -t- taiii; Il i — 1

loi,' — ^= =z 3 «
y

I
— taiiK^v — I

doue, pi'euaiil ii pour l'arc thuil la lani;cnlc csl / . (Ui aura

2" Ou aura, par le ineiiic uiinicid.
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, , sin u
or, a ciiiisf (le k= 1 on a

cosu

i± Il \ — I
y^^' =3 ros'"^' « ( cos H dr sin « \

— i

"''"'

= cos""*"' u [ cos (r -h i) u -I- sin ( r H- i ) « v
— ' >

et

loe '
I± /. i — I — los ' =±(i i —i — loïï ros u ;

cos«

donc iiii aina pour le pieiiiiei- cas, il cause fie ir -h i j u =^ '-^j

Q = — 9. cos''"^' Il [ Il sin (
/• + I u —

{
log cos u ) cos { r -h i ) «] = ip 2 11 cos'^' 11.

le signe supérieur étant pour le cas où u. sera de la forme !i-^
— \ . cl le

>igne intérieur pour le cas où u. sera de la forme 4"> -t- ^; ft pour l'autre

cas

Q = — 2 cos'"^' Il [ u cos (
/ H- 1)11 -h ( log cos ?/ ) sin (

/ -(- I ) ?/] y
— i

^ Zp 2 « COS''"^' Il \
— I ,

le signe supérieur étant pour le cas ou u. est de la forme 4"-'. et le signe

inférieur pour le cas où /j. est de la forme l^v -t- 2.

;/( -+- lit Y*' -i- const.;

y
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Ainsi, siilistiliKiiil ;iii lirii dr /• -t- i s;i viilcnf -- ri iiic'll;iiil sMcct'ssi\c-
> K

ini'iil iiii lit'ii (le 'j- Idiis lc> iiiiiiiIpiis l'iUins |i(isitits l'I iicgalils, «mi ;iiir;i

Idlis les Icriiics (|iii (loi\ciit ciiliiT il;iii> l;i \;ili'in' ilc v.

Il V ;i ((•|prii(l;iMl un cas il ('\(('|)I('C; c'csl ci'lni oi'i 'j. = n, i-| [lar cdlisr-

(|ii('nl / = I : dans ce cas un anr'a

r II

j T ( /( -f- /i7 ) (// - - log ( // 4- A/ ) -f- cdlisl .,

cl |)ai- consc(|ucnl

— If ~ ^= -^^ U>H II -¥- I, / \
4- consl.

Q a M y'- I

'

l)(inc, l'aisanl, |i()nr alircgcr.

[(osu)"'..l>. Ii~^ 1.1)'" = :.

cl prenant des cdnslanles ariii Ira ires A, B. t a . h, c on a ma |i(hii

l'iMHKilion

<\>\t ^[h -h 1,1) V— ij -^-'^ / — (A + A/j v~' = II,

II
/

I I , 11^ 1
\

el |>iinr reciiialion

(!)[/-(-(/)-<- /,7) y^j — <t> [/ — /( + /,/) y
— I, — H,

H
'!)(?)= "

- - lo^'(// — A/ — \ -• ^ (/z---^ Ur' ^ /):;'-+-... -K consl.
2Wy — I

Or

I 1 I

/> 3/?^ 5 p'

iiic laufjy),

aie C(it/>;

donc la soniinc do ces deux séries sera et^ale a ": |iar ciin>c(|neiil on aura
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pour l;i pirmièrc cquatioii

<t)( t)-= \z -h nz-' -f- Bs'-f hz"' -¥- ... H
2

(Connaissant ainsi la nature de la fonction <l>. on trouvera par la difl'c-

rentiation la fonction '^, et par constMjuent les expressions des vitesses p
et q, et l'on déterminera ensuite les constantes arbitraires A, «, B, i

par les valeurs connues et données de p et 7, lorsque / ^ o.

21. Si /• = o. de manière (|ue le tluide se meuve dans un canal recti-

ligne et dont la lari;eur soit partout égale à 2/^ on supposera k intini-

menl petite, et l'on aura d'ahord 11 ^ k\ faisant ensuite k = y.h, y. étant

une (luaiitité évanouissante, on aura

et

log ( A ^ /; / ) = log [ // ( 1 -i- a n] = loj; It -\- yJ:

par conséquent

H , , , Hlog/( H/—= loi; {h-hht)= ^^
'l>s

Donc, si l'cm fait r- = e'''. on aura pour <3' ( t\ les mêmes expressions (|ue

dans le numéro précèdent, excepte qu'au lieu de = log (^^ H- X:/,,

2«v-I

il tainlra mettre

22. Si l'on ne v(tnlait pas que le vase ei'il deux parties égales et sem-

blables, alors nommant a- les ordonnées qui répondent à l'une des parois,

et r c(dles qui répondent à l'autre, on aura les deux équations

4> ^ H- X V^ ;
— H' ( / — -c V^ ) = M,

<!' f / -t- X' V ^^; — ^''
'' t — X' y^^ ) = N,

par le moven des(|uelles on déterminera les tbncticms (1' et W .
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Si les deux [nirois sctiit des lignes ilroili's, dr soi le «iiif

X = h -^ Il .'t .r' A' -I- /'/,

(III l'ii viciidi:! il Imiil dr l;> iiiiinicic Miiv;iiitr. On siipposcia //=//-(- H,

X"' = X" -h K, t'I l;i Sfcoildc ('(iiKilidii dc\ii'lidi ;i. rii r;iis:iiil II • K/ X

.

<1> / -+- jc V^ ' + ^ V"-^; — *l ^l — X V

—"î^— X V — I
J = N.

Sfiii'iil nmiiitciKiiil

<t> / -t- :r V ~ ' i ^ .' '"^ *' ' — *'
V — ' i = ,''

;

on ;iiir;i ct-s dru\ eiiiKilious :

r->' = M,

f/> </'r f\ v-ij' </'.)• 'X:

l^;i |)n'inii'rf doiiin'

r' = r-.M.

donc l;i scrondc dcvifiidrii

dr' dy d'y __ d-y

17 ~J7' ~d7 ' IF

on tticn

d). d } \.— Il

dt * dP y.Z

tir \ — I .. . . ,,
'/^ ''\-'(H-K0^ +.

.3 "•^'^''\//^

\ ^ M,
2.3.4.5

e(|iiation (jui rst dans li' ^a.^ de la rniniiilc S du 11" IS, cl l'on ani

{3= — I, y = o; « = ^—1, l>

donc. etc.

1.

h ^ H, /.^K;

64
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On tidiiYt'i'a ainsi la valeur de v en /. a|)rès (|ii(ii on aura erllc de y'

|iar re(|ualion v' = v — .M.

'l'^. Les é(|ua(ions

p^ <^{ t -h X y'— ij -+- O ( t — X ^
— l),

—-— = (3 { t -\- X
v'
— l) — O ( t — Xy/ — i;,

v/-i

Irouvées dans le n" 20, donnent

/'± -I^ =10 [l dix y/
— I ; ;

ou l)icn, eu t'aisaul P _:; ^, O = — i?
'2 ?.

o{t±x^^^ ; = P±Q\—T;

ainsi, pour trouver les vitesses yo et y. il ne s'agit ([ue de réduire l'ex-

pression f (t-\-x\ — i) à la forme P + Q v
— i , P et Q étant des (|uan-

tités réelles.

Lorsqiu' la fonelion ç/ est donnée algéhriqurinent, on peut trouver les

valeurs de P et Q par les méthodes connues; mais, si la l'onetion '^ est

inc(uinue, alors il faut avoir recours aux séries, les(|U(dles donnent

P = 9(0--Jv"{0 + ^?'M0----.

Or je remarque : i" ([ue ces deux séries deviennent divergentes lorsque a;

est fort grande; 2" ([u'idies demandent (|u'on connaisse les dilférences

de la fonction oyt), de sorte (|u'elles ne peuvent être d'usage dans la

pratique ([ue lorsque la fonction q est connue analytiquement, et nulle-

ment lorsque cette fonction n'est donnée que mécaniquement, c'est-à-

dire par le moyen d'une courbe; ainsi je crois qu'il ne sera pas inutile

de faire voir comment on peut transformer ces mêmes séries en d'autres

qui dépendent uniquement de la fonction '^.
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l'ouï' fct c'Ilrl, je (hi'IkU hi (|iKiiilil('

o( I -h X
\i'

— t ) -h of l — X )/
— I

,

507

hiMiH'llf fl;iiil icduilc eu >ciit' dcvifiil

X' X'

Jr |)ri'll<ls (le |illls l;i (|IKilllili'

l;i(|iit'lli' sf cluiiiiic (le iiiriiic cil cclU'-ci :

'{')

J'ii|)|)('il<' l;i pnMnii'if (le ces deux (iiiaiililr^ y, cl hi seconde v: eiisuile je

sil|)|)()Se (|iic \ , \ ,
\'

, V .... soient les \;deiii> de v. l(H'S(|iic, an lieu

(le .» , on y inel o. ,r. a.r, i.»- et [iienanl des coetlicients ailiitraires c/..

z ,
'/". c/." j'aurai

y — 2 V - x \' — x" \" ~ a'" V" — . . .

= {i — y. — x' — a" — a'" — . . .)o{tj

-(I -t- a -(- 2'x"-^ 3=5:"' + ...)— -/'(/)

-f- ( 1 — a' — •.>.' x" — .V x'" — ...}—;j—V o" ( / )

?.. 3
. 4

'

—
( 1 -(- a' -(- ^' 3(" -h 3' a" + . . . ) ..Z f, r ^" ( ' )

2.3.4.5.6

boienl
I — X — X — X — X — ...^o,

I -r- 2' -!- ?. x" + 3- x"' -•-...=; o,

I — X — 2' x" — 3* x'" — . . . ^ o,

1 ^ x' -¥- ?.' x" -+- 3' x"' + . . . ^ o,

64.
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on ;iiir'ii

r = ocY -hx' \ + x" V" + x'" Y'" + . . .

Tout se réduini donc à tirer les valeurs de a', 7.", a"',... des équations (Tj.

Pour y parvenir, je multiplie la seconde par fi', la troisième par jS", la

quatrième par /5 "',...; fi', fi", fi'"— étant des coeffîcients indéterminés:

après quoi je les ajoute toutes ensemljle, ce qui me donne

I + (3' + ;5" + ;3'" + . . . - a

— {i — -?rp'-h ">: [3" — ?.- 13"' + . . . ) x"

-
( I — 3-' ,3' + 3' 3" — 3'^ [3'" + . . . ) x'"

A présent, pour avoir la valeur d'une y. quelcoïKine. comme 01.''"', je

tais égal à zéro chacun des coellicicnls des antres y, de celte manière

j'ai d'abord

„(,„) H |3" + p'"

— m' (3' H- /H* (3" — nt j3"' + . .

.

et ensuite les équations de condition

I - [3' -I- ,3" - |3"' + . . . = o,

I — !' (3' -H ?, |3" — ?.' (3'" + . . . := o,

c'esl-ii-dire l'eciualion

I — [3' u' + [3" ?<' —
P"'

«'+... =^ c),

la(|ueile doit avoir lieu en mettant au lieu de u tons les nombres entiers

I, 2, 3,... il l'intini, excepte m. Donc, si l'on multiplie cette équation

par I -, et qn on suppose w= -« on aura

^'
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••(|iialinri iliiiii les laciiio siToril r.- . 'i~'. i)~-, iGz' ii riiiliiii: duiic.

coiiipai'iiiit ictic ciiiKiliini ;ivcc rc(|ii;itiuii

sinz _ z- z' z' _

(li)iil les nicincs soiil uiissi. idiiiiih' ou s;iit, --, 'itt-.c)-". !<)- on

aura

ni' >.
. S

3' r*

^ ^ nr ^ -..3.4.5

m' •>. . S.
i
.5.(>.7

par on l'on oonnaitra les valeurs (Ii-< {|iiaiilitcs "î: mais, pour notre nlijei.

il sutlit lie i'eiiiar(|iier (]ue

I — 3' II- — j" u' — yw -h .

.

(!ar, t'aisaiil : 1" //- = — 1 . savoir " = \ — 1 , l'u ;iina

sin - V
— i

) _ t:~ — n~
I J- 3' + 3" -^ 3"

m ' ' nr

y*" si l'on suppose ?/ = w. du trouvera, eu ililléreutiaut le uuuieraleur et

le (ieuouiinateui-. ;i cause (pie l'un et l'autre s'évanouissent loi'sipie

« = w,
vosm- , 1

I — 3 ni' -+- y »i' — i m -^
. . .

— -: ± -,
' ' '

.y '-*

le signe su|»erieur elaiil pour le cas oii /// est impair, et le signe intérieur

pour le cas où m est pair; doue ou aura

(•-:)
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ou liien, fii Taisant c/= a ?

dmic ('nfiii

^'[î

e~ — e "/?('(] — a) — a

— a — a
^., _ 4(1 — a) —

«

^,„

+ I

9(1 — a) — a ^,„

Or. puisque la (luanlite a est arbitraire, ou la déterminera de manière

(|ue la série devienne la plus eonvergente qu'il est possible; e'est |>i)ur-

(|U(ii (in feia I — a = o, savoir a = 1; ce qui donnera

_
_ e' _ g-- / Y _ Y' y;^ _y;;^ _^ \

•^""^rr \2 i + i 4 + ' 9 + '
•y'

et par conseiiuent

s ( / + .r y'— I ) -I- tp ( / — ;r y'— I
j

p(/ -l-x) + cp(/ — x) 9(/ -4- 2r) H- cp{< — 2jr)

-Q 9(0
4 + 1

cp(/ -f- 3x) + 9(< — 3.r)

9 + '

...].

Qu'on diiïérentie cette équation en faisant variera-, et qu'on l'intègre

ensuite en faisant varier ^ on aura

_€" — e~'^ r (f{t -h x]— (f{t — x) _ ^ (p(< -f- 2a:) — y (/ — 2x)

Donc, si l'on fait

<^>{t -h3x) — (f{l — 3x)

9 + 1

e^ — g-'Ti ,,, y(/+x) + cp(/— -r)
, 9(/ + 2jc) + y [/ — 2a:JP=

27: L^'^'^ TTl
^

4T^
y(/ + 3j7)-t-y(< — 3^)

....J,
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o(/-t- 3x) — 9(/ — :jx)

i)-4-.

(III aiii'ii

& l / =t J- V — ' = l* -^ •^ V — ' :

cl les (iiiaiilitcs I' et (J sciiiiit (Iniiiiccs, (iiimiic mi \iiil. par des ^nilo

(onvcri'Olltcs ddiit cIkkhic Iciiiic pnuiia se dclcrniiiicr iii('MaiH(|iiciiiciil

sans (ju'il soil hcsoiii Ar cniiiiailrc la nature île la Iniidiiin y.

•1\. H esl clair (|ne l'iiiteiiiale de reiinalinn n" 20

d'p (/-j/

est aussi

l>
- o r -! / V

— I H- i f / \ — I j,

ou, ce (]ui icvicnl an nièine,

a . .r -(- / \
— I j -r- 9 ! x- — / y — I

, _ ]; ' X -+- / y — I i
— ]/ ' a- — / y — I )

il'où l'on lire ensuite

' X -+- / y
— I /

—
v-

'/^^
< y — 1

;
La-- / \ — I -(- A .i- -- / y — I

v'-

Iui;)i>'iil(Mis i|ue le \ase ^nlt l'oiuie de deux [laiois di'oilcs et paiallides,

en siM'Ie (ju'il ail paiioiil la meule laiii'cni- ^/ ; en pi'cnant une de ces

parois pour l'axe des /. il l'audra que la vitesse </ soil luilli' lorsque .» =0
et lorsque .r = (/. (|uei que ^oil /. Or. l'u faisant / = o. on a p ^ 'j a' j et

y = 'j, .r,; ainsi, en ileciivaiit sur la |)orlioii de l'axe des .<• comprise

entre les parois ilu \ase deux eourlics ipii soient les eidiellcs des vitesses

/> et c/. ipie doivent avoir les particules du tlnide dans cette section du

vase, les a|)pli(iuees de ces courlies répondantes ii uni' aliscisse (|uel-

couqiie r représenteront les l'ondions p [jcj et 'J^ [xj.
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Presfiitenient on trouvera, par le numéro précédent,

e^ — e~^ri , ^
o (x -h t) -\- o Ix — t] dix -h 2t) -h alx ~ 2t) 1

p = ? •ar)— ^ —
-f- ^ 1 '-^ -' — ...

e~ — e~~ r<\i{x -i- /) — •\i{x — t) '^ [X -h 9.1) — <\){x — 2.1} 1

e~ — e~~ro{x-ht. — o{x — /) a{x-h2l] — o(x — 2ti 1

a - [ I -t- 1 4 -•- ' J

H
I

-<\,{X)—^ —^ ^-1_X^ ' X^ '_... .

2- [2^ i-t-r 4-t-' J

I)i>ii( . juiisque q doit être égale ii zéro, lorsque x = o et .r^a, il faudra

(|iie l'on ait

?( ?)-9(-< ) _ ^ y(20-9(-20 ^
I -(- 1

"
4 + •

2. r -I- I 4 + '

9(« H- /) — 9 (a — <) 9(a -I- 2/} — 9(a — 2/)

n- 1 4 -•- '

I,,
,

<li(a -h t) -h <hla— t) J>(a-i-2/) + di(fl — 2/)
-H -

1^ la — ^ i -' + ^ '. -^ —
. . . = o,2^ i+i 4+'

ou bien, afin que les fonctions Ç2 et '1/ ne dépendent point l'une de l'autre,

9(0-y(-f) 9(2<]-9(-20 ^2 z —i- . . . ^ o,
I -I- I 4 + •

9(a-t-/) — 9(a— <) û(rt + 2/) — 9(rt— 2/) __
' r^i ^ ' 4T^ ^— "'

2
'^

I + 1 4 -•- •

• .

.

o,

, ,|(a^/) + .|(a-0
^

|(a + 20 + »^(a-20
^ ^^2^ i-i-i 4 + '

....

Pour satisfaire à ces quatre conditions, un supposera que les fonctions cp

et J/ soient telles, que l'on ait en général, quelle que soit la valeur de a.,

9 a =: 9 (— II), 9 ( a -(-;<) ^ 9 ( a — u),

•]i{u)= — ^{— u), 'K a + « ) = — |( a — « ),
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(•<• (|ui scrviiii ii dclci iiiiiici- hi cnnlitiiKilKiii «les deux (clicllcs (limiifcs

[iniif les aliscisscs iici;;itiM's fl |iciiii les jiliscissfS plus griindcs (|iic <i:

l;i(|iicll(' (Icvrn |);ir coiisi'ciiiciil ilic Icllc, (|iif li's niilonix-fs ('j^iilciiiciil

(lisliiiiU'S (If part cl d'aiilic des d(ii\ l'Xlrcmili'S de l'axe a soient égales

el de iiièiiie signe dans la cunrlie de> \itesses />. et de signes diUérents

dans la ((inihe des \itess<'s c/: d'oii il s'ensuit (|ne la pretniiTe de ces

cimi'lies sera coniposee d'une intinile Ar liranrlics égales et >einMaliles.

Innlcs du meuie culc di' i'axr. ri dls|iii>ee> a Iteilia 1 1 \ euirn I r\\ seu> CdU-

li'aii'e. el (|iie l'autre aura i\i' uiruie nur iiiliuile de liiauilies égales

el >euddaMes, niais situées alleruali\euirul au-de>sus ri au-dessous

de l'axe.

Avant donc décrit ces deux eouibes, on aiMM, par les séries données

ci-dessus, les valeurs appi'ocliees des vitesses
i>

el y de cha(|ue pailieule

(in iluide: d'où l'on voil (pji' le luouveiuenl d'un lluiile ({ui se ineni dans

un canal droit est deleruiine par le in(Uiveiuenl ipu' ce lluidr a dan> uu>'

secti(Ui (|Utdc(ui(|ue de ce uieiue canal.

De plus il est clair, par la nature de> c(uirlies (|ui repre>enteul les

t'oilctiiuis '^ et i/, (pi'en aiiguieulant im en diiuiiniant la (juaulile / de >(i.

ou de '|C/. (Ml de Vui les \alcurs de p el de y denieureul les nu-nies;

d'oii il s'ensuit (|ue si l'on imagine le Iluide di\iseeu p(Htions égales |)ar

des droites perpendiculaires aux |)arois du canal, el placées à la dis-

tance j.a les unes des autres, chacune de ces p(ntions du Iluide aura

iiécessairenH'Ut le uieuie luouveuienl.

Si le llnide était leiiuine par une ligne droilr per-peiidiculaiic aux

parois M\ vase, alius prenant celle même ligne poui' Tiixe des .r, il i'au-

drail ^\\u• ji = () lors(iue / = o ; donc s [x) =^ o. el pai- couse{|uenl

7 =

e~ — (' " V ^ [x -\- t] — ']^ [x — t ) 'J/ ( A- -(- 3. / )
— '^ ( .r — 7. /

)
- — 2 -. -

4-I-I

27: Y-Ji^) I + I 4^-1

Oi'. puis(|ue la valeur de j> est nulle Iois(|ue /=:(>. elle le sei"i aussi

lor>(|iu' / est égal ii m, '\(i : ainsi le Iluide aiu'a dans ce cas le même

1. G5
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mouvement que s'il était renfermé dans un vase de figure rectangulaire

dont la longueur fût double, quadruple, etc., de la largeur.

On pourra encore trouver le mouvement du fluide lorsque la longueur

du vase sera égale à sa largeur, et en général toutes les fois que les deux

«limensions du vase seront commensurahles entre elles; mais il fau<lra

pour lors que les valeurs données de q forment une courbe qui ait un ou

plusieurs nœuds, de sorte (|ue la fonction 'b{x) demeure la même en aug-

mentant ou en diminuant .r d'une (piantité égale à la longueur du vase.

Dans tous les autres cas, c'est-à-dire lors(]ue les dimensions du vase

seront incommensurables, on ne pourra déterminer le mouvement du

fluide par la ibéorie |U'écédente; et comme cette tbéorie est fondée sur

la supposition que le mouvement du fluide soit dans un état constant,

en sorte que les particules du fluide décrivent des courbes invariables,

ce sera une marque que l'hypothèse dont nous parlons n'aura point lieu;

sur quoi voyez les Articles XLII et XLIII de la Dissertation citée ci-dessus.

Solution (fune question eelative ii /a théorie des cordes

viJ>rantes.

25. La (juestiou que je vais examiner ici consiste à savoir si toutes les

courbes qui rendent la solution du problème des cordes vibrantes pos-

sible, suivant la théorie de M. d'Alembert. sont renfermées ou non dans

ré(|uation

y= oL sin h s sin h 7 SOI h ... ;

(|uestion (|ue ce grand Géomètre a vivement agitée avec .MM. Beriimilli

et Euler dans le pi'emier Mémoire de ses Opuscules mathématiques.

Pour pouvoir résoudre cette (iuesli(Ui d'une manière directe et con-

vaincante, je prends l'éciuation générale de la courbe que forme la

c(H'de vibrante, laquelle est, comme on sait,

et j'examine quelle doit être la forme de la fonction 9 pour que l'on ail
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t'i) général, (jiicl (|ii(' soil /,

9(/) -4- 'v(— = 0. Pi 9(a -+- /) -t- 9(a — ') — o,

comlirMiii^ nécessaires [)(iur (juc les deux Imiils ilr la eoiile suient fixes;

01 . |uiis(HM' -^ I = — ç; (— Ij, on ania

o(«- /) = - 9[— (a-/)]=^-o(/-rt);

ilonc la seionde (le> deux ( oiidilions se réduira a celle-ci :

o f / -1- rt
;

— s ' / - rt 1 = o.

(]etle et]nati(iii elaiit c(ini|iaree avec la iorninie du n" lit, un auia

2 — 1 , p = — 1 , y = o, h — — a, I -^ o;

donc

et faisant 6 = — r\ — 1

.

P =; 9 sin m \ — 1:

donc rf^jualion P = o flonnera ra = u.-. y. étant nn nonilire entier posi-

tif' on négatif: |iar eonsecinent on aura

<J.~ an
r^^ — et o ^ — •— V

—
a a

or, T étant éi^al à zéro, on auia

/ le'-' dt — COlist.:

donc

- = p X ronsl.:

'I

d()nc. do 11 lia ni suc(cssivenient a 'j. Ion les ses valeurs 1 ,
— i . -r- 2. — 2

et priMiant des constantes arliitraires A. H. ('. A'. B'. ('. on aura

Tf TTf 11X1 'i'^lt— V—' V — ' V— ' -_— y-1

'0[tr-=l^e" -hA'e " ^ Be " - BV " +...,,

éciualiiui (jiii re\ient à cette forme :

. ::/ -/ , .
:•-/ ,, f-.l

o ( / ; = 3t sin \- a. ces f- Li sin (- 3 cos ^ .

,

a a ' a a

'/.. u . fi. /î' étant |iarpillpment des constantes arbitraires.

65.
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Or, par la première condition il faut (|ut'

o(<) + ?(— = 0.

donc

a. CCS h S CCS h ... — o,
« '^ a

donc
a' = o, [3' = o,...,

donc
. T.l , . 1-t . i-f

» (0 r=a sm h isni -f- y sin ^ h ... ;
' a ' a a

par conséquent l'équation de la figure initiale de la corde, lors(iirelle

en a une, ne peut être que de la forme

. 77 .r _ . 9,7: Jf . ^-x
V = s£ SHi h a sm h y sm h ... ;

a a ' a

Sur l'iiitci^ratio}! des équations

ï AI ^ly
-VT

d-y , ,
dy' d-y'

dy" d'y" ~

dy ,,, ^M- ,, , , ih' , d'y'
L' y -H M' -77 -f- N' -^ 4- ... + /' y'

^ dt dt-
'" W^" -JF^-

. 1- ,' , ' dy" . d'y" „,

rf/ dv-
'' J dt dt'

'••

-,„ „ „dy" „d'y" „„+ X' Y + a" ^rr -I- v" -57- + . . . ^ T",
' ff/ dt-

dans lesquelles L, M, N,.... /. m, // •<(Hit des fond Ions

quelconques de t.

26. En suivant les mêmes prin<'ipes que dans le'n" I. on multipliera

la première de ces équations par :dt, la seconde par z'tlt, la Iroisième
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|)iir z'fll, fl ;^nl^i (le siiilc. z, z', z",... ihirit ilc iiuiivcllo liMlcIi-i-miiM'rs,

cl, apri'S les avoir ;ij(i|lti'CS cliscllllilc, nu en |i|i'IHlta riMlr|_fl:ilc rii l'iiiviuil

(lis|iaiaili'c, par' îles iiitr^i:i|i(iii> liai iiailics. Ic> (lilliMi'iircs di's \aiialilrs

Y, y', y", lie ilcssiius Ir Mi,Mic I : (le (('Ile iiiaiiicic (ill aura lllir i-(|lia-

lidii (If la roiiiii' siiivaiilc :

l' -t- I (\.)- -^ V')-' -r- \".)-"-^- ...)dl : / {Tz -h Tz -^ T"2" + . . .)'//,

dans lai|iicllc

U= ) M;
lit

.^ Wz'

^(N.-....NV

, /
(l.nz

y {,uz- -1^

d.S'z^

.-h\"3" -...)

</.«' z'

-«"=•- ''^-)

,/.n"z"

(h'+ -^- HZ -(- .

-t- .'

„ /
d.yz

, ,
d.V z'

' [tJ.Z -, h ... -I- 7. 2 — , -

\' dt dt'

II. Il z V

d.-y'z" V

dt
'

\ = Lz -
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I z —

-+- A" Z" —

(// (If

d.a'z' d'.^j'z'

fit dr-

dt dv

Supposant duni

011 aiii'ii

V = o, V'=:o, V" = o,...,

U = ["( T^ -f- T' 3' + T"s" + ..:)di,

équation dans laquelle les plus hautes différenees des variables y, y\
y" se trouveront moins élevées d'une unité que dans les é([uations

ditlérentielles proposées.

On aura donc autant de pareilles intégrales qu'on trouvera de valeurs

particulières de chacune des quantités =, z' , z",... par le moyen des

équations V = o, V' = o, V" — o Or, soit m la somme des exposants

des plus hautes difFérences de y,
y', y",... dans les équations proposées,

il est clair que la quantité U contiendra autant d'inconnues, comme r,

, „ (/) dr' dr" ,., i' •.•
i i i iV , y ,..., ^» ^5~' ^7-'--i qu il v a d unîtes dans le nombre m; donc,

dt dt dt '

si l'on a aussi m valeurs [)articulières de z, de ;', de z" on trouvera

facilement les valeurs générales et complètes de y, y', y"

Soient maintenant Y, Y', Y' les premiers membres des équations

proposées, on aura

(U) ('(\z + \'z' + \"z" ^...]dt=:\i +
^
(V)-+ V >•' + ¥"_>"+... )f//;

donc, faisant V =^ o, V= o, V" = o,..., ou aura l'équation

U — / (\ z + \' z' A- \" z" -^ . . .) dt = consi.,

laquelle aura nécessairement toutes les valeurs de s, z' , z",... communeg
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;ivfc les (•(|ii:ilioiis \' =-
(). \' <>. \ ' :-

o

Or rf(|ii;itiiiii 1' l'sl idi-ri-

li(|iii'. t'I |):ir ii(iis('(]iiciit ne (li|icii(l puiiil ili's viilciiiv ilc v. >
. v' :

(Idiic ot; |)i'iil sii|)|)()sci' CCS v;ilciii-s Icllcs (|iic

\ .= <t, \" o, \"
,

et l'on ;iiii;i |);ir ce iiiovcii r((]ii;irKiii l = cdiisl. , (hiiis l;i(|iicllc un rcj;;ir-

II . .
. -, (ly (/)•' i/y"

I . I

ilci;i les (iniiiiiilcs v, y, v -,- •>
---, ^-•- (•(iiniiic iluiiiH'o, t'I les

' . ^ .

iii ^11 ^11

(I: ,1: ,/:'

(iininlitcs z. z'. z"

,

,~ •
'

^ ', • ccnniiie iinleleiniiiiees: lU' il >>{
'

iti iii iii

;iise (le voir (|ile ces indclcrininces scnuit aussi mii ikiiiiIiii' île /// : si (Imic

on a //? valeiiis parliciilii-res de cliaciine des ipiantiles >, >', v .... dans

les e(|uali()ns Y = o, Y'=o, Y'=( on aiiia aussi, |»ar la snlislilii-

lion successive de ces valeurs dans l'ecinalion l' = coiisl., m e(|ualiuns

particulières, d'où l'on tirera les valeurs de z, z'. z" lesquelles con-

liendnnit nécessairenieiil /;? conslantes arliiliaires: de soi'le (|u'en taisant

surcessivenieiil toutes ces conslanles. hors nue, égales ;i /.ero. on aura

m valeurs |)aili(iilit're> de z. <le r . de r Donc, etc.

'11
. De iii résulte ic llieo reine :

Ap.v ('filiations pro/mscrs seront infc'<iT(if>/es dli^rhriqui'ment . si Ion peut

trouver, dans le cas de T = i>, T = o, T = o autant de valeurs parti-

culières de chacune des quantitcs v. v'. v' , ... cpiil y a d'unités dans la

somme des exposants des plus hautes différences de ces variables.

Au reste, ce tliéorèuie u'esl (|iriine suite de c(dui du n" 6. (!ar il est

i\;\\v (|iie les équations picqjosees |)euvent toujours réduire \\ ne contenir

chacune (|u'une seule varialde, et il est lacile de s'assurer par le calcul

(|ue les réduites seront nécessairement de l'ordre m: donc. etc.

'1^. Les é(|uati"ns y=o, V'= <), V"=(),... sont iiitei;ra!)les en jïénéral

lorsque

L ^ A f/' -+•/'/ ^'•. M !{(/(-+-/,/;''+', '!\—C{h-hl,ty*',...,

L' = A' {I) -h l,t )'', M =. B'
(
Il + 1,1 )''*-',

. .
.

,
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cl de même

/ :=a (/i ^ hl )•', III = b {/i -h 1,1 ji-*-', n = c{h ^ ht }i+-, . . .,

I' -= a' (h + kt)'i, m' -= b' ( // -f- kl <i+\ . . .,

et ainsi des autres.

On f(>ra dans ce cas

z = \\i /i ^ liiy, 3' = R' (/(-+-/,/ )', s" = H" (/( + /,/];, ...,

R, R', R'.... étant ainsi (|ne / dos constantes indéterminées; on snbsti-

Ineia ces valeurs dans les équations dont il s'agit, et divisant ensuite la

première pai' ( h ^ ktf^'', la seconde par {h^ktj''^' on aura des

é(|uations sans t, (jui donneront les valeurs de /-, R, R', R"

±\). Si les coeflicients L, M, N,..., 1/. M', >" étaient constants, on

t'eiait /i = o. /i = I et r = --, o étant une (luantité tinic. et l'un aurait

par conséquent il faudrait suj)poser

Métliode générale pour déterminer le mouvement d'un système

quelconque de corps qui agissent les uns sur les autres, en

supposant que ces (-(ups ne fassent que des oscillations infi-

niment petites autour de leurs jxiints d'équilibre.

.30. Soit n le nombre des corps (|ui composent le système, et nom-

mons y',y" ,y"' ,... les espaces intiniment petits (|ue ces corps déciivent

dans leurs oscillations pendant le temps t; on aura, en négligeant les

quantités intiniment |)etites du second ordre et des ordres plus élevés.
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(les f(|ii;illiitls lie cclt"' loi'frif

d'y'

0-21

',")

dt-

d-r
di-

dr

-4- A' .}•' -+- \i' y" -t- C .)•'" 4-

.

-t- A".r-' -h W'y" -4- C" y'" -^-

.

-+- A"')-'-t-ir)-" -4- (]'" y"' -h.

-4- N'vi"' — o,

-(- N"_v'"' — o,

+- N"'r<°' =o.

d-r'"^
—f h A("' r' -(- Bi»' )•" -4- C'-'y" -I- ... -1-- Ni")vi"; = „,
dl- '

•

A . B ,
(".'. V. \V , C',... l'Iaiit (lf> ((iiistiiiilo (luiiiH-o [i;ir hi ii;itiiif

(In |)l'i>lili'[|ir.

l'iiiir iiilciircr ces ('(|Uiiliuiis siiiv;iiil hi iiiclliudc t'\pli(|iit'(' ci-dcsMis,

on iiiiilli|)rn'i';i l;i pri'iiiiiTr |);ir '/'r'''(/t. \;\ m'chikIc [i;ir '/"r''df. \:i Inii-

siènif \)i\v'/. (' (It. t'I ainsi de siiili-, "/
, À", À".... claiil, ainsi i|nc '>. do

ciinstanlcs iinlctiMinini'fs: cnsnili' on les ajontcia cnscndilf. it mi en

|iicndia l'inli'iiialr en l'aisant dispafaitrr df dessons le sii^nt- / Irv dilTf-

itMiccs des varial)lcs 1' .
1-". V ; a|)ri's (|noi on l'cia les (ocni(ii'nl> des

(|naiilili'> I y (''(/t, I y c'' dt. 1 y e'' (Il l'Ljaux ii zéro; de cftlf

iiiaiiii'i'f on ania d'ahoi'd r('i|nation inlci^i'alt'

:'•>

(['(^-'r')->-(1r'-..')

(rf)

'ri, --y) )j-= consl.

et ensuilf lr> (•i|ii;ition>

(C)

p= / -h A' /.' -K A" r -+- A"' /" -H . . . -f- A'"' À'"' = o,

p-l" -I- W't! ~ B"/."-+^ !{'• /.'" + ... -h B:"'>."' = o.

p= /.'" -h C À' -h C" /." -1- C" r -4-
. . . + C "~

). "' = <>.

p'X»"' -I- N'A' -+- N">." -(- N'"'/'" -4- ... -4- %("'>.<"' = o.

lesquelles serviront à dt'tcrminer les quantités o. )'. /". )"

I. (^
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Soient, lorsque / = o,

j' = Y', y" = \", K"'=Y"',...,

et

^ ^ V' ^ = V" ^ = V'
(// ' dt ' dt ' '

'

l'équation {b) deviendra, en divisant par e^\

dv' dr" dr'" dv^"^
/' ^ -+- À"^ +X«'^ +...+ >.("' —. p U'r' -4-r r"-h>."'r'" + .-.+ ^<"' r("'l

(// (// «' . dt ^ ^
'

= [X'V'+>/'V''-t-Â'"V"'+ ...+^i'"V;"-'-plX'Y'+À"Y"-f->."'V"+. ..+>,'"' Yc»)]^"''-

Or, fomme la quantité p ne se trouve dans les équations (c) (|ue sous

la forme quadratique p-, il s'ensuit qu'elle peut avoir indifTéreninient le

signe + et le signe — ; doue on aura aussi

dr' dr" dr'" dr<">
>.' ^ + 1"^ + >'" '-^ + . . .+ ^i")^ + p i

l'y' + l"r" + ry'" + . ..+ ^") >•(">)

= [X'V'+rV"-(-rV"'+...+Ài")V(")+ piX'Y'+)."Y"-i-rY"'+ ...-i-X(")Y''v)]e'=';

donc, retranchant ces deux équations l'une de l'autre, et divisant ensuite

par 2p. on aura

l'y' + /",)•" + r )•"' + . . . -f- IWy^")

= [>/ Y' -I- r Y" -t- X"'Y"' +,• •

+'^'"' Y'"'l

\i'\' + >," V" -f^ rv'" + . . . + >.(") v<")

Qu'on reprenne maintenant les équations c i et i|n'on suhsiitue dans

1 1
•.•111^" ^"' '^'"'

une quelconque de ces équations les valeurs de ^i y-'-' ^7- t^n p-

tirées des /< — 1 autres, valeurs qui seront toujours données, comme on

voit, par des équations linéaires, on aura une équation qui, étant 01-

donnée par rapport à p-, montera au degré n, el aura par (<nise(juenl

n racines. Donc p aura, indépendamment de l'ambiguïté du signe dont

e!-'
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iinii.s jiviiiis (Icjii iciMi ( ip|ii|i|c. // \;il('iiis (|ii(' iKiiis ilriiulci'oris |i;ir s,.

çi.^,03...., 0,,, ('Il sorli' (|iic '^', ol, &3,-.. soient li's riiciiics de ri'(|ii;itiiiii

iIdmI il s'iit;il. Dune, si l'oii l'iiii, [)inir ;il)irij;i'r.

$ -^ [>.' V -i- /." \ " -*- /.'" V" -(-...-- À'.") Y<")] !

pp'

-1-
[

>.' \ ' -I- r V " -h /."'\ '" + . . . + /. "' v(" ] —
("I (|ir<)n (lésigno par /.', . >.'„, >'., /'„ , /.", , )",, /,",,..., /'^,... Ifs viiiciirs

(le / ./ (|ui résiillciit (le l;i siilisliliilimi dr <;,, v,, 1Î3,..., p„ au lieu

(le 0, el (|iie (le iiK'iiie î , , y^. S,,.--. >„ siiieul les valeurs (•(•rrespondaiilcs

(le 1. (III aura, au lieu de re(jualiiiii d , les n suivantes :

/', .)•' -t- /; ,)•• -4- /':,)
'" -h . . . + >;,".>•'") = 9„

A..)-' -i- /,".)•• + >/;;,'"-(-... + /.; )<». = o^.

'L>'' -<-
"'"nX"

-+-
'r.>"' + • • + >'»".)•<"' = 'h..

par leM|ii(dles il l'aiidia (ieteiiiiiiier les /( iiuomiués >'',>''. y ,.

(•"est à (iiKii se réduit iiiaiiiteiiaiil t(Uite la dinicuile du piidileiiie.

Pour en venir à lioiit. je iiiulliplie la première de ees équations

la seconde par a', la troisième |tar y. . el ainsi de suite. ;;. . a'

('tant des coellicieiils iiidelermiiies. puis je les ajoute ensemble,

me donne, en onhuinaiil les leriiies par rapp(U't à y'
,

y"
,
y

[y/?; -^ u:"l\ -+-<j!"y., ^ . . . + o.'"' ï.„ ].)'

^[u'/" H-;/'/.'', -I- u"'/.", +. . . -^- y-'"'
À',^ ]_)"

+ \ a- r: -h y" r -^ ^"/.- + . . . + a-»' r i
)•»

.. j" :

par 'j.'

,

, u.

ce qui

-^[a'}^" -^u"}}" ^y."-/.': ^...-^u.'"^-C ,.)•"'

= u' 6, + u." 0: -+- y.'" 6., -I- ... -I- u'-"' 5„;

d'oii l'on tirera aisi-meiit la valeur d'une y (piel((in((iie. coinnie v '', en

()t).
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égalant à zéro chacun des coefficients des autres y; ainsi l'on aur;

, „,__ /X' 9, -f- p." 5. +
f;.'"

03 -f- . . . + gCO B„

et ensniie ces équations de condition :

{/)

U' /,', -t- U" ï, + fx'" /'^ + + pJ") /.'„ =: O,

u' r, -h a" r, -+- u'" >;; -h + ys<' r„ = o,

F-

,-,("/';"+ p"),f+ iJ."'K-h.. . + f/i"'>-ir'= o,

à l'exception seulement de celle qui répondrait à l'exposant .v.

Supposons que l'on ait en général

u' ï, -4- !J." >,', 4- u.'"}!, -+ + u.'"' /,'„ = A',

a' /,; -^ p." >;; -^ p/" r, + + pt»' x^, = a",

p' /'; -h p" }" + p'" xt+ + p(")
>,;; = A'",

g'x';''+ p''):"'^
p">.f+. . . -t- p(»)xir-'= â("\

et qu'il taille trouver la valeur d'une a ([uelconque comme u.'"'. Ou mul-

tipliera ces équations par des coefficients indéterminés v', v", v",..., v'"',

et, après les avoir ajoutées ensemble, on fera les coefficients des quan-

tités a', !j." ,
jj.'"

, . . . chacun égal à zéro, excepté celui de la (piantité ;x'"';

de cette manière on aura

,, v'A' + v"A" -Hv"'A"' + ...-i-v(")Ai»)

"
' vy+ V" r + v'"r + ... + v(«> x<"'

et la détermination des ([uantités v', v", v'",... dépendra de cette ((iiidi-

tion que

(h) v'X' H- v"l" + v"'X"' -t-. . .
-¥- i;>"'X"" = o,

lorsque p = 0,, o.,, ,^,,..., p„, excepté p,„.

Or, les équations (c) étant multipliées par v', v", v"',..., et ajoutées
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•'iisciiil)!»', (loniiiiil

[p= v' -I- \ •/ • H' '/' +- C y'"
-I- -f- N' v("'] /.'

[p' v" ^ A" •/ '• H" •/' -h {]" •/'-!- -H N" v("' ]
>."

(') l-h [p= •/"-!- A'"'/ -f- H"'v" + (:"'v'"-(- + N'" i/<"' ]
>,'"

\ + [p' v'"'+ A<"' v' + B "' v" -(- C"" </" -(-... -f- N "' vi"'] /'")= o.

Donc, si l'on su |» pose (juc les i|u;inlitcs v', v' , v v" , ou pin toi Iriirs

i;i|)|ii)rls. soii'nl Iris (|nc les cocnicicnls ilr )', ),", ).",..., ).""'' (hnis ccltr

i'(|n;ilion soiiMil nuls cliiicnn en |iaili(nlici'. ccini de / " le sera aussi : dt-

s(n'l(' (juc l'on aura les // (M|ualions snivanlcs :

p' v' -I- A' v' + W >' ^ (7 v'" + . . .
-4- N' :/i") = o,

p- v" -t- A" v' -+- B" >" -H <;' •/" -I- ... -I- N" vi") = o,

(/')
( p= v"'-4- A'"!-' -f- B'"-/' ^ (_;'"•/" + . . . -h N"'v " = o,

p= v'"'-t- A!"' v' + B"' v" -I- (;"' v'" -I- ... -h N'i"'' v>"' = o.

I"]t il est Ixni de icnKii(|n('r (|u'(Mi cliniinanl de ces (Minalions lc> ([nanlilcs

v', v", V )n aura nue ('(|nalion tinalc en '/- ipii sera ncccssaiicnicnl

la nii'iiic (|in' i(dlc ijiii ivsnilc des ('(inalioiis e, par {'('vanoiiisscnicnl

(It's quantités À', ).' , À ,...; ci' (|ni pcnl se voir aisément ii priori.

Faisons maintenant s = o,„. nous aurons

A' -y -^ B' v" - c •/" -^ H- N' V "' = — o'„, v',

A" •/ + B" •/' -I- C" -f -h -t- N" V'".' = - pi, v",

A'"-/ -t- B'"'/' -f- (]'"•/" -^ ^ N'-'v") = - p=, v",

*

Ai"> y' -1- B':"' v" + (/"' y" -1-
. . . -(- Nï"' v'"' = - p^ v^"',

<! l'eipiation / deviendra

(p' — p-,) [y' /.' -I- v" )-' -H >"• ).' -*-...-*- V"' >.("'] = O,

la(|U('lle devant être vraie pour toutes les valeurs de o (jui satisfont aii\
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équations le), d'ot'i celle-ci est tirée, on iuira, en général,

v' ),' -I- v" /," -I- v'" >,'" + . . . -I- y(«' >.("' = o.

lorsque p = p,, po, pj p„, excepté p,„, auquel c;is l'équalion se vérifie

H'elle-niénie, à cause du facteur p^ — p,;,.

D'où l'on voit que les valeurs de v', v", v'",..., v'" , qui satisfont à la

condition fA;, sont les mêmes que celles qui résultent des équations (kj,

en y faisant p =p,„. Donc, si l'on dénote ces valeurs par v',„, v,,,, '/„,-.., et

qu'on les substitue dans l'équation (g), on aura

î/.., A -t- v.„ a + V,., A -t- ... H- v„, A'
(/> "' ^

vLfA'^'

l-,,, '-,„ -*-
''m 'm + 'm ',« + ••+ >-"' '""

Mais les équations [f) demandent que les quantités A'. A", A",.... A"

soient toutes nulles à l'exception de A/'; donc, si l'on fait, pour alirei;er.

v' /' -h y" /." -h /" >.'" -t- . . . -h y>» >.'
"' = Q,

et (|u'(ui dénote en général par Q„, la valeur de Q lorsque 0:^0,^. on

aura, pour notre cas,

ui"

y™

et par (;onséquenl

v'/'A'" „ y';"'A(^J

Donc enfin, substituant ces valeurs dans la formule icj, et faisant atten-

tion que

A('' = ,a' >.';'' -t- a" >.;' -I- |u"' >.; + . . . + ^("' >;'',

on aura

{s)
^
is) (s)

Ainsi le problème ne dépend plus (|ue de la résolution des équations [c)

et \k).

31. Nous avons trouvé que la quantité v,„/'-i-v','„>.' -i-v^^ ).'"-)-... -i-v'^,
À "'
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est nulle l()i'S(|iie o --
p,, fi^, o^,..., o„, excepte '>„, : oi' il est t';ieile de voir

«iiie les vali>uis (le ^7 ^)---î i, - tiréi's des ('(iiiiitiotis r , seiuiil e\|in-

inees liiir îles t'l;i(li(>lls telles (lue r' t'-' , ' l''s (llKilitites (7, (/

.

'

'I '/ 'I

(/,... el;iiit de hi l'orilie

a -f- hç,' -+- co' -h . . . + //fi-C'^ ";

de sorte (|ue si l'on t';iil. ce (|iii est ]ierinis. ) ^ y . on ;iur;i )" = '/',

/. = y et. par eonseiiueiit. la (iiiaiitite

>;„>' + >:,>" + >:>"+••• + ='»>"'

deviendra de la forme

a -f- 3 p= -t- •/ p' +...-!-; ù- " ' ;

dune on aura

il/ r ! , " /

en nicnant Ions les facteurs deiinis i — 4r jusqu'à \ — —,-, hormis i — ^,

et le coetlicienl / étant égal à la valeur de

•'',„ '' ~
-A,.

>•' --•->,:' /y .

lorsqu'on fait o = o dans les (inantites À'. À", // ,

()i\ soit P = () l'equalion en o- tirée des e(|nations r ou k , on aura,

en sn|i|)osanl (|ne le tei'Uie lont coniui de P soit i

,

g)l'-g)-('-l)^
donc

xP-::v:à' + v;,x"- y... / + •

.

Prenons les (lillorein-es de part el d'autic, en faisant varier

posons ensuite o — ji,„, eo qui changera les quantités ). ,
/.'

, /.

et sup-

• ''Il >.',„.
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/."„ ,
>.'",

Il 11 s a u ro 11 s

y.-JT = — - \-^n, K, -+- '•'„, ^„, -^ '',„ 'm + + V,„ In, J = — - ,

(l p pm Pm

doiu' on aura, en général,

ce (jni jKiiiira servir à al)réi;ei- le calcul de la valeur île Q dans plusieurs

occasions.

32. Examinons maintenant les dillerents cas qui peuvent arriver rida-

tivemenl aux racines de ré(juation P = o. Et d'abord il est clair que si

toutes ces racines sont réelles, positives et inégales, les valeurs de p

seront aussi réelles et inégales; ainsi ce cas n'aura aucune difficulté.

S'il V a des racines négatives, alors les valeurs correspondantes de o

deviendront imaginaires de la l'orme r\ — i , ce qui réduira les exponen-

tielles et a cette forme : cos/-/ et : don il

2 2p r

s'ensuit que si toutes les racines de l'équation P = o étaient réelles,

négatives et inégales, les valeurs de y',_y", v",... ni' c<uitiendraient que

des sinus et des cosinus; nous verrons plus bas que ce cas est le seul où

la solution soit bonne en général relativement a la ([uestion mécanicjue.

Passons au cas des racines égales, et supposons ^, = (3,, il est facile

de voir, par les formules du numéro précédent, que les valeurs de Q, et

de Q2 deviendront égales à zéro; de sorte que les deux premiers termes

de la valeur de )'" semblent devoir être infinis. Pour obvier à cet incon-

vénient, on supposera p., = p,^ o>, ',) étant une (|uantite évanouissante,

et à cause de

on aura

«-(-i)(-i)-('-g)--^(-s-('
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cl (Ir llli'llir

. ,l{)
Donc, si l'on (';iil ,^ ^ K. et iiu'dii dciiotc ikh- R, ce (iiic ilcviciil H

li)i'.s(|iic (Icviciil 0, . 1)11 ïiiir-ii

Q. = - ^iv
Pi

<>, K .

Or. cil r;n.s;iiil

on ;i

(loiM

p, =: p,, -I- f,).

1/, e, = v, 0, -t- —,— I»:

ff6,
'J WJ

v^^ v?^ _

_

pfv','^9, _^ ?w:' 0, ^^ iiw^ _ Pi rf[cii

J

mK, oiKi .|{. (/p, '" H. </p,

On rcsoii(lr;i de incnic le c;is de trois iiicincs ci^ides. cl ;iiiisi des

;uilrcs. An reste, il est évident qnc les ternies de l;i \;denr de \' (|ni

répondent iiiix r;iciiics ei;;des coiilieiidronl toujours l'aniilc /. d de pins

dos t'X|toncnlitdles ordinaires si ces racines sont [losilives. et des sinus

et dos cosinus si elles sont néifalivcs.

l-'.nliii, s'il se li-oii\:iit des racines iinai^inaiics. nu les iiilniiail d'alioid

doux il deux it la t'ornie a -i- /> \ — i et a — h\ — i, a cl h étant des

(|UaMlites réelles, de sorte (|lie

p', ^ Il -h I)
ii^
— t , Pj

r= a — 1) \ — 1

,

et ainsi de suite; ce (|iii donnerait

p. =/ ^ jir \
- ' 9'—f-}i\~'-

et, [)ar consequenl,

e— ' ' = <'=^/' e'^s'\^' T= e-" ' cosi^^l ± sin fri ^
^~,

.

et de mémo

1.

e-^''--
' = e-/'(cost;7d=sin i^t ^'— i).



530 SOLUTION DE DIFFERENTS PROBLÈMES

On fiiini'iicrail de iiiciiio ;i l;i l'orme p + q\!— i et p — qsj— i les valeurs

lies (juantités p., v et Q rcpundantes à o, et p.,, et on trouverait, après les

sulistitulions et les réductions, que les imaginaires se détruiraient dans

les deux termes t^^i + ff-^a- lesquels eontiendi'aienl alors des sinus et

des cosinus multipliés par des exponentielles ordinaires.

33. Au reste, quand on veut appliquer la solution précédente au mou-

vement d'un SYStème quelconque de corps, on doit supposer, conjnie

nous l'avons t'ait, que les quantités j', j", y'",... soient assez petites

pour qu'on puisse négliger, sans erreur sensible, dans les expressions

des tVu'ces accélératrices des corps, les termes qui contiendraient les

produits y'^ y' y". Ainsi il faudra, pour (juc la solution soit bonne

mécaniquement : i" (|ue les valeurs initiales Y', Y", \",..., V, V", V'"....

soient infiniment petites; 2" (|ue les expressions de y', y", y'",... ne

contiennent aucun terme qui augmente a l'infini avec le temps t\ par

conséquent il faudra (jue les racines de l'équation P = o soient toutes

réelles, négatives et inégales, aucjuel cas la valeur de y'" ne contiendra

que des sinus et des cosinus (numéro précédent j, ou au moins que les

lermes qui renfermeraient l'arc-/ disparaissent d'eux-mêmes.

Donc, i" si p"f est une quantité positive, il faudra que l'on ait

(
/', Y' + À" Y" -H Yl Y'" H- . . . + ?;,'" Y<") = o,

(/)

I /', \" + ï.\
\" + ï" Y'" H- . . . + À,"' V("' = o,

ce (|ui feia évanouir le premier terme tt-^, de la valeur de y'*'.

De même, si (j'\ et p\ étaient toutes deux positives, mais inégales, on

auiait, outre li's deux conditions précédentes, encore ces deux-ci :

>.', Y' H- /" Y" H- }:: Y'" + . . . -h t"' Yi") = o,

x; v -f- /", V"' -h /"' \'"' 4- . . . + ?;;' yc» = „,

et il faudrait <'lfacer les deux premiers termes de y"', et ainsi de suite.

2" Si 0'] et p; sont égales et négatives, on aura les mêmes condi-
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l'unis /, cl les (IciiN Iciirics ;4-^'"^r»~^- '''"^ i'"'"''""' •
"" l;iis;<iil

0, — r, \—i.

t.K,

,-, "[r-''

dr,
- cos / /

v'-t-/.'',-v"-^>.:v"'-^...-4-/.," \'"'

?.R, f/r,
^wi.t.

M;iis si ;';' cl '/-, cliiii'iit it;;ilc^ cl |iiisili\('S, ;iliii>iiii :iiii';iil cihiii-c deux

;iiilrcs ((iiMlilKins ;i rciii|)lir. s;i\iiii-

d :^'
'

A,
\ ^ /';"\ " -^ À': v" -f- ...->; \

L p.

- n «

cl jiiiisi (lu reste.

.M;iis il V ;i ici une reiii;ir(]Me iin|iiiii;iiilc ii t';iii-c : c'csl (|iic les c(|iia-

lioiis (t iri'hiiil (|ii'a[i|iriMliecs, l'cijuatidii P -- o doit aussi tii'c rciiai-

(ice cniiiiiii' lellc, (le suite t|iic liirsi|u'(iii Innivc des l'aiiiics cigales, on

n'est pas en dri/il dCn cnncinii' (|ne les valeiiis de ^ sont eifalcs. mais

sculomcnt (jn'tdles ne dilliTcnt ([ne par des qiianlilcs iniininicnt pctiti's:

d'oii il s'ciisnit (pi'ii la liiiiicui'. l'ci^alite des racines de Tecinalion P^o
ne sullil pas ponr iiilitidnire des arcs de cer» le dans les valcnrs de y'

.

^''
. V , en tant (|ne ces (|uanlitcs représentent les espaces parcniirus

dans les iiscillations des cdips. (!epcndanl, cuninie la suppusitinn de

6, := 0, -!- '„, 't, étant une (|iianlilc très-pelile. rend anssi les iinanliles

Ui '' Qj Irès-pelites dn nienie ordre, cimunc on peut s'en assnicr par ce

(|ni a ele dit dans le nnnicro precedeiil snr le cas des lacincs égales, il

est clair {\\\i' le> (pianlites y et — contiendront des temn-s tinis. cl

(|n ainsi il t'andra, pour (juc les valeurs de v'. v' , ;» — soient toujours

Irés-petiles. cpu' le> termes dont il >'aiiit <lis|)arîiissent eutii-rcinent de

l'expression de v '
. ce (pii donueia. en ueiilii;eanl les ipuiutitcs intini-

1)-.
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ment petites du second ordre, les mêmes conditions et les nièincs résul-

tsits ([lie ci-dessus. II est clair que ce que nous venons de dire des racines

égales doit avoir lieu de même, lors([u'elIes ne difFèrent (jue par des

quantités très-petites.

^>" Si p'j et pi étaient imaginaires, alors réduisant les quantités À',,

y\, )."| et X'.,, >.'!j, X™,... à la forme p' -h q\ — i ,
p" -\- q" sj

— i

,

p"+ q"
V — I f

t
p' — ç' v — '

.
/'" — f \ — I . p" — q" v'— ' on

aurait les conditions suivantes :

// Y' + p" Y" -+- //" Y'" + . . . + jj("> Y'"' = (),

p'\' -h p" V" + //' V" + . . . + y^l") V(") = O,

et

<j' Y' -+- (/" Y" -H- (]'" Y'" -h... -h q'"' Y"" = o,

(/ \ ' + (y" V" H- (j'" V'" + . . . + (/(") Vi"' = o.

On aura de pareilles c(uidilions |>our clia(|ue [taire de racines imagi-

naires.

3'). De lii on tire une méthode générale |)our voir si l'étal (ré([uilil)re

d'un système quelconque donné de corps est stable, c'est-à-dire si, les

corps étant infiniment peu dérangés de cet état, ils y reviendront d'eux-

mêmes, ou au moins tendront .à y revenir.

On supposera le système dans un état infiniment proche de celui d'e-

([uilihre, et on cherchera les expressions des forces accélérati'ices des

(or|)s pour se remettre à cet état, lesquelles seront, aux iutiniment

[)elits du second ordre el des suivants |u'ès, de cette forme :

\r' + li_r" + (;.>'" + ...,

connue nous l'avons supposé dans les équations (a). On formera ensuite

des équations telles que les équations (c), et on en tirera ré(|uation P=o.

dont jo^ sera l'inconnue, et (jui sera nécessairement d'un degré égal à

l'exposanl du nombre des corps. C(da posé :

i" Si toutes les racines de cette é([uation sont réelles négatives el
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iiiciiiilcs. l'cliit (r{'(|inlil)rt' sera stable vw ^ciii'ial, (|iicl i|iir sciil le dcr-an-

"l'iiiciil inilial (lu svsli'iiif:

a" Si ci's racines soiil Imilrs ri'cllcs posilivcs un loiitcs iinaj^inaircs,

uii l'ii iiailii' icclli^ |iosili\i's. cl en [lailie iiiia^iiiaircs, l'c-lal (rc(|iiilil)ic

n'aura aiuiiiic sUihililé- cl le sysième une t'ois deratii;!' de cet l'Ial ni-

|)ouiaa le i('|)i-eii(lre;

V' l'jirni, si les l'aeiues soiil en paitie réelles iK-^'ativcs et inéicales, et

en partie réelles nei^atives el e^ali's, ou réelles et positives, ou iniaiii-

iiaires, l'état d'efinilild'e aura seulement une stahilitc rclalkc et condi-

tionnellc, c'ost-à-dii'e que cet ctal ne se rélahlira. ou ne tendra ii se reta-

lilii'. (|ue lofsqn'il y aura, entre les distances cl les vitesses initiales, les

conditions niar(|uees dans le numéro précèdent: dans Ions les autres cas

il sera inipossihle (|uc le svsli'uic reviennes de lui-même ii son premiei-

étal.

;î5. Lors(|uc toutes les iMcines de re(|natiiMi l'^^o S(Uit réelles iiie-

i;ales et neiiatives. il est clair ipi'en faisant y = — /'-, (diaijue ternie de

la valeur de v ' se réduira ii la l'orrrre

a cos/7 + 3 siii/7.

Ia(piclle i-e|)r'est'nti', comme on sait, le rrrouNcmcnt d'un pcndrrie sirrrple

de lonijfueni' — : d'où il est aise de c(urclrrri' ipie le niouvcrrrcirt de clra(pre

coi'ps sera compose de n nionveiirents pareils à cerr\ de // perrdirics dont

les loni;ueurs seraient III I

!•]
'

/•; r] '

li

C'est le théorème que .M. Daniel HcrriouHi a déduit, par indirction. de la

considération du mouvement d'une coi'de cliar-gée de pirrsieurs poids.

Si l'on veut que les oscillations des corps devienneirt simples el iso-

chrones, on su|)pusera (pie l'état initial dir systi'iue soit Ici, i|iic l'ini ail

I
l' V -,_ >." V" -)- À"' \ " -H . . . + y.i"' V '"' = o,

(
>.' \ -I- À" \" ^ /.'" V'" + ... + h"' \ ^"i = o,
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|Miiir loulfs les valeurs de p-, hors une quelconque à volonté comme p^,:

car alors les ([uantités 0,, O2, O3— seronl nulles, à l'exception de S„, et

|iai- conseciuent la valeur de v^ se réduira à rr-^-/,,,- Mais, les équations (mj

étant absolument seniljlal)les ii l'équation 'h du n° 30, il est clair qu'on

aura pour la détermination des quantités Y'. Y", V',..., V', V". V"

(les équations analogues aux équations {A-j; d'où il s'ensuit (jue ces

quantités seront en l'aison constante avec les (piantités v'„,, v,,,, v,,, , v,," :

de sorte (pi'on aura

r Y' + r\" + r Y'" + . . . + /rvco y„V' + /" V"+ à:Y"' + . . . + l^'M-"

donc

K, ^m + K ''m + K, '•'m + •••-»- >.„, V„, Q,„

, > »r , >
sin/-„, /

Ainsi le mouvement des corps sera le hh'Hic, dans ce cas, que s'ils

étaient pesants et ([u'ils liissent suspendus chacun à un til de longueur

-Tî la gravité étant |Mise pour l'unité des forces accélératrices; d'où l'on

voit (|ue le système est susceptilde d'autant de ditlerents nH)uvements

iso(dir(Uiesque re(|ualion P= o a de racines réelles négatives et inégales.

Des oscillations (F un fil fixe jxir une de ses extrémités , et

c/iaii^é <r lin //ombre (jinleo/u/i/e île poids.

3G. Soit 11 le nomlire des jioids, (|ue nous supposerons, pour plus de

simplicité, égaux entre eux et également éloignés les uns des autres;

imaginons (|ue le til ne lasse que des oscillations infiniment petites et

dans le même plan; et soient nommées v, y", v",..., y'"' les distances

des coi()s il la verticale, il commencer par le plus lias, et a la distance

d'un corps ii l'autre: on aura, comme il <'Sl très-aisé de le voir par les

principes de la l)ynami(pu', et connue ou |ieul le déduire d:'s formules
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;4('ii('i;ilc> (|uc j'ai (loiinccs dans le .MciiioiiT iiililiilr : .\jipUc(iti<tii île la

nKlIiodc [tirvi'denic à (Ulfcrcuts prolilnncs <lc dyndiinqni jiai^i' '^fjH ,

y _ y — <>.

dl' a

d\y" r" - y .>•' - '.}•" -+- y = o,

= o,

dP a a

d'y )•"— V-" _ ^

»•" - ?,)'" -t- .)•

,/2 ,-v ,..v _ ^.v ,^// _ , ,,.„ 4. ^.,

dl' n a

( csl-a-ilirc

)("-! ) ?.)•(")

O.

d-' )•' r' — y"

a

-f-
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d'où l'on tire

1 \
'

>. /

/' „ , Za'o* ci'(f\= I -1- 3«p= H •- H '-
?/

el ainsi de suite: de sorte qu'on aura en général

. r
,

[m — i){ni— a) , , (m— i){m— 2)(w — 3) , _ K,

L '4 4-9 J

Or il est visible que, pour satisfaire à la dernière équation

—
( n — I )

À("-" -h ( 2« — I )
>.<")

o' >.("' H ^ ^ = o,
a

il faut supposer

ce (]ni donne

n\n — i)d' , nln — i
) ( « — i)a?

I -f- «ap- -I
^ 7

—

-— p* H ^^ -7^ — p» -f- . . . = o,

4 4-9

équation d'où l'on tirera n valeurs de o-, qu'on désignera par p'\, o'i,

pi,---, pi, et qu'on substituera successivement dans l'expression de >.'"'

pour avoir les valeurs de ).
"'

, Xj" , ^'a" '

A l'égard des quantités v, on les trouvera de la même manière par le

moyen des équations {k], lesquelles deviennent, dans le cas présent,

V — y—;;— =*•'
a

— •/ -^3v"-2-y",
p- V -> = o,
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— 9.v" + 5'/" — '6v'
p'i,- -4- = o,

»v<"'-p'v
—

( H — I ) v("-'' -+-
( 7.n — I ) v("'

d'Hii l'un liic. rdiiiiiic ci-dcssiis.

I H-(w — i)rtp--f- * 9 a-p'-\- ^^—7 ^^ - a>p'-i-... V

4 4-9 1

on l)i«'i). en sii|)|)os;int /
' — v' = r pour |)lus ilf siiiiplnih'.

l/i"'! = '/.("•>,

ft. par coiiscciiiciil,

On aura donr

m - m m • m

O = l"' -^ /,"•+ l""+ ... -1- >.<")^

= I -h (i -(- «p'j'-t- 1 I -I- ?.ap' H p'
]

r (rt— i){n — 9.)a=
"1-

I '^("->;"P^+ ^L p' +
...J

Mais on pi'iil trouver une expression pins simple île celle (jnanlite par la

tnetlidde dn n" 31 . (^ar on a d'alinrd

H ( H — I ) a= n(n— i)(n—-?.)a?
P = I -f- « ap- H '

—

-,
—— p* H ^

i^
p'

4 4-9

d'oii l'on lire

n{n — \ a' , h ( n — i
) ( n — ?. ) a ,

- Q —r- ^liao'-^ P' +- ^^^ ^ P

Or. en faisant s = o. on a

/' =r r , )," = I . /' = I . .

.

68
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donc

/ =-v -*- V -f- y

-I- r + rt ù-

vi'"'

1 + 2rtO- p*
'

2 ^

I -(- J « p- H p* H 0"

a ' 2.3'

4
'

4-9

n H p-' H '-r^ û' A ^ '^ P

donc

4.3
p*+

4-9-4

I (/i>
~ / p j^
a'-' rfp ' L a 4-3

« ( « — I
) ( « — 2 ) ( /i — 3

)

4.9.4 J

Os deux fxpi'i'ssion.s de Q ne sont pas ii la vérité identi(jues, mais elles

deviennent égales lofsiiiie est égal à p,, p.^. pj...; re qui suilit pour

notre (djjet.

Faisant done ces substitutions dans la deinière t'oiiiiule du u" .'30. un

aura l'expression générale des quantités v. et le proldèuie sera résolu.

Au reste, (|uoi(ju'il soit dillieile, peut-être impossible, de déteiiuiner

en général les racines de l'ecpiation P = (). on peut cependant s'assurer,

par la nature même du probli'uie. (|ue ces racines sont nécessairement

toutes réelles inégales et négatives; car sans cela les valeurs de y'.j".

y'"— poinraienl croître à rinfini, ce qui serait absurde.

.37. Si l'on cliercbe quelles doivent être les distances et les vitesses

initiales des cor|)s pour (|ue cliacini d'eux ne fasse (juc des vibi'alioiis iso-

chrones et analogues à celles d'un |)endule simple. (Ui trouvera u" 35;,
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Il |iri-ii^iiil / |ioiii- la l(iiii;ii(-iii' tic ce |i('iiilul(',

[S — i)a ( 5 — I
)
{ i — 2 ) a- _ ( s —_i_) { s — :>.){s — 3)a'

(s— i)a {s — i){s — 7.)a' _{s— i)(s — ?. ) ( 5 — 3

)

a'

1
^

\n 477^7^

el la \alriir i\c / (lc\ I a se (Iclcriiiiiici- par- rc(|iiati(m

na n{n — i )
«• /)[" — ')(" — '• )

...h'.

/ 4^ 1!)/'
-h . . . — <>.

/)r.\ vilinilians d une Cdidc tendne et clKiiiirc <l nu iittiiihrv

(jitclcoïKiNc (le poids.

."58. (Jiiiil(|iic j'aie (Icjii i'c.st)lii ce |)ioMi'iiic dans mes licclicrclics sur le

son. iiiiprimccs dans le iPicinitT volnini' île ces Mcniniics, je i rois pon-

voir le l'cdonniT ici, nou-sciilcniciil jiour l'aire voir («nnincnl ma nicthode

gcncialc s'\ a|i|di(|iic, mais enc(ire paice (pi'il me dunneta lieu de laire

de ni)iivclle.s rellexions sur les \ilirali<ins des <(Mdes sonures. «pii piuir-

nuil (ii-e utiles à rcelaircisscment de celle malii're épineuse cl dtdieale.

Supposons une corde ( liargee de // poids ej^aux (pii la divisent en

n — I parties etiales (|Ui' nous ferons ( liacune eiiale a a. et tendue |iar

un poids (|ui soit à la somme de ceux dont la eoi'de est (diariice c(unme-

c- esta I ; nommant v', v", y' y" les distances des poid> a l'axe de

la corde, et taisant, pour alireger,

on aura

dr-

d-y
dr-

d^-r'"

dr

d- )-i"

'~dt^

^= «,
(l

k'I— 2_)-' + >•"
) = o.

/.'(.)•'--.,)" +.r"'j=o,

ll'^if'' — 2_>-"' -H )•") = O,

ï

68.
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Donc, ('11 comparant ces équations avec les équations tj;énéralcs du n" 30.

on aura les équations suivantes en ).', X", ).",...,

p' r — /,'
( r — 2 A'" -hi"] = o,

d'où l'on tire, en supposant i -l—y; == cos /'

y, __ sin3 9
^, ^„, ^ sinSç,

^,

sino '

'

sin o

et en tjénéi'al

,,,.,,, sin/?(» ^,

sin 9

Kt pour la détermination de l'angle 9, c'est-à-dire de la quantité 0, on

aura l'équation

sin 9

laf|iielle donne

nm
^ « + I

71 exprimant l'angle de 180 degrés, et m un nombre (|uelcoiu|ue entier

depuis zéro jus((u'à n inclusivement. De sorte (|u'oii aura

û:= K \J2 cos o — 2 ^ 2 /i sin - c» i( — 1 = 2 A sin i — i :

ce qui donnera toutes les valeurs de (|ue nous avons designées par p,,

p^, pi,..., p„, en taisant m successivement égal ;t 1, 2, 3.— n.

On trouvera des équations entièrement semblables en v', v". v '

d'où l'on tirera pareillement

, ,
sin(.« -f 1)9

v^'") =; -L.
sin 9
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|)i' plus (i[i ;iiir'ii

'j' 1'

Q — sin'c;/ -t- sin'9.0 -t- sin'7.0 -1- ... -1- siii'« v 1

^ --.— - /( — -
; ros? o + cos 4'.> -*- 'osbi/ -t- . . . -I- <o.s>«'v)

sin'o Lv> ?. J

__ >').' Il I /f0.s?.n9 — cos5.(/i -t- 1)9 I vl

sin=9 L?. a^ 9.(1 — cosao) ?./j

011. a caiist' ilf •:, ^
Il -h I

a sin'o

On tiniivrrail la iiii'iiir valfiii' ilc O jiar la iiirtliiiilr iln II" lil : mais le

calcul serait alors laul suit peu plus loiiti. (liprinhinl. rnuiuic ce cah ul

peut servir l\ niiHilicr la IkimIc ilc la uictliodc limii uuu> parlons, je iiai

pas cru devoii' le supprimer, mais ji' l'ai leiit'eriiie eiilre deux crochets.

afin (|iie mes lecteurs puissent le passeï' s'ils le jugent a propos.

rOii aura d'alioril

sin(H H- i)-^

!
/; -î- 1 siii ;

I
écris F - — — ,~^^- cl imu pas simpleimul 1' = : -^ alin que.

' i«-i-i)snio ' ' sui-v '

lorscjue = o. c'est-it-dire -. — o. on ait P — 1 . ciuiiini' ihois l'avons sup-

pose; d'oii \'i)\\ lire par la dillerentiation

(/ P __ cos i
« -i- I

) 9 sin I /i -I- I
j 9 cos 9

(7o
~ sin 9 n-f-i)sin'9

ou, à cause de sin /i -h 1,9 =0.

dp cos ( « -t- 1
) 9 .

rfo sin -V

'

... 0'
I

or I eiiualioii 1 ~,—V" = cos '^ iloniie
' ?./.•

'. /r-
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et preiiiiiil les ditiért'nces logarithmiques,

(ioiK

dçi sino ,

-^ — — f/(fl :

p I — C0S9

I </P (i — cos9)cos(« + O9 _ cos(« -f- i)cp

dp 2 sin' 9 2(1 + cos 9 )2

Maintenant on a -^ = o. lorsque p ^^ o. et pai' conséquent

r = -i.l', >'" = 3 ).',.. .:

(lone

/ =; X' [v' -)- 2i/" + Si/'" -h ... -t- WVl"']

1*' ?'
, . . o • , • \

SOI 9 + 2 sin29 -I- 3 sm 3a -(-... ^ « siii «9)9

v'V (n-t-i)sinn9 — 7isin(« + i)9

sin9 2(1 — C0S9
)

et, à cause de sin f « -1- i
j 9 ^ o,

, ^, (« + I ) sin «a*
y = V / —-.

' r;
2 sinoli — ros9)

flone

= - ^ xp
I dV (« + i)siii9 cos(/( + 1)9 ,,,

2 " Jp 4 sin'

9

et, à cause de sin i 2ti -f- i )'^ = — siu'j,

(ra -t- i)fsin(2/i -t- 1)9 — sinol ,., n + i ,., n= — — -, — V A = —^^" V / .

4 sin'

9

2 sni-o ,

-'

Donc, faisant ces substitutions dans l'expression de y' n° :îO . et sup-

posant en général

Y;„= Y' sin h Y sin h Y' sin (-
. . . -i- \ ("' sin

n + I « -I- I « + I n -(- I
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fl

,., . m- ..„ . ?.mz , ,„ . {/WTr , ,„, . unir.

(III ^iiini

;>. sin ,

,

y.(«) — \ \ , ,(IS 7 //, Slll ,
-

H -(- 1 \ ».
I /( -t- I )

.» Slll
« -h I i

1 » , (US :>//( sii

2-

3ij:

/( -t- I l

.

I , . 3 -
\ \ CDS •.>//, Slll

-I- I >/(--

(

V,
Slll .' U\ s/A

'/i sin

-tin —,-
-'

••{«+-')J

\,

2-

2 { n -4- I
)

, .
'37:

\\, Slll —
2 ( 7J -- I

J

• //, si

.//,

2 ( n -t- I
)

3-

2 ( « -t- I
)

« -1- 1 l

' 1 „ ces
« + I

'

2//,
\„

>.l< sin

//. slll
2(n-n;

2 [n-\-\)

. /pplicdtiiin (le la solution prrcrdciitc (iii.v cordes sonores.

'.V.). Je sii|t|Mis(Mai ici. |iiuir pins de simplicité, \\y\v les vitesses initiales

\ . \ . \ .. soient nulles. iiKiNeiinant (pioi la valeiii'de v* ne cuntieii-

(lia plus i|ue (les lei'nies de cette t'orine

nis r.
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Hoiif

sino =^ o — a sin^o — (3 sin'o — y sin'cp — ... :

loue, supposant o = —,—-—r^ et taisant, punr abréaer,
' '

' i{n -\-i) ' "

sin
inr.

2 ( «. -I- I
)

X,

on aura

sin
2 ( « -(- I

)
2 ( 7! -+- I

J

el, par (•onsé(|UPnt,

mkt
ros

f2
//i sin --—^^—

- 1 =
2(»-h i)J

ces

r-os

n -+- I

mkt
n -+- I

fix^ — [3
j"'' — ya' — . . .

,

- — 2a htx' — 2 13 /i7.Z-' — 2 y A/.r' — .

t: ) ces ( 2 a htx^ -i- 2 13 /i7.r' + . . .
)

n ( sni ( 2 a /r/.r-' -i- 2 p /i /x= H- . . . ).

Or

cos ( 2 a /i <.r^ -K 2 (3 /,7.r» -+- . . .)= i — 2 ex- /,- 1-
x'' — 1 x^ k- t\r'' — 2^-k-rx"

et

sin (2a /i7.r*-+-23 /i7.r» + ...)=; 2a lttx'-\-2Çi lilx'-h^y f,tx''-hi 2Ô/1 /— ^1-^^^^—
)

de plus

y I — ar'

et, par conséquent,

1 1.3 1.3.5
-X- -\ T .r' H ^—-. X"
2 2.4 2.4.0

x—i;

donc, on aura aussi

sin {2xktx^ -h 2(3 /i7x' + ...) = j
2 a /i7.r' -t- (a -)- 2j3) A7.r' ->-

(
-;—h [3 -1- 2 y

( \ 4

"/3.5a 33 ,\ ,
4^:' , 1 )

/.7.r«

V
I - X',
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iiii l'un i't'iiriii'i|ii('i';i (|iii

, . mr. nir. i . mr.X ^ \ — X- ^:^ sm -
, cos -7-—^—; = - sin

2 ( « 4- I )"?.(«-(- I ) 2 n -f- I

.M;iinliii;iiil 11" .'{S

, , . iiiT. ..,. . Mil- ,,,„ . im-
\,„ \ sm K i siii — -f- \ sin

« -I- I /( f- I n -t- I

Y'"'sin

iliiiii-, M \'*t\\ iinilli|)lic cclli' (|ii;iiililf |);ii' a-, ("csl-ii-diic |t;ir

r . m- 1^ I / mr. \
sin — ; r= - I — ros ,

I
->(/(-(- I

)
I

2 \ Il ->- 1 1

et (juKri (l('vcl(i|)|)(' les |)[i)(liiils des sinus cl des i(isiiiiis. un ;iiir;i

» ,

./ -
-f ,\ >. sin sin

. 4 ' \ H -r- I H -4- I /

.,„ / . 2/Ji-
-^ V 2SI1I

V H -t- I

„ / 3 /)( T.
- V 2 sin

\ H -I- I

3m- . III T. \

sin sin
« -I- I

'« H- I

'\niT. . irn
sm — — sin

H H- I

20/7: \

iiiii- i n -^ i j m -
. In — 1 //( n

sm — sm — sin
« -f- I n -h I n -h i

V - 2^ Isiii \ — 2\ -i- V
;
Sin

Il -r- l II + î

,.,„ ... . imz r , , » ,1 . HUIT.
I

-1- Y"' — 2Y" + \''ism 1-. .-i-| — 2Y;"'-i-V"'-''lsiii •

/( -i- I

'
^ // -1- I J

,
. t II -i- l) III-

A cause (le sm = siuw- = o.
n -+- I

Qu'on dciKite par A" Y les ditlVreiices secondes des (|nanliles Y dans la

siiile Y . ^'. V ... \ ''
. de sorte (|iie l'on ail en ^ieiieral

cl sii|)[Hisant

A-'Y = Y'-'-' —2V'.'' -n Y'-",

Y" =^- et Y*"*" -- o

; ce ([ui l'Sl |>eriuis. ii cause ([Ue les (|iianlili'S \ .
\'

. Y .... Y " sonl ji's

I. tiy
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seules (hiiinées), atin (|lic

A=Y'=rY"— aV et A= Y""' r= — 2 Y'"' -4- Y("—",

on <iura

Y'"')^'= — 7 A-\'sin h A-\' sin —
4L /; -•- I n

A^\"'sin A^Y
,

. nni- ~\

>"'sin —

Si l'un t'iiit (le même

A*Y(') _ _^=V{.+.:. _ oA^ Yi-; + A^Y('-'

= Yi'"^-' — 4Y<'"*'') -I- 6Y(') — 4 Y''"'" + Y<'"-'.

et i)iron suppose eiisiiilc

A- Y" = et 1- \ '.'•+''' = o.

un trouvera

Y„,.r' = --T Ta» Y' sin ^^^^— + A' Y" sin '^^-
I h L II ^ i II -h I

,,-,„. i ni

-

-+- A' V sni h. . .
-(- A'\ " siii

« -I- I

mil- 1

/( + I J

En oeiieial on aura

V„,.r" = ± — A-'\'sin h A-'\"sni
2"^

L rt -t- I II -{- I

. -,,„ .3/7»-
, ,• lllll-

-+- A-"' Y" Sin h. . .-t- A-' \i"'siii
n + 1 /( -I- f

fie signe supérieur étant pour le cas de /' pair, cl l'interieni pour celui

(le /• impair), pourvu qu'on suppose

Y^=o, A-Y" = o, A<Y"=:o,..., Y>"+" = o, A-Y"'"*-" =0, A'V>"+' =0

conditions au\(]uelles on peut satisfaire en iniai;inant la suite des Y con-

tinuée de part et d'autre à l'intini, de manière que les termes Y" et Y""'

soient nuls, et (lue les termes éa-alement distants de ceux-ci soient eyaux

ei de signes contraires.
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lliim. si l'iiii ImiI CCS siilisliliilintis, cl (|ii'nii tusse. |iipiii' ;ilnciici-.

?." 7.'

cl ili' pins

,,
m- . .'DIT. . ini-

Il -\- l /( -t- I W — I

V " slll - l'„„
// -*- I

O Slll hO"^lll +()'SIII- - -t- ...--()" SIM - (),.
n H- I /; + I /( -t- I « -1- I

lin :mi':i

. Il, -,1

III s T. . nis-
• ^iii ' , • sin

,

/( H- I , ,. nilil " + ' ,> "'^ "'"'
( \ ,„ -f- i',„ (OS - t: + 0„, Slll " Slll - -

H -t I II -^ l II + I II ^ \

m (S -^ 1,/) . III ( s — /i7
) _ I

Il -h I

'"

« -t- I

/( + I
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o el 'i dénotant des fonctions, on aura (numéro précédent)

)(->

D'où l'on voit que pour avoir la valeur d'une v (juelconcjue, comme y''",

après un temps quelconiiue /. il n'v aura qu'à tracer deux courhes, dont

les ordonnées répondant aux abscisses x soient ç (x) et '1/ (x), et prendre

ensuite dans la première <le ces courlies

1 , , s + /i7 I . , s — /ii

-orn. alise. -\— oïd. absc. i

7. /( + I 2 w -1- I .

et dans la seconde

1 , , s -h i -h lit I
, ,

« — I -t- /i

7

7 ord. absc. y oïd. at)sc.
4 n -h 1 4 n -h i

I
, ,

s -h i — /) / I
, ,

s ~ \ — ht
7 ord. anse. h -= ord. abse.
4 71 -t- 1 4 n H-i

Sui)stituons maintenant dans les expressions de o{x) et de 'bfx) les

valeurs de Y,, Y,, Y;, Y„. P,. P,, P, P„, et Q,. Q,. Q, Q,,, et

supposant en général

/ ( «, x)z= sin«iTsin.r- + sim/zr sin '.rr + sin 3f/r sin3,?- -t- . . .

-I- sin"(^7T sin «:»;:.

nous aurons

Y' + P' / I \ Y" + P" / 2
cp ( .r == 2 y ) .^" -H 2 7

77 -I- I

et

Y"'+P"' / 3 \ Y"''-l-P("' / 77 \

/• l .. _L , I
77 + 1

'•
\ 77 -f~ I /

O' / 1 \ O" / 2
iL ( .r ) ^ 2 y •> ,r +2 y -,

^ ^ ' 77 + 1
''-

^ n + t / 77 + I
'-

V 77 + I

Q'" / 3 \ Q'"' / n \+ 2 --^— y , ,r + ... -4- 2—^ 7 1 .r

77 H- I
'-

\ 77 + I / 77 -I- I
'-

\ 7H- 1 )
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rosii-y { u, X )

- •> (IIS//- sin H - siii.jr: -^ > cosi/t: siii •,>«:: sin?;rr

-I- -> riisH- sin iMr siii3.r- -t- . . . -i- ?. cos«- sin/iHr siiiH.j -

si 11 •> ?/:: siii.JT + f siii «- -^ siii'lM-) sin s-rj:

-(- (sin >. M- -t- -lin
i
;/-

) sin3j- -•- . . .

-t- [sin [n — I ) «77 + sin in + i i u-\ siii«,j-

sin > JT siii«- -i
;
sin.rr: -<- sin 3 jt j sin^j/T:

-t- (sim.r- 4 sin4-î'-) sin 3«7: -I- . . .

+ [sin ( H — I ).v- -t- sin ( « -t- i ).rTT] sxnnit-

+ sin (« + t) UT. siiiH.jT sin I /( + i ).r- sin nur.

- >. fosJT / ( H, x) -I- sin ( H -h I.) «r sin//.» - — sin ( // + i
:
r- sin////-.

Ditiii

Soiciil

7. ( ". •*
)
=^

sin {« -f- I ) //- sinH^- — sin ( // + i )x- sin/z/zr:

2 ( C'OSM- — rns.rr )

ni *
// ^ - 1 .r = —

;i -(- I «4-1

/// fl .V l'titul lU.'s iidiiihios t'iilieis, on ;iiir;i

sin (h -I- I ) Mît = sinw- ^ o, sin (// + i ).r- — sinsr: = o:

|i:ii' «'iiiis('(|nt'iil.

m s \
, = o.

;/ -I- 1 ;/ -H I /
-

H en t;inl cxccptcf le (ms oii .v w, inv alors \r iimniTMtcui" ri le dcrio-

niiniiliMir de l:i t'orimili' (IcviciiiiiMil ('i;aiix cliacnii ;i /cro. Pour trouver la

valeur ilr y M, a;- dans et' cas. on fera .r = «—-«. ',> ctaiil iiiic (|iianlité

l'vanouissanlc. cl l'on aura, en cllacaiil ce (|iii se ili'lriiil.

xi II, x):
Il sin (« -i- I) /<- ros//M7: ( « -+- i) cos [ii -+- i )

//- sin////:

?. sin/<7y 2 sin«;
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r^ ... ' m
Donc, liiisaiit //=.7 =

\ /; ^ 1 II -^ \ I

(Il -h
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(li'lfMTniiier, pour un (ciDp.s (|ii('l(iiii(|iic /. I;i lii^iitr du |nilyiiniii- vilii;iiil.

roinmc nous l';ivons enseigne |iliis li:int.

A l'c^iiid (le lu coiiriniiiilinii de ces coiiilirs. il r>t clair {|ii'cllcs s'rtcn-

(liiiiil (le |)iiil l'I (l'a II I II' il riiiliiii, cl sein ni ce un posées de hranclies e|^ales,

seiiihlahles cl allciiiali\('iiicnl silnccs an-dessiis cl aii-dess(nis de l'axe,

(le xnlc (|n'il ne r;in(h;i i\\\r liaccr les liraiichcs (pii rc|)(indeiil il l'axe i .

cl les liansp(n'ler ensnile allcinariveinclll an-dcssiis cl au-dessous de l'axe

prolonge ii l'iiilini de pari cl d'aiilre.

'rO. Supposons prcsciilcinciil (pic le iKnnlirc // des corps soil 1res-

irraiid, cl (]iic. par c(nisc(piciil . la dislaiice /i d'iiii cdi-ps ii raiilrc soil

Iri's-pclilc. la loiii^uciir de I(M||c la corde claiil ei;ale ii i ; il csl ( lair (pie

les diUcrenccs A" ^ . A'\ deviciidroiil livs-pclilcs du second ordre

1 •
1

• /
,//(•- <• . ,

r .

(In (111 al ne nie : donc, |inis(iiic /r -= t / — ;= - a cause de // = -- les
'

' ' \ ti ti (i

(piantilcs l;\-\ . I, \' \ . I;- y'\ scimmiI Irès-pcliles du |ireinier ordre,

lin lidisii'ine, du (pialricine cl par (dnse(pieiil les (piaiililcs P cl O

poiirronl cire reiiardecs cl Irailees c(nninc nulles sans erreur sensiMe.

Ainsi, dans celte lupollù'sc. on aura ;i lii's-pcn pri-s le nioiiveinciil de

la corde, en i'aisaiit passer |iar les soiniiiels des ordonnées ti('s-|)ro( lies

V, Y . V Ies(pi(dles rcpresenleiil la tiiiiirc inilialc du poly;;(nie

viliranl, une courlie doni re(|iiati()n soit

>• = 3£ shi ~.r ^- i si 11 -y-x -^ y si ri '^-x -\- . . . +- '.> siii ii-x,

et (pie i'app(dlcrai i;('/i('r(i(ncc. cl prciianl ensnile pour rordonnec du

nolvi'dnc \iliraiil. (iiii rcpond ;i une aliscissc (iindcoïKiire = J', la
'

• - ' ' ' ' Il -¥- i

dcini-soiiiinc de deux ordonnées de celle conrlie, desiiindles l'nne re-

ponde il l'aliscissc

Il -h I

cl i'anlre re|i()ii(lc ;i Taltscisse

s— tit

— j — et .

^~ X — cl;
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l'I celte (leteniiination sera toujours d'autant plus exacte que le nouilue //

sera plus grand. Or il est évident que plus le nombre des poids est grand,

plus le polygone initial doit s'approeher de la eourbe circonscrite; d'où

il s'ensuit qu'en supposant le nombre des poids inlini, ce qui est le cas

de la corde vibrante, on pourra regarder la ligure initiale même de la

corde comme une brandie de la courbe génératrice, et qu'ainsi pour

avoir cette courbe il n'y aura qu'à transporter la courbe initiale alterna-

tivement au-dessus et au-dessous de l'axe ii l'intini 'numéro précédent;.

M. On pourrait douter s'il ne tant pas (|ue la courbe initiab de la

corde soit aussi comprise dans la même équation

r = a sin TT.r -I- p siu 27: .r -(-....

Il est certain (juc si l'on veut que la courbe génératrice soit la même

^géométriquement que la courbe initiale, il tant que celle-ci soit ren-

fermée dans ré(|uation v = c/.i^ïn-x -+-
fi sin 2-x- -+- le dis : la même

géométriquement, car il sut'tit <|ue la différence de ces ileux courbes soit

moindre (ju'aucune grandeur donnée, pour ([u'elles puissent être prises'

pour les mêmes. Or il est clair (|ue. quelle que soit la courbe initiale,

on peut toujours faire passer, par une infinité de |)oints intinimeiit

piocbes de cette courbe, une autre courbe de la forme

)-^ a sin TT.r -h ^ siiia-.r + . . .

,

de manière que la différence entre les deux courbes soit aussi pejité

qu'on voudra, q'uoique cette dilférence ne puisse devenir absolument

nulle (|ue dans le cas où la courbe initiale sera aussi de la même forme;

dans tous les autres cas cette courbe initiale ne sera (|u'une espèce

d'asvmptote dont la courbe génératrice pourra s'approclier ii l'intini.

sans ([u'elles puissent jamais coïncider entièrement.

Pour ccnitirmer ce (|ue je viens de dire, je vais laire voir comment on

peut trouver une infinité de lelles ((uirbes. (|ui coïncident avec une

courbe donnée en un iHunhre (|ueb'oii(|ue lie iioiiils aussi près les uns
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firs ;iiilli'S (|ll'(ili ViMl(li:i. Pour cclii ji' prends l'c(|ii;irKiii

) = suixt: h siii?.r- H siii3x- -i- . . . ^
" -<- I n -h i « -f- 1

llilMS hH|lll'llc

aV,

n + I

553

Sill «.j-,

. . , . '"" . „ .
'111- . . im-

1 .„ = 1 siii -h V siii -H \ sin
« -h I w -f- I « -(- I

V" sin :

rt. h;il' ce (uic j';ii (Icillollllr (l;ili> le n " 39. j'iUlliii. liHXIllc X =

SoD'lil iiiaiiilciiaii

iiii :iiii-;i

a A H -4- 1

\„, = / \ sill /;;\7T = (h -4- i) / ^ sill /// \ - (/\\

crllf iiit(i>iMlt' claiil |iiisc ilcpiiis .\ o (iisi|ir;i .\ - i : par ((iiisciiiH'iil

)- := a / \' sin \- f/\ sin?- -)~ a 1 \' sin a \r </\ sin a.r-

-h 0.
I

\ sill S \ r r/ \ sin Sj- + . . .
-^ a I ^ iiii /( \ r (/ \ --iii /( tr.

(le sorte (|U(', lorsque .? — X. nu aura v-^ Y. Y élanl rordoiiiiee ipii

répond ii l"al)scisse X.

Or, soient Z une t'nnctntn (|uelcon(Hie de X, et r- une pareille rniietiou

de ./ . il est elaii (|u'en nieltani dans re(|uati(iii |)réeedente YZ au lieu

de \. et v: an lien de >', on aura aussi, l(ns(jne X — .r,

rz = M,

c'est-ii-dii'e. il cause de z — 'L dans ee cas.

D'où il s'ensuit (pie si l'on a une courhe (pndeompie rapportée ii un axe

égal à I, el dont les eoordcuinées soient X et Y, et qu'on tieerive sur le

I. 'JO
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inciiic ;i\c une autre courbe doiil l'cqualiDn, en prenant x et v pour les

(•(Kifddiinccs, soit

r=l fzYsinX-rfX-t- ^ / ZV sin3.\7T</X+ - fzY sin 3X- </\ + . . .

-h
^ I

ZYsin/fX-^X,

ces deux courbes coïncideront dans tous les points qui répondent aux

al)scisses

.V z= X = 1

« -1- I

v et n étant des nombres entiers, quelle que soit d'ailleurs la fonction Z;

or on peut rendre n et s si grands que. les points de coïncidence soient

aussi près les uns des autres qu'on voudra.

Au reste il ne faut pas manquer d'observer (pie la construction donnée

ci-dessus, pour représenter le mouvement de la corde vibrante, n'est

exacte (pi'autant (ju'il est permis île négliger les (|uantites P et Q comme

nous l'avons fait n" 40). Or il est clair que ces quantités seront toujours

d'"r
nulles d'elles-mêmes, si -j-^ ne fait de saut nulle part dans la courbe

initiale, ni dans les branches alternatives; ainsi, pourvu que cette condi-

tion soit observée, on pourra toujours déterminer le mouvement de la

coi'de, quelle (|ue soit d'ailleurs la nature de la courbe initiale.

NoKVolle iii(ti}ière d'intégrer par apj>ioxii)iiition l ('quatioii.

(A) ^" + K- V +- L + iUy- + i- N v^ + . . . = o,

dans liujitelle K, L, M, N,... ^(nit des constantes quelconques,

et i marque un coefficient très-petit.

42. On sait que l'intégrale de l'équation

dt'
-+- \s?y -t- L H- a eus cul + h eus ,3 / + .
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fSl

( ^ /(US h / -- r -in K/ -(- r^ ( cos K / — i ) -I- ,7— ( fûs K / — fOSa/)
K K' K-— a'

^
K»-a''^'°'^

eus;;;/)-»-....

/fl ^' cliilil ilriix ((lllSl;llll(^ :irliili:iiics dulil rmic r\|iiiiiic hi \:ili'iil

(le 1', il rniitrc ccllr de ;- , loiS(llJc /- o.
(// '

Si c< = K, «m li(iiivci;i, en l'iiisaiil y H ->- 'u fl ifi;ai(l;iiil -w (hiiiiih'

iiiif (|iiaiililr fvaiiouissaiilc, (|iic les Iciincs

K=-(x
(ros K / — CMS xt

)

SI- iriluisciil a rt'Iui-fi

/siii h/.

i3. (J'Ia [)(iS(;. |miiii iiit(:;rcr r((|iialion A siiivaiil la iiicllKidc nnli-

iiaiir (ra(i|)r()\iiiiati(iii, ou iici^liiicra d'ahord les tcriiics alit'ctcs de /. cl

l'on aiH'a |ioiif |ii<MiU('if ('(iiialioii a|)|>ro(li('c

(//

el, par iims('(|iii'iil

.

) /<o^K / -t- f!^ siii K/ -f- T^icosK/ — 1).

On siiiolilurra ciisuilc ci 'Ile jircniicic \alcnr de v dan^ le iciinc / .M v",

en iiégiiiicanl le Iciinc siiivaiil /-'N >'. cl taisant, pour pins de sim|ilicilc.

g=o cl /-^_=rr:

on anra la niuiNcllc cipialion

K..-L_.M(^-t;j 2 / -j- cos ht — l COS3 ht = O,
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dont l'iiitéi;riilc sera

,. , L'
, ,

MLF . ,_ . MF^ , „ ,^ ,
>-• = / (>osK; + ^r:;(cosK< — I ) H- / t sinK/ — / ——y-CcosK/ — cos2K<),

en supposant

.— o .-i L^,m(^ + ^)=L'.

44. Mais voici une (liHiculté. L'expression de >' (ju'on vient de trouver

renferme un terme multiplié par /, et si l'on continuait le calcul de la

même manière, on trouverait encore des termes multipliés par t-, f',...:

cependant il est certain que la valeur de y ne doit point contenir de

pareils termes. Pour le démontrer je reprends l'équation A) et j'en tire,

en multipliant par 2</yet intégrant,

,i>< ^ly f. •. I o 2/M
,

?--N
,(B) --T-- +K-r--f-2Lr + H -I—r— r'H r'... = o,

ai ' ' o ' 1

H étant une constante (|u'on déterminera par les valeurs données de y et

dt
de — î lorsque / ^= o; de sorte qu'on aura, en général,

H = -g-^-K'/'-2L/-:i^/3-i-^ /'....

. . fly ., .

jeta.s^ = ,r,ja.

> / M /-N
x^ + k' y- + 2 L )• + H H ^r— )' -^ r' • • = o,

i 2 •

équation qui peut être regardée comme appartenant à une courbe dont x

et j soient les coordonnées. Or, puisque / est une (juantité très-petite, il

est clair qu'on aura h peu près

X- + K^r- -t- aLy + H = o,

d'où l'on tire

L + vL'— Iv'H — K-x^

Ces deux racines donnent, comme l'on voit, une ovale dans la(|uelle la
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Siilriir (le y csl coiiti'iiiic cillrc ci'S (li'ii\ liiiiitrs :

00/

— L-hJV- K II

.r = \i ei r
L-y/L'-K'H

K'

l'uni' liuiivcr les :iiilics iMciiifs, on siipiioscrii y = -r» i-l iipirs ;iv<iii- l'ail

(lis|);ii"iilrc les puissances di' i (\u\ se lidiivciMiiil au (léudminaltMir, mi

ilicrclicia les valeurs de ; |)ai' les ri'i;les oïdinaiics (ra|)pni\iniarnin. De

celle manière on aura, en ne considérani d'aliord (|ue ré(|uation

Il ''M
X' -4- k- )=-(- -L) • 11^ — )-'=o,

el ponssatil la précision jusciu'aux /-.

3 K' ?.
(• L 8 /• \j M 2 < = M { H -+- x'

)

• M ; k' 3K'

el, pal" ennsiMjneiil .

3k= }}^ 8/L'M ?./M (H -f- j.-')

97\î "^"F Tk- ^
3 k'

'

ce i|ui (limiie une liianelie paraholique intiuinieni el(iii;ni'e de l'axe. On

lirera de lUi'Uie dr re(]Uali(MI

jf' -f- k= )-^ -)- ? L ) ^ 11 H—^— )•' H r' = o,
3 2

,)• = -T -!- 3 -H / ( •/ -(- X' ),

un

3 V 9

?=- 1
4 La:

y =

4Na' + 4Ma' + 4K=a

4Na'^4Ma-"-^4k=3;
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ce (lin (liiiiiiera, à cause de l'ambiiiuïté du radical \ aK", deux
V 9 ,

i)raiielies paraljuliques éloignées à l'iiitini de l'axe, et ainsi de suite.

De là il est aisé de eonelui'e que la valeur de y ne peut jamais passeï

du tiui il l'iutini. Dune, puisque / peut devenir infinie, ce qui est évident

par la nature même de l'équation (A), il s'ensuit que la valeur de yen /

ne doit |)oint contenir de termes (|ui croissent avec /: donc. etc.

45. Vovons donc comment on pourrait taire disparaître de l'expression

de V les termes qui contiendraient des puissances de /, et qui rendraient

celte ex|iiession très-faulive.

Qu'on suppose, dans l'éijuation (A,,

y =: >' -)- /, -f- /// -^ i-'j -\- . . .

,

/. p.. V.. . étant des constantes indéterminées et v une nouvelle va-

rialile, et négligeant les termes (|iii seraient allectés de r' on aura

une équation de cette forme :

( C ) '-~ -I- R-,>-' -I- A + M it + M .>•'-) H- /
• { (J -i- 3 ^ 'i.r'- -t- N y'-'

J
-f- . . . = o,

dans laquelle

R- ^ K^ -^ 2 / M À -(- ; =
( 2M ,»/. ^ 3 N >.-

),

A = L -t- K- /, B = K- y. -t- M 'i-, ( ; = K- V -f- 9 M v./ + N '/',

ce qui donnera pour première équation approchée

dt^
-+- R- r' ^ A = o ;

dy'
d'où on aura, en supposant y' ^ f et ~- = o, lorsque t = o,

.r'=/'cosR/4-^(cosR/-i).

Sulistituant ensuite cette première valeur de y' dans le terme ?M v'^
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(le rc(|ii;itiuii (! , et m'^li^'c;iiil les Icrilics ;illcclfS (le /. un ;im;i

d'y'

~dF
u.,.' + .x^,|,j^M_^;^^(r^j^.y

...A ,'
, A^ M

On fcia A = o, movcniKiiil (|mii le Ininr ipii cnnUi'iii insli/ (lis|);ir;iili

cl l'ciiiiiilion se réduini a cellf-ci :

rf/= • \ }. j 2

(Idiil riiil(''i;ral(' sera

/=/',o.sU /-!-/(- -+- '-^) ('OsU/- I)- '^i^^lcosK/- (OS?. Km.
2.3K=

Si l'dii \(Mil se loiilcnlcr de icltc a|)|in)\iiiialiuii, un ni'i;lii;('ta dan-- la

valiMir lie 1{ les Icrnii's de rmilic de /-, cl l'un aura

K= = K'+ a/ M À;

or la sii|)p(>siti(in de A = <> donne ). = - r , d(un' on aura

A l'ei^ard de la (|nanlile v. (|ui enirc dans la valeur île U, (in jniiiiia la

supposer ei^ale ii zei'o. de s(ule i|n'on aura

li = M À'
L'M

Ainsi la valeni' de j- sera, aux quanliles de l'ordre de (- pri's,

+- y

Mais si l'on voulait pousser le ealcnl plus loin, il t'audrail snhslilner

l'expression |)n'cédenle de v dans les Icrnu^s «.M v -, 3/-.\/ >- - el /-'N v
'
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(le l'ccuiatioii (Cj, en négligeant les quantités qui se trouveraient afi'ectées

(le /', el l'aire disparaître ensuite le terme qui contiendrait eosR/. en

supposant égal à zéro son coefficient

ce (|ui (liiniierail

B =_ 5Mf" 3SR\f'

«M

De celte manière on aurait une nouvelle valeur de r' (|ui ne contiendrait,

comme la précédente, que des cosinus d'angles, et ainsi de suite.

La valeur de B qu'on vient de trouver donnera, acausedeB=:K-'j.+M)-,

.=(
31NK^ 5M

f"
MV 3N

8M
5M /" ML

K8MK- iaKV'' K \8M iaK=

en mettant au lieu de R" sa valeui' approchée K": d'où l'oti aura

R K- + 2/M/-f-/M2My. -H 3NX=)

. ML 3N _ 5M;\ , 3NL^ îM L=

K ni 6K^ /•' K^ k'

c'est la valeur de R- aux quantités de Tordre de i' près.

i6. .le vais présentement donner une méthode particulière pour inté-

grei' ces sortes d'é(|uations dilTérentielles aussi exactement qu'on voudra

par approximation, méthode qui aura sur la précédente l'avantage de

donner directement, et sans aucune supposition précaiie, la vraie forme

de l'intésrale.

.le supposerai ici, p(UU' plus de simplicité, qu'on ne veuille avoir ci^ard

(|u"aux quantités de l'ordre de / et de i-; mais on verra aisément que la

méthode aura lieu quel(|ue loin qu'on veuille pousseï' l'approximalictn.

Soient y- = u et y' = c; l'équation proposée (A) deviendra

(D) H- k' )• -*- L -I- i M II -+- i'-ls V
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dUi d'-r dy'
- n^ 9 ) — - - -4- '> - :

dt- dn " dl'

501

lioiic, si l'iiii iinilliiilii' l'i-i|ii:ili(iii A {);h' j.v. cl rciiiialinii li <lii ii" i i

|i;ir ?.. cl (|ii'c[isiiilc <>ii les ;ijiiiilc ciisciiililc. un ^iiitii

^' -4-4KV' + (iL. + .11 + '^'^ )'-f- (W •%.)•* = o.

.Mais. Clillllllc l;i (|ll;illlilc // csl (|cj;i mil Iti {ilicc |i;il ' il:ill> rci|lial mil I) ,

il csl ihiir (|iic |iimr ne jias inlKidiiirc daiis la \alciir de y des Icniies de

r(Pi<lic de / ', il iaiil n'iclcr dans la valeur île //. el pai' e(iiise(|iieiil aussi

dans e(dlc de , les lerincs de l'urdre de /-': etlaianl dune le leiiiic

()f-.N r', et incllanl ilaiis les autres // ii la place de V" el r a la place de

y . iiii aura

d-u ... ... ., H1I M

( )ii a de mcme

d^<.' „ d'y ,. dy--

dr- • dl- dp

ddiK . n)iilti|diaiil re(|iiali(iii \ par V", <'l rc<]iialinn h par 'u. cl

les ajdiilaiil eiiscmldc. on aura

dl-
-^ <)k )• + r')L »• -)- (>ll ) ~ - / M )

'

Or. c elaiil niiilliplice par /' dans I eipialiini I) , nii rcjcilera dans la

\aleur de , tous les Iciiiies allcetcs de (, de s(M|c ({n'oii aura, en iiiel-
di '

tant // au lieu de v - el c au lieu de >'
',

rf=c

dr
-•-()K'r-t- \''}\.ll (IH) =r

.Nous avons donc, eiilre les trois \arialiles w ii. c. ces tiois éi|ualions

I. li
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(lu second Didrc :

/ d'Y
-f- + K- )• -h L + /.M ?< + /

' N i' = o,
\ dt'

d'il ,. ,.. „ 10/

M

dM

E 1 { —, h 4 k- H -+- 6L ) + 2 H H !' =: O,
df 3

, , + clK'l' H- l5 L« + 611)=: o,

lesquelles sont intégrables par la mélhode du u" 20.

Suivant cette méthode je multiplie la première par '/.e^' dt, la seconde

pai' ij.e'^' dt, la troisième par vé'' dt 1 n" 21)], À. a, v et étant des con-

stantes indéterminées, ensuite je les ajoute ensemble, et j'en prends l'in-

tégrale en taisant disparailre, par des intégrations par parties, les ditfé-

reuces des variables v, u, c de dessous le signe I ; j'aurai donc

r, ^/)' du (U'
, , AL-f-2u.H1 „,

-+-
I

(^p- -I- Xk^-i- 6p. L + 6yH )
)• + ', ( /.M H- up--(- 4.'-'-K''+ i5vL)m

+ (

/-
}. N -I- ™ p M + V p" -1- 9v K=

j
c L'P' dt = roiisi.

.l'égale à zéro les coellicients des variables y, 11. c, (|ui sont sous les

signes / , ce qui me donne ces trois équations :

À p- -1- À k' + (i u. L -I- 6v II = o,

/ 1M -I- u p- -^ j^aK- -+- 1 5 V L = o,

/ >i'N H 5- u M -I- V p'' + ()v k^ = o.

par le moyen desquelles je détermine les quantités À. a, v et p.

De cette manière j'ai

,y^i F-.
'^>" '^" di' ,^ /L-i-2u.Hn ,,

( G ) M- 777
+ y- "7^ + " 7 {Ay -\- y.ii -hvi> )p -{ — e' = const.

Or, pour peu qu'on examine les équations (Fj, il est aisé de recon-
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iiiiilic (|iir la (|iiaiililc ij. (|(ii| clic de rc.iilrc (le i, r\ (clic di- > île rurdn-

Soient ilniic

u. = i'ix pi V = /'/.^,

1)11 aura, en divisant la iniMiiii-rc ciiuation par/, la sfcondc \>;ni'/, et la

Ir'iMsii'inc \)Ar /'/
. les trois siiivanlcs :

(>• -t- k' -I- ()/ rz L -1- Cu- 5 II = o,

M -4- a . c. -4- 4 K = -^ I T / 3 L = o.

lo

La pii'niK rc donm

N + ^ a M -(-
;5 (

'^: -(-
ç) k= ;

— o.

o'= — K= twal. — (w-311.

cl nirllant cette valeur de '/ dans les deux antres, on aura

M -4^ ziSK — (i/xl. (i/^ill - i;JrîL

N -4- -5- aM -^ 2.{«K= — (i/al-- (w-5lli o.

.\»'p,lii;eons d'alun-d les termes alleetes de /, et nons annnis

d'nii l'on lire

M - ^ak^

M
" = " 3K^ "'

\ _ 5, M SÎK- n.

N luaM N loM-

.S k^
^

:i .
is k- "" ST\^ ^ .77!S k*

Sulistitnant ensnile ecs valeurs dans les termes de l'oidie de /, et \\v-

iiliiieant een\ de l'ordre de i-, on aura

M

N--.M.H,k^-.W..(-^)(-^.^;,)....

d'oii l'on tironi de nonvelips vnlenrs pins exactes de y et de ^i, U'S(|utdles
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Sfl'Olll

^1 (}rL I JM_y _ i5iL I ^ J"Ml\"'"
3K^

"^
3K= \3Ë7J ~ 3k^ \ 8lî^

"^
9.8 K'/'

N_ loM' [0.6/ LM / M V i5/LM / N_ loM^ v

^~ 8K= ~^
8.9K' 9.8K' \3k0 "^ 9-«K' \ 8K-"^9.8KV

6/L / M_v / ?<^ 10 M-'
\

^ 8k^ \ 3K^ ) \ 8h^ "^
9.8Kv)'

et ainsi de suite; mais comme [j. = Hoc et v = /-/jS, il est clair que pour

uotie ohjel il suffira d'avoir la valeur de « aux quantités de l'ordre de /-

près, el celle de p aux quantités de l'ordre de ; prés; de sorte (|u'ou

pourra se contentei' de prendre

,-_ JL + iLfS^.lT^'^
3 k^ K.' \ 8 3(i K^ )

et

N lolV'P
3 ^ —

8K= 9-8K'

Ayant trouve les valeurs de « el de jS, on les substituera dans re(|ua-

tion p- = — K- — 6/ «L — ()?'-/5H, et l'on aura, en ordonnant les termes

par rapport ai.

K'
2/LM _ inj / _^' ij^ V /^H /3N 5]\r

K^ k* \ 4 <iK^ '

'^
K' \ 4 6K^'

Soit a = R \ — I , en sorte (]ue p- — R-, et l'on aura

•JLM /^LVi5N i'M=\ /'H/3N 5 M-,
R' K^

K= k' \ 4

d'oii

o . LM .L/i5N .oM> .,U/3.N i5M=

Reprenons maintenant l'equatiou G , el substituons-y R\ 1 au lieu

de p, j/î< au lieu de y., /-/.p au lieu de v, V" au lieu de //, et r^ au lieu



I)i: C M. Cl I. IN IKCIt \l..

(le f, iKiiis iiiiidiis, CM [)i('ii;iiil C |)iiur l;i ciiiishiiili',

•jiio

),e"'v'-' r),e"'v-' (, 4-?./:ti-f- 3/=3r')-
dy
dl

(.) -+- /'a )--t- /'jj.)-'

K^^).w-.J^..

Or, soiriil, lurscjuc / = o.

.)=/ 't
r//

(Ml aiir:i

Diiiii'. si l'on l'ail

F =/-+-/ y/' -h / 3/' -4-
*'~^' "^

^ a {t^' i xf -^ 3 i' ip )
g.

fl (ju'oii (li\isc toiilc l'('(Hialinii par/e"'^ ', on aura

{\ -\- -j.i y.} -̂^ 3i'^r-)-j- —
(
)--i-/x)--+ i^py

I. - >/3!ll
l{ V

dt \-' '•'
•
'• IV

= (G<()s|{/ KUsiiilW) FRrosK/ -^ (isiiil{/j\— i:

il |tr('iiaiil le i'adical \ — i cil moins.

I
I + Il X ) ^ 3/-,3.)-)-^ -i- ()•-!- /s » -+- /'i.> -< ui ) '< V'- '

= ((;(osR/ - Fl! siiilW) + FK ro-,K/ ^^ (i siiilW) V
— i;

iloiic. rclianrhaiil la iircinii'ic de ces cijiialioiis de la seconde, cl di\ isaril

ensuite |)ar ^iR \ — i , on ani'a

H) .»• + ^3! )--4- /-3.)'-J- -— — h ro-IW — - SUlK/.

(>'est rinlcgralc de riMjMation A . (M1 n'ayant ('ijard (|n'an\ (|naiititcs

de Toi'dre de / cl de /-.

Si Ton vent avoir la valcnr de v. on n aura (|ti';i icsonilre re<ination H

par approximation, en oliscrvant de neglii^^er dans celte o(icralion les
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(|ii;iiilitcs qui se Irouveraienl iniiltijdices par dos puissances de / plus

liantes (]ue la seconde.

Ponr y paivenii' plus aisenienl un fera

.r = T-H/'r-4-/^T",

et. substituant cette vaieui' dans l'é(|uation (Hy, on égalera à zéro les

termes homogènes, c'est-à-dire ceux (|iii sont afl'ectés de la même puis-

sance de /: ce qui donnera

T = I- ros I{ / + — sm K / —
,

H K"

T— ~ xT, T r= — oaTT' — [3P;

d'oii il est clair (|ue la valeur de v ne conlieiidia (|ue des sinus et des

cosinus d'angles multiples de /.

En supposant ^'=0, on verra (|ue la valeur de R- trouvée ci-dessus

s'accorde entièrement avec celle du 11" 45: il n'y aura, pour s'en con-

vaincre, qu'à mettre, au lieu de H el de /', leurs valeurs approchées

^ I K\f-^ 2L/ et /+ ^ n"' 44 et 4.5,.

/)// iHDin'cnicnt d un corps <im drciil une orbite a peu près eireu-

l<nre , eu vertu <l une Joree eentrfde proportU)ntu'lle à une

fonction qneleon<jue de lu distance.

47. Soient /• le rayon vecteur de l'orhile, / le temps écoule depuis le

ccunmencement du mouvement, o l'angle pai'couru par le rayon /'duraul'

le tem|)S /, A/la l'onction de la distance /(jui exprime la l'orce centrale,

a la distance initiale, c la vitesse de projection, et l> l'angle de la ligne

de projection avec le ravon vecteur: on aura, en prenant dl ((uislanl.

ces deux ('(juations

, /-'(/c/ (/'/ /Jcû- ,

a —i—^ r= o, Y^- -t- A/' = o.
dt dl' df-

'Vovez l'Article IV du Mémoire qui a pour titre Application de la mé-

thode précédente, etc.. page 3-o.y
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l.:i inrimcrc rhint iiitciiri'c doiiiH' , i''';ilc ;i uni- ( mishiiilr IMIS

liiis(|ii(' / - (), on il

/•=« l't

(//
si 11 A

—,—
- r^ (« slll/( cl -j- — :

(Jl ( t r=

siilislilii;iiil (liiiic cctlc x^ilciii' (l;iii> r;iiili'i' iMjiKitiiiii. un :iuni. pdiir

i'(|ii;ilioiis iiéilcralcs du iiiouviiiii'iil du coiiis.

d' r a-vAuvh . du aawxb
de r' dl ;•'

MaiiiIciKUil. luiisqu'oii suppose ipu' rurliitc dilliMc peu d'iiii cen le, il

est (dair ipii' /• doil ctri' |)r('S(pu' ('i;;d ii d, et cpic par cniisiNpiciil nu peu!

l'aire r ~ n ^ i\\ i elaiil un cfudlicienl tri's-|)etit. el y une luiuvidle va-

riable; ce (|ui donnera

(/'/• .d'y I

de dt 2 ,.3

1 1 .>',• ' -,
»'"

= — Si — -i-hi-^~ — loi' (-...,
^' yT* /I^ /i^/• (rt -t- ly)' a' a' ir

11— Ai a -h ir) Sa ^ i y u}-^ r - ; ^ r - )'-(-...,
-> 2.3"

JMi supposant

</.A/- ,, d.Vr
j — A ;. —, - A /

dl dr

donc la pieniil-re é(|uati()ii deviendra

. d-y fsm-/' / ., . ) ,. .. ) .. ) '

/ —j^ I- il r-b/- loi' '—-+.. .

dt' a ^ a a- a' ,

,A'« , .A"'u .

A(J + /A <?)• + /- — )- -t- «' — 5- )•

2 ' 9. .3
o;

in-

A

l'oii l'on volt une A</— -— doit être neeessaireuieut une (luaiitité
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trës-pi'tilc (le rorclie de i\ de sorte qu'un peut supposer

, c=sin-6 .,
A a ^ / E,

iii(i\ciiii;iiil (|U(ii l'équiilioii sei;i divisilile par ^ et deviendra, après la

ilivision.

d-y
I

3c-sin-'/»\ , . /'A"« 6c-iiiiV-b^

. /A"'a ioc=sin-6

eipialion qui se réduit ;i la formule A du n" 42, en supposant

,, 3c-sin-/> ,. A" a 6c-sin-b .. A"'a loc-sin-h^«H -i =K% j =M, —^^ =N,....

Vmsi r(Ui aura la valeur de v, et par conséquenl relie de /• en /; il

dl
faudra seulement (d)server que, quand / = o, /=« et -^=— ceosA

c'est-à-dire

y := o et i --,- = — c- voab,
clt

par tonséqueni

/ =; o et ig =z — c cos /*
;

d'où l'on voit (|ue (•os/> doit être très-petit, el pai' conséquent l'angle de

projection h picsque droit; ce qui est d'ailleurs évident, à cause (|ue

l'orhite est supposée peu diftérente d'un cercle.

L'autre é(|uation donnera, après la substitution de a -+- iy an lieu de r,

da csmh .c-sin/) n
,, . csini ,. c<,\nli

-n -^ 2? y — M- r— )•- + ii' — y^—
. . . =r o.

at a a- a' ' «' •

Je substitue dans cette é(|nalion a au lieu de v", et t au lieu de >'',

ensuite j'y ajoute les trois équations (E) du n" 46, multipliées la |tre-

mière par À, la seconde par a, la troisième par v /., a, v étant des coetli-
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cii'iil»- iiidi'li'iriiinr's , ic ({iii iiic (Iniiiic, imi niduniiMiil li-s Icniit-

r/'v . (I^r d^ii d^v c-siii/* . , ,,
—T--t'l. —,— -+- IJ. - -, h V —i— — h /.L -h 7.U.II
lit do do do a

I r^-j. K- -I- bu L -I- (iv H
j

_)•

I h / /M -h /{uK- -*-
I 5v L

j
«

4 ' ' ^iii'' I f ) / u. MI ài <• sinh . . . If)/ V. >! ,.,\
^ ^ / • / N -I ; ^ <)> KM (• — o.

snji|)ti^c il |iii'M'iil

2/c'.sin/*n K'~t'>J.\. -t Cyll

(1)
J/csin/' .... / . c ,

• !- ( / M -^ 4 y k- + i5> L — o,

4''tsin/< . . .. io/(/M
^- / /. ^ -J- —^— -^ <)v K- o.

ce (|iri l'i'dllil rrijlKilidli |ilTcc(lclllc il

do , </'r d'il f/i' fsiiiA . ,,
-f^ -(- >. -V- -^ " -i ^ •' -r h /. L -I- i / H — o,
(// d/- ( r do (i «

ilmil rmlfiiiiilc csl

, dv du

dt dt

di'
I
csiul) , , ,,\

dl ^ (l

/ ^= const.

("fsl-ii-dirc, fii i('iii('ll;iiil V" :iii lien di' ii. v^ an lieu de i , cl l'aisaiil

allciiliiui (|iii' l(iis(|m' l = n (III a '^ = (i. >- = o et -j- = «.

dy I c siii /' .

,

„\ ^ .

9 — (/.-h au.,)- -f- 3v,)-») 77 — (
— 'L — a,"!!

j
/ = >.i,'.

n il ne s'aifira plus (|U(' ilc liicr les valeurs de À, a. v des é(]uali(ins I :

<ii-,.si l'on lait / = r/. v. = /-''). v=:r';. et (|n'uii divise la premitTe eipia-

I. :•
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lion pur /. li) s('C(tii(le par /-, la troisième par /% on aura

?.csin/> ,., ,. .^, ,. . „— -hyW- + bioL -i-bi-sti ^=o,
a-

'

ivsinh ,, , ^,,., ^ . ,
; h vM + 4oK'+ i5/jL — o,

a'
'

le sin/> », lo ^..-—;
1 y N + ^7- M -I- Il e K^ = o,

a*
' 3 -'

(l'oii l'on tire, en négligeant ee ([u'on doit négliger.

csmb 1 3 M t)/LM 3/LM^\ i5/L

_ csin/' , 4 2

N

5

M

5 M^ \
'

^ ^ a^\\- \ 9rt=
"*"

.yK^
~ i8ak= ~ 9,7 K'j

'

Donc si l'on t'ait, poui- abréger,

cs'mh . ..,,,b:= /y L — 2/0 H,
a '

on aura

(ly
{ K) o = S/ + /y^' — ( (y -f- 2/o^r + 'ii'if'') -j-

Or >' est déjà eonnu en /, donc on connaîtra aussi -p en t.

Il est à remarquer (]ue Sl^iyg représente l'angle du mouvement

moyen; de sorte que si l'on nomme cet angle 5, et qu'on substitue <lans

les équations (H) et (K) ~^ au lieu de /. on aura les turmules (|ui

feront trouver le lieu vrai du corps, son lieu moyen étant donné.

Il est visible (|ue les absides de l'orbite se trouveront aux points où

r/y = o; or, si l'on ditl'erentie l'équation (H) et (|u'on fasse ensuite

dy = o, on aura

^ ItFsiiiIÎ/ + (i cosR/ = o,

c'est-à-dire
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Sdii // le |)lii^ |)clii jiii^'lc (jui ic|pnii(l il l:i l;iiii;ciilr • cl rmi ;iiii;i

r llciinliilit l'îilllilc (Ir I Hn (Icirii'S. rt ). Mil lioinhli' (|llcl((irH|llr ITIIU'I':

iiiaintcnanl l'équalion K, doiiiii ra. lor-stiiic dy — o.

(liiiK . iiii'll;iiil ;ui lien dr / sa \alfiii'
i.
'^ • "

alisidcs

Il .iiiia |iiiiir les lii'iix «les

d'oii l'im Miil (|iii' la dislaiicf d'une aliMdc a raiilic scia rivale ;i

l'angle j- -, el (|iie |i:ii ( ii|is((|iielil le IIKHIX eineiit des :disi(les sera de

(
^— I

)
'^()o dciirés à cliaciiie ri'V(diirniii.

4.S. Si l'on veut emniailre la tiiiuic de l'orliile deeiile [lar les curiis,

il t'ainlra cliininei' / des é(]iiati()iis 11 et K piuir avoir nne e(]ualion

entre V el ', : mais il sera lieaiieon]) pins simple de substituer d'aliord

<laiis I e(iuatnni — r— -r- S/ — o, au lieu de a/, sa valeur ^-r- et*

(pii donnera, en faisant - ^ .ç cl pienaiil d., eoiislaiil.

d-.s s
—, 1- s —

. , = o,
ao- s-rtV-sin-fc

et d'intégrer ensuite celte dcriiiere e(|uation par la méthode du n" U\.

\'.i\ cllcl, puisipie /-est ;i peu prt's égale ;i d. pai' liypollii-se. s sera a

peu pics égale a -• el par conscipicnt on pourra supposer

5 = —^ ly,
a

ce qui. en faisant

*-«•/ sin-/*
ïs.

7?..
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et

--r-=L, i-r'-=K% --F- M, ^jP-^N,...,
a a a % a ? .i a

donnera

-— -f- K'y -(- H -H /M j- -h /=N r' + . . . = o,

dont l'inlcgrale sera (n"46)

,o , L — 2 «a: H „ „ G . „
_> + ( ay -i- i'^ r = ^, h t cos R 'V + ^ sin R o

.

Ainsi l'un aura y en y; il faudra seulement observer que la quantité g

n'exprimera plus iei la valeur de -7^ lorsque t — o, mais telle de -j^-,

c'est-à-dire t-j-, de sorte qu'on aura

ig^ — coib.

Le eoeffieient R donnera la distance d'une abside à l'autie de -^-^ et
R

l'on verra, après en avoir l'ait le calcul, que cette valeur s'accorde avec

celle que nous avons trouvée ci-dessus.

Soit

on atu'a

donc

Ts=
., J^.

. s-
a-c' sino

I A a™

a c-sin-è

r - = — m ^—r-TT '

T" - = m(m -h i) —.—r

,

a c-sni'o

I \ «'""^'

T'" - — — nt ( rti -f- 1 ) ( m + 2 ) —^

—

j-,

a
^ "

'c-sin^A
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I Aa"" = .,

11. = 'L'
a c-sin'o

A«"'-'

a7;i

m (m -t- I ) A tf
"

/;; ( /« H- I ) ( //( -+- .
) A a'"

M,

0..3 1'/;

A a'
Idiic. iiiHMiui' . -j = - /l,. on mira

' ' rsill" n

K'= I + /« ( I — ?« L ), M _ i '— (i — t(i\.j.

N = =
( I — /« L ), . . .

,

faisant donc ci-s siil)stiliitioiis dans la valriic dr l{- iln n" iti. ri rcjclaiil

tous les termes qui eontieudraienl des puissanees de / pins liantes (|iie la

seconde, on aura

K* = I -I- m ( I — /a L ) + im { m + i](iL
iaL

-+- m i I — ia L )

i'a- L- rS m ( w -(- I
) ( m -I- a ) 17 m'' ( «( -î- 1

1

[5 m [ ni -h i

f I -I- /)(
)•'

I o ?.4

/^«- U \ ni [m -h i}\^m -h -2) 5/h' ( m -+- i

m l H

i'm (3 — m)a-

24

I -I- ;« ^ ^— f L- — ( I -^ m 1 H 1,n 1 I -4- nj ! ' '12 1 -\- m

d oii I on lire

K = ^ 1 -f- m ^^ y- [ L' — ( I - //( Il ],

24(1-^/»)'

ce (ini donnera pour la dislance d'iiiie ahsiilc ii l'antre

[I «'ni (3 — m)a',

,

mi 1 ..
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49. Sup|)osons iiKiintciiaiit (iiic l'(m iiit ii inlc^grcr l'équation

Ll2_ -i- K 2 V- _L I ^ I i M x--^ _L M' ^IZl \ _i_ ;.! (IV ,,-.i _L_ M' ,„. ^JZl
I
-)-... = o.-_2_ -t- k^_^. + L ^ ? (m .r^ + M' J^ )

+ /' ( N.r' H- N'.v

^

(III iioinra l'aire disiiarailiT la (luaiUité --- de la maniÎMe Miivaiiti'.

Qu'on niuitiplif l'iMiuation par ar/v, d (jifon en prenne l'intéiirale, en

négligeant les termes ail'ectés de /'-, on aura

^ + K-r- + =L.,-H+, — ,r= + 2M' C^df] =o.

Or,

f%''r = r%--f.r<
,
d'y

et, en mettant au lien de -j— et de -.'- leurs valeurs approchées

— K- v'- — aLr -- H et — K- v — L,

donc on aura

^ +{K^'-2«LM'),r^-4-(aL-2iHM')r-^H-hi [~ - ?^^j r' = o.

Substituant d(uic cette valeur de ^j— dans ré(iualion inoïKisee, elle
dt- ' ' '

deviendra

^|- -1- [K=-2/'LM'-t /^H(2M'-'-N' )]_>•+ L-/HM'

laquelle est, comme on le voit, dans le cas de re(|ualion (A .

Par cette méthode on p(uirra iaire dis|)araitre toutes les puissances

paires de -j- qui se trouveront dans re(|uation proposée. A l'égard des

puissances impaires de -y-' il est {'ai(de de voir (|u'elles donneront dans

la valeur de y des arcs de cercle; d'où il s'ensuit que la S(dution ne

pourra avoir lieu que tant que t ne sera pas fort grande, et (|u'ainsi il
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sera |)criiiis (le se >crvir (k' li'llc iiicIIukIc (l';i|)|irnxiiii;itii)ii (lu'iui \(iii(lr;i.

(>|i('ii(liiiil. ('(iiiiiiii' il |i('ul (''ti'c (|iicl(|ticr()is iniporliinl ilr (-(iniKiilii- l;i

\i:iii' f'iiriiii' (Ir la valeur de y, (|ii*(iii cliiTilicrail \ airMMiiciil |)a|- li> iin--

llioilrs (iiiiiiiaircs, je vais (Iciiiucr Ir iiimM'ii iI'v [larvciiir.

50. Soil eu i;oiicial l'équation

d'y
1. I ,

^>^'
I • / ., ... </>" ..„fA'\

dP dt \ dt dlj

On leia
f//

(III aura

-^ + h ) + h'3 + I. + /M )' - M )z ^ \\"z-)
at-

d-z
On (lillei'eiiliera eelti' (Miuatiiui. el V fn\ v Milislil m ra l'iisiiile ,-' au lien

' • dr
1

*!' '
I I

'''
.

'' '
I I

'^-
I . . I

(le -r •-
• :; an lien de . ft . an lien de ~r on nlntiit sa valeni- en v

dt' lit (It- (Il
'

el ;; de celte inaiiii're mi aiii'a nue iHMiM'Ile e(|natinn en ; de la tonne

siiivante

,/
-

dt'-
ky ->r il' z -^ I -^ ii niy- — m' yz -+- m" z')

+ r-{ny' -^ n' )••- ^ n" yz- -f- n'z')

Tonte la dillicnlle se retlniia donc ;i inteiiiei' ces dt^nx <'(|nalioiis: sur

(|iioi vovez ci-apres le n" 52.

51. Si re(|iiation proposée était du (piatricnie ordre, on la reilnirait ii

d^-y
deux du se( oiid. en taisant

dt'-
o, ot sul)Sliluaiil eiisniti- r an lien

de —ïT-' -j- ;in lien de —j^- et -^ an lien de ,

dt' dt dp dt dt'

Mais si la [ii'oposee était du IroisitMiie ordre, alors il t'aiidrait la re-

dnire d'ahord an (|uati"iènie |)ar la dill'ereiitialioii, et ensuite ;i den\ dn

I 1
. . . d-y •

Isecond |iar la supposition de —jh ' == •>, et ainsi on reste.
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De l'intégration des équations

(L)
I 4^ + F + G V ^ H ; + r K v^ -- L rc ^ .M ;-
] (It-

' ' •

\ + i- (Nj' -h Vy-z ^ qyz'' + R ^^
^ + . . . = „.

i -t- /- m'-' ^ pv' z -^ qyz- -H /;' -h . . . = o.

52. .\t)us coinineiuerdiis p;ir clifriluT la vali'ur des (iiiaiililcs ——: -p-
' '

(It- ut-

i'{ ' ,
'-> (lui finirent dans les (lillcrciiticllcs secondes de y-, z-, vz,.. .;

(//- '

((!•. cDiMMie niiiis nous proposons seulement de pousser l'approximation

ius(]u"au\ (juantilés de l'ordre de /'-, il sullira d'avoir égard, dans les

valeurs dmit il s'agit, aux termes de l'ordrt' de /. parce (|ue les (juantités

V-, Z-. y:,... sont déjà elles-mêmes mulli|iliees par /dans les é(Hiatious

proposées.

.Je multiplie d'aliord recjuation J. [tar 2(/\ . et j'en [ireuds linlegrale;

j'ai, en négligeant les tei'Uies alVeetes de i'-.

1 ^' -^ A ^ oF.r -H G.v= ^ 2 H
I

: <ly

(N) <

'
'

^.

\
^ i i^y^-^iL fy: ih - ^M

|
zUly) = n.

Je multiplie de même ré(|uation M pai' 2r/; et j'ai, après l'intégration,

-j-^ -4- B -I- a/r -i- 2 g- 1 ) t/; -I- //;- + / I 2/ / }-'dz -^ ? I
j yz dz -^ —- z-j = o,

ou liieu, en mettant v; — I ; r/r an lien de | vr/;. v- - — 2 |
vr r/r au

lieu de i y- dz, et - v;-— - i z" dy au lieu de
|
yzdz,

l ^ -h B H- 2/2 -h 2g^^)S -+- /i2^ - 2g-
^

2 </)-

(0) \

_^^^

• . ..

/ -4- /

I

2 ^ r-^^ + lyz' -I- ^ î' — 4 /,-

j
yz dy— /

I
z- dy^ = o.
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l'iiitiii, nnilli|)li:itil rc(|ii;irmii I, |i;ii- c/r cl r(i|ii;ilioii M piir rA, l(

.liiiiil;!!)! l'iiscnililr ri iiilri^iaiil . mi iiiini

dydz „ H
r//-

-I- C -)- /)• + I" r -4- fi
.) -i V.yz -i- - 2= -4-

( /, - G ) /
- (h

(I [i

'/•"•

M
z'

(
+ ( / _ , K ) fyz ,ly + (m - '^

) fz

l'iHir (IcIcrmiiK r les ((Uishiiilcs A, H. (1. nu sii|)|icimm;i i|ui'. (|ii;iiiil

-, N il)- dz

I r'-rA' -- A, et l'on ;uir;i

r,. / r (Iv r, / YZ (Iv '- A cl

.K^ (,; iir -/
( f / -^ --^i^A ^ >ma)-

B =

1 :> fi y-o

?.^r'

h/0- +-

fi'?-^ ai'T

ryo o'- i/.A-/A)-

C = - er, - fy - To - -5 y _ Cyo _ Lr,^ - (7, - G) F

— < TT •/ + Ky-0 H -/o- -4- — o^ + {/ — •>. K j A -i- I m -^ '

(Ida pose, je lais

\ zdy^u..y- = «,

|-^ = V,

yz — II., Z' ^: «1,

')-Z' = f;

dy = .V

= l'3,

i"aiiiai, au lieu ilcs c(juatiiiiis l> cl iM^, ces deux-ci :

(i) -^ -^- Ft G;-^-ll5 -^/(k// + l,«, T M«, -t-;MNf^ l'c,-t Qr.-t- His) = o.

-j-^ -^ f -^
n'y

-+- l>z -+- i [htt -T- In, — niK ' -i- i-{ iH' -^/*r, + gc /c, ) =z o.
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Al;iinteii;tii} on a :

,, (l-ii (/-) (ly-

donc 2 vx (L) + 2(Nj (lonnera, en négligeant les termes de l'ordre de /.

-j— -t- 2 A + (i F V -h 4 Gr' + 5 H )-z + 4 H I s ((r

- ?.Lj-'-z + o-Myz' + 4 L / js </>• -f- 4 M /
3" '(k)

I o K
3 '

et. en faisant les snI)stitntions précédentes,

(3)

—, h 3 A + 6F)- + 4<J" + 2H«, -t- 4H«;
dp

H- / ^5— i' + 2L1', -+- ?.Mi'j + 4l-''i +- 4Mf,) = o.

„ d- u, d'r d^ z dy^dz
^ ~dF~^'~di^'^-^'dF'^'^~dF~''

donc c X (Lj -i- r X (Mj -t- aiPy donnera

~j-^ -+- 2C H- 3/>-+ 3F 3 + 2g7/ + (3(i + //)«, -h 2Hu,-h 2(/( — G)//_

.rS/i _. ,, , , ,
5M

'./.]
[i\) \ -t- z -j^c + (3K + /)i',-l- (2L + m)''2+ ^i',,

+ (2/— 4K)c, + (2m — L) t\ =0.

o,, â(-«2 d'z dz'

IF^^^'W^ ^dr

donc 2; X (M) 4- 2 (0; donnera

(5) '

/ -H / ( 6/.C, -(- 4 A'j H 5"- l'a — H/ri . — 2 h',A — o.

,„ '/'«i _ d-y dr dz
^ dr- ~ ''

dr- ^ dr
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(loue z X 'L) -+-
,
1'/ (liniiit'i;i

579

(<i)

1
d'il, ,. -. ,. i: ,-, 3

H

, , ,.

,

.1 3 .i \ ^ /

-„ f/f ., „ ^Z-)- ,. (h-
(// • ill' dl'

iloiic i V" X 'Lj + Gy X ' N (l()iiiin;i. en iciclniil los Icriiio ntlcc lo

(le /, il (îiiisc (|iii' l;i \;ui;ililc i csl dcjii rlli'-iiii'iuc iimlli|irH'(' |i;if /" il;iii>

les ('(iiniliiiii^ I ri 2 j,

(7) —j— -r- ()\)- -t ifil-H -, ^'(ir -f .ill l', -^ i-.i lliv - o.

„ d'v, d'y .,d-z (/) , dydz
' -IF = -'-y- ,,W -^y .„ + ^- 7777 - l^' -:v^

-

dP (Il dp dp

donc -îYZ X Ly-I-)-'- Al -t- '>:• Nj + ^n' I' (Idiiiii'ia. en iic^li-

i^ciinl |(;ir la iiumiic raison ([iic (^-«Icvaril les tciiiics df l'ordre de i.

(8)
] .^ X 4'-.'" ^ • Vc X 5 /" -^ ioK»i X \^

X ^!S(; ^ ii)v, -^ 4"''- -^ 4 ./' — ')''. — 4 H''- — "•

dp
~ d'z dz' , dydz

w^-'y'w^''yd?^^'^ip'

donc r- X (Lj X 2 vr- x >lj + 2 >' X i 0) X 4- -< ^
i
donnera

( du

(9) dp
X ?.!{)• X 4<'2 X Io/''i X ')l-'«, — <^^'C,

X (5(i X 4/' j
'. — .'^lle,— 4i,'<'., -I- 4 (/' ^ "'- =

8"C^=:i-'C'x(i.^;
(//^ dp "dp

donc '^i- X [M^ xfir > U, donnera

:")
rf'<s

rf^
— X (>Br ~ •'*/". -^ lô^'i'. -^ ^•/(i'3 — i.'i,n'- = o.

73.
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„ (/H'i d'y dy- dydz

(loue Yz X fL) + ; x (N) + v X (P) donner;i

(")
(^ + Cr + \z + fu + 4F«, -f- ^'r

O IT

+ 3 G c, H v-.-i- ( /? — G ) i',; + a H i'- = o.

^y
d-v,

j c^^r </r</z

donc ;- X (L) + 2; X (P) (loniiéiii

(12) -3—^ + 2C2 + ifu, + 3F«. + ^'c, + 3Gi', + ^.Hf., -h 2(/( — G jf: =0.

[ I

„ dH:. ( r j\ '/>• t'y dydz
(//= <^/<^ ' dt'

Inné (v; + /-''(v| X fL) + 2:; X l'N) -Hj X (P i
ddiiiiei'a

(.3)
dP

+ (;> -+- -J.Xz -t-fii -f- 6F«, -f- F II,

+ ^ (' + 4 G l', H Cj + //l'„ + 5 H l': = o.

'^
rf?=

-"
dr- ^ dp j ""^^ ^^^

dr-
'

donc :- X (Lj + (M) •' f: dy + 3; X (P) do iiiicia

(>4)

( d-v

~dt

i

— + 3Cî -t- 3/«, + ^¥u, ~^fi(i

3 " 5 H
-^i', -H 4GfîH 1', + g'i', + (4/' — 3G) — O.

Ayant ainsi autant d'ôquations que di' vai'ial)les, rintéy;ralion «{ni doit

donner la valeur de y et de z est facile par la méthode du n" 2(i: de sorte
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(|uc, si l'on imilliiilH' ri'(|ii;iliiiri i: |)iir r'', r('(|ii;iti(iii ( :>.
^
pjir / r*'. l'c-

(|iKili(iii » \\uv I <j.<'-'
, rci|ii;ilinii

'i
piif / 'j.| (?'

, r(''(|ii;iliiin ") \y,i\' i j..c' .

l"i(|ii;ilioii (') |i;ir l'i.^c'' . r('(|ii;iliiiii - |i;ir {-•je' , ri'i|ii;iliuii S |);ii-

i--j,<''' , rc(|ii;ili(>ii i) \r,\v i'- •j..(''
. r('(|ii;iruiii II) |);ir /-Vjf''. r('(|ii;i-

lioii I 1 I |);ii' /-v.,r'' , l'c(|ii;ili()ii \ ?. |);ir /-v,/"', r('(|ii;ili()ii '

\
'> |i;ii-

i
'

-j ,:,
r'' ' cl rc(|ii;iliiiii i '| |kii' /-'v,^''. cl (|ii'oii iiclil'vc le icsic idniiiic

il:iiis le 11" iO, on ;iiii;i, en l'aisanl, |)i>iii- ahr^ej^cr,

5 =: r + A3 -+- i{;jii + ;j-,n, (- y.^ii. -+- 0. n~}

-+- /
' VI' -I- Vit', -+- Vjl'j -t- Vit', -H Vil', -t- V'.C, -t- V,,l', -( V-C- I

et

y.— V -^ //+ /('.'/ \ + ?/,(; — 2tj,]i -: y.,C),

on aura, dis-je,

,Q) (^-p9^^j.^' = cons,..

cl ensnile

p' ^ (i H- ^'À -t- / ((>!•' y. -t- 3J'y., -<-/.v.j) -I- /'((> A V -I- 4(;v, -f- a Hv, -t- Cv, -i- Cv, j = o,

1 1 + ( p' + /; ) >. -f- «'
( 3 K ,u., -+-

6f:j.~.
-+- 1. F y., !

+- /'(?, \v, + 4l-V; -I- tiBvj -!- Avi -h aCvi-(- ?.Av„-t- 3<;v- ) = o.

I\ -i- /.'/ -+- (&- -t- 4G ) '/ -!- ?.i,';/, + 5 y., _(- / i5 Fv + ;)/>, +/v, -(-,/>„ 1
— o.

1. -!- /"/. — ?l{y. + (p' -t- 3(î — A )y., ^- (>,:,'/: -+- r>.(iy

+- i (u) Fv, -f- lo/v; -f- 4 Fv. —
-.'J'y.

+- (» F>. • 3 /"v- (j,

311M -i- w/. -!- .Il y., -^ (p- + :\/i)y.,-h - ;/,-+- /(5Fv;+ i5/>; + 3Fv, -i- 4F>I — o,

4 1 1 y -+- a. ( /) — (î
) y. ,

-'
.\ i^- y.:! -i-

\

p'-' ~ /> ^ Cl
) y.^ -h i {V )/.. -^ f-^-)

^ o,

^ H- H/ H =-- y. -*- -7,- a, + - V., -I- I o' -1- qd )v H- ii'V, -t- 2 :,, -i- 5 v, = n.
a S • 3 ' ' ? •>

P -t- /; /. +- > L y. -I- 3 K -t- /
) y, — (> /, y -f- ? K y

-^ 31lv -f-(p= + ,S(; -t- /()V, ^ S.,.v, ^- 3(i-A-4-i,'-Vi •4-4GV.+ ^v- = <,.
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3L
Q -^ ij'i + 2M p. + ( 3 L + m

) p-i -H 4 ',"-2 -^ "
f-'-s

ou ou
-i-4H]>, -I- (o=-t- 5(i -t- 4/' )> + i5l) vjH Vi-I- 3Gv. H 1/„ + 4*J^- = "'

a 2

H -I- Il -I — u, H — a, -t- ^I—- p., + 3Hv, + (p' 4-9// )V3 -4- aHv., H v- = o,

4L,y. -l-(?./— 4K)u., — <S/, y., -t- (/— 2K),u.., -l-p"v. = 0,

4M p -I-
(

?- /)( — L ) u, — 2 /p.; + ( w
) f-"-

+ p' i*'. =^ o,

I > H V + 4 ( /' — G )
'' — ^i;V:+ [It — ^)'Ji-^{ rr -+- It

,1
v„ -H g- V: = (1.

4 H V, -4- 4 ( /' — G ) V; — I a g Vj + 2 H V. H- 2 { // — G ) v ,
-f- /( v,, +

(
p- + 4 /' — 3 G ) vt = o,

«'(jiiiilKms jKii' les(|uelk's on (Iclcrmiiicrii les (|ii;itorze iiic<uiiiiu's p. À, a,

y.,, [j..,, 'J-,i. V. V|, v^. Va, V,,. V5. v,;, V,. cil ayant allcnlion de poiisseï' les

vaiciiis (les dcnx premières ius(|u'aii\ (pianlités de l'ordre de /-, t(dles

des (|uatre siiivanU's jnscjn'aiix (|nan(iles de l'ordre de / seulenient. et

entin de rejeter dans les valenis des sept dernii'ics toutes les (|uanlites

affectées de /.

()i je reniarqui' : 1" (jue la (|iianlite p ne j)araissanl (|(ie sous la forme

(|ua(lrative, elle aura nécessairement deux valeurs, l'une positive et

l'autre négative: de sorte (|ue si l'on suppose cpie désigne la racine

positive, on pourra écrire partout indifféremment -h et — p: ?." (jue si

l'on représente les deux premières équations par

p- + G + g/. + /a = o et H + (p-H- /()/ + '(i — o,

«Il aura, en éliminant À,

(R) p« + (G + /( + (a)p--f- G A — llg + /(a// — [3-) = o,

d'où l'on tirera deux valeurs de 5-.

Soient maintenant, lorsque / = o,
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(• csl-a-ilire

F) = •/ + /.o -+ i{iJ.y- +- u.,70 -+- a;0' -i- y.sT)

-+- i'i'jy' -h V, y'o -+- v.. yo- -f- v, 0' -f- v, A -4- v \ ^ v. y I" -4- v-6 F )

et

E = £ -)- /.ï; -•- ' [ ? .'-'•'/î + «1 ( Oî + y/! ) + 3 y.; Q// + y.,, o£

]

+ /'[3vy'o + v,(2yo£ -4- y'ï;) -+- VjIq'e -*- 2 y or, )
-!- ivjor, -+ v./oô -(- v.q'e

+ v„ ( r £ -f- y- Oc j -t- V- ( r r, -^ yo- £
I ;

l'('(]ii;ili()ii Q ili>mic!';t, en (livis;iiil |i:ir (/'',

dO

dt
rjj + - ^ (E-Ol) -f- - \,

'I |)i('ii;iiil l;i (|Li;iiitiU' rn

</0

(I nu I on iii'f

^-^^-^-1'^-^'»^^)'^^''

e-^' + e^-^' P='_e-M. /. U^ v.\ e?' ->re'-'^' ^— h D — - ) h E
0- \ o-j a

ou DUMI

Ô= '"^ + (D — ^ \ ces: /^ — p'! -^- -^^ _- siu /y — p'J.
J

Soii'iil m;rmtt'naiil o'- et 0'"- les deux laciiU's de rt'(|tiatioii I{ . ci

5', 5", ).', À", a', a" li'S vali'iii's (ori'i'S|)on(laiilcs de î. /., v. : on

allia, en n'HicItaiit an lien do //. 11,. n. Inirs valonis v-. vr-, z'-

<'('s deux ('(iiialinns

)• + l' z H- / l.^'.)"- -^ a', )" ^ u.'; ; -t- y.'j I :dy\

-+ /- ( v',)-' + y\ y-z -+- V; )•;- ^ v', ;' -f- v', 1 rzdy

-+- \i\
j z-dy -h y, f / (/; ) -î- V. :; / r*^)-] = 5'.
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) -I- /," ; — / ( !j."r- -4- !j',rz -<- u, z- -:- y.'j / z<lr\

-+- i- Iv' y' + y, y'z -h v., yz' -V- v". z' 4- v', / y: dy

->r- v\
I

z-dy^)/"^y' i z (/y -h '/, z
j
zdy] =B".

d'iiii Ion liirra ();ii iipiiitixiniiition lt';< valeurs de r cl de r.

Il est évident <]ue pour (|ne les valeurs de y et de :: ne eontieunenl (jiie

des sinus et des cosinus, il tant (jue les ra( ines de l'équation fR; soieni

toutes deux réelles cl nci;a(ivcs: par conse(|uen! il t'aul (jue l'on ait

I» (G + A ^ /3:,i'>4 [bA — 11 i; -+- i{xli - ^g-)],

2» (i -+ A -f i Cf. >- o, GAH^ -+- i
[ or.li — pg) >• o.

Si ces trois conditions n'ont point lieu a la fois, alors les valeurs de vet

(le i- contiendront des ex|)onentiolles réelles, et par consé<iuenl la solu-

tion ne sera honne que tant (|ue / ne sera pas ibi't grande.

On pourrait ajouter (|ue les expressions de r et de z reuternieraient

l'anyle t, si les deux valeurs de o- étaient égales; cai' alors, supposant

p" = |s' + oj, et regardant '» comme une (|u;tntité évanouissante, ou trou-

verait que la se(H>nde des deux écpu-tions ci-dessus se réduirait à celle-ci

d'i! .
I
du' du,

dp *
''' '''dp'

• dp

dv.
- 1-3 -1-

dp

( d-j
i"\-r-, y do

du.'.. , d u.\

dp'
~

dp'

d-J..
- —^ yz' -J

do

d>j, f/i/', r .

-j-r z' -4- -7-r I
rzdy

dp dp J

d^'. r , d^j, r , d'j. r
, \ de'—^ zdy -f- —- y

I
zdy+ -^ r dy] = -,-,?

drj / </o • / do I I dp

dans laquelle la (|uaniite
-jr,

conlienl nécessairement des termes multi-

pliés par l'angle /. Mais comme l'ecpuition fR; n'est (]u'approchée, (piaud

il arriverait que

( G -(- A -1- iaY = 4 [G A - 11^'- -h i [och - Pg-)],

ce qui est la condition des racines égales, on n'en pourrait conclure
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iiulic cliosc, sillon ([iic les ilciix \:ili'iii-.s de rr seriiicnl i';;;ilcs ;iii.\ (|iiiiii-

tili'S (le l'drdii' de /' |)ii's, cl (|iic |);ir cniisi'fiiii'ril il l'iiudi-iil |iniiss('r

r;i|i|ii(i\iiii:iliiiii iiiS(|iraii\ i|ii;iiilil('S de ce iiiciiic urdir. Ce lie M'i;iil

(lii'iipri'S :iV(Hr pdiissc r;i|i|ir(i\iiiiiilinii Iml loin cl iivoir iccuiiiiii (|iic lo

Videurs de 'j sdiil loiijoiirs cigales. (|ii'(Hi poiinail a la ri^iictir l'aiic iisafjc

de rc(|llarniii (|iie ikhis veiuilis de ddliliel'.

5!5. On \iiil aiscnu'iil (|iic la iiicIIkhIc |)reecdenle csl iicncrale |i(iiii l(d

iKiiiilirc d'ciiiialiniis (|ii"iiii vmidi'a. |iuni\n (|iie ces e(|iiali(iiis soiciil aiia-

Idiliies aii\ c(|(ialions I. cl M , c'esl-ii-dirc (|nc les iiiiidiiils {\i' ilcii\

diniensidiis soienl alTecles de /. ceux de Iniis soient allccles rie /'. cl

ainsi de snile.

(!ellc niclliude seiail siirloul utile pour dcterniiiier anssi pii-s (pi'oii

voudrait le iiionvenient d'un svsti'iiie (|iielidii(|iie de coi'ps (|ni aj^iraieiit

les uns sur les autres, et (|iii ne feraient (|iie de Irès-pctiles oscillalioiis

aiilonr de leurs points (ré(|uilil)rc. (lar nommant iv. iz les es|)aces

parcourus par ces corps dans leurs oscillations, on iKuncrail des iMpia-

tions de la forme de celle doni ji' viens de parler; au reste nous avons

(léjii doiilie n" .'iO la S(dulioii ticncrale de ce pi(ddeini' pour le cas des

oscillations intiiiinienl peliles.

5i Si les e(|ualioiis jiroposees coiiteiiaienl des termes de la l'orme

/ / Z(h\ /- I )Zfly. I- j
;-(/). / ) / Z(/r, iz j

-</).

riiitégration n'aurait aucune dilTiculti' de |dus: il faudrait senlciiicnl

avoir attention de (dianger li's expressions

j
,/y i'zi/y cl

I
,lz fz

i- t.' « t-

/)•

(|ui se II on \ Cl aient dans les ('(ju a lions N i, (0,, > P en Icui's cipnx aïeules

)• / zi/r~
I

rzi/y et z
j

z(/y - j zù/y.
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ôô. Si elles contenaient des termes de la forme

.(/)•' .dydz .dz- dy- dydz
'VF' '~dr' 'd?' '''"SF' ''-^"W'- '

on les ferait disparaître par des procédés semblables à ceux (jue nous

avons suivis dans le n" 49. Il en serait de même de tous les ternies (|ui

contiendraient des produits de -^ et -t- de dimensions paires; mais ^\\

se trouvait des produits de dimensions impaires de ces mêmes quantités,

alors on ferait chacune d'elles égale à une nouvelle variable, et on achè-

verait le reste comme dans le n" 50.

5<». Pantin, si l'on avait des équations du troisième ordre et au delà, on

les réduirait toujours au second par la méthode du n° 51.

De l'i/itégration de l'équation

(S
; ^ + K^v ^ / (m V cosH / + N

^ij
sin H

/)
= T.

dans laquelle 'V est une fonction quelconque de t

.

57. .le reuiar(|ue d'abord que si T était égal à zéro, l'équation serait

dans le cas du n" 55, car il n'y aurait qu'à faire cosH/ = s, ce qui don-

nerait

• iT \ dz d-z „
SU) H / = — 77 -^ el —7— -(- H-s = o.

H df dp

Or, puisque l'indéterminée y n'y passe pas le premier degré, il est clair

qu'on pourra faire disparaître le terme tout connu T par la méthode

(lu u° 1. En eilet, si l'on multiplie l'équation proposée par zdt. et qu'on

pratique les autres opérations. que prescrit cette métlu)de, on aura les

deux é(|uations suivantes :

d-z ^. r/.. .. rf{NsinHn\ ,. . ,. dzl^-^K^.-.,[(McosH/--A-^^).-NsmH/^J=o.

df dt J
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ml l:i |iiriiii('i'C csl icdni lililr :iu (iisdii ii" 55. l'I diiiil l'iuitir cHiiil iiil<'

(Il i\
iivvv ilnnri('i';i v ^ni \zfll.

Au icslr. CCS soiics irr<|ii;ili(Mis |)cuvcmI ciicmc s'iiitcgrcr |i;if une

[IicIImmIc |);irliciirÙM'c cl l'oil sini|ilc i\\\v je v;iis cxposci-.

Je 1:1 i s

)'fosII/^ ", )• (OS-.) 11/ ^ l^, . . .,

)• siii II / - / . ) siii ' Il / — /--',
. . .,

{V (|lli llic (IdllllC

(Il (Il (Il (Il

'^'" 11, ''^ il "'' II, ''^
Il^ sm I / = -^ II", ^ >m '11/ = -77 - 'Ile. ..

(il II il lit

et cnsnito

d- y „, d^u .<ll ,,,

tll' dr dl

d- y ,, lit' ,,,d/ ,,,,~- Cl.s? 11/ = -,— +411-7- - 411m',
<dl- dr dl

d- )
. ,, d'i ,, du

<// dr- dl

il^r

dl

' d- / , dv , ,.s.n.ll/^^--4H^ 4,1-,

Ccl;i pose, j'îiiirni d'idiord. :iii lieu de l'éiiiKilioii S . celle-ci

^
I^

d'y
dr-

-+- K-)- -V- i (M - UN)// + N^ '

(//
T.

De plus, lii llieiue e(|u;ili()ri S; eliiul lliullipliee suc cessivemelll p:ii

cosH/ e| |»;u' siii 11/ d(imier;i

d

lit

'-^ cosll/-+- K-)-cosll/ +/M >•( - 4- - c(is-.',n/\ + - N^ siii-ll/

^Td.sll/

74-
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et

iiH/ + k- >sinll/ + i ^M )sin9,H/ + ^'
"T" (

" — -cos?.!!/]
dp

'

= TsinII/,

(•'esl-;i-(lii'('. en f;iis;iiil les siihstilutions ci-dessus.

Si l'on voulait n'avoir égard, dans la valeur de y, qu'aux quantités de

l'ordre de /, on négligerait dans les valeurs de u et de U, et par consé-

(|uent aussi dans les équations (2) et (3), tous les termes affectés de 1,

moyennant quoi ees é(|uations ne contiendraient plus que les trois varia-

bles y, u et U, de sorte (|u'avec l'équation (i) elles suffiraient pour

résoudre le prohlènie; mais si l'on veut pousser l'approximation jus-

(|u'aux quantités de l'ordre de /'-, comme nous l'avons fait dans les pro-

lilèmes précédents, alors on conservera tous les termes des équations (2)

et Ci), et on multipliera de nouveau l'équation (Sj par cosaHï et par

sinaH/; ce qui donnera, après les substitutions, deux équations en v et

en 1', dans les(|uelles on pourra négliger les termes affectés de /, parce

(|ue les quantités v et f'sont déjà elles-mêmes multipliées par i dans les

é([uations (y.) et f3); ainsi l'on aura

d^i'
,

df

dp ^ dt
(4) :777 +4H^ + (K^-4H')c=Tros2H/.

(5) 'LL -^^,'ll -f-(K^_4HM^'''=Tsin'^H/.
ut- dt

et l'intégration de l'équation proposée sera réduite à celle de cinq ecpia-

tions fij, f 2j, (3), 4)el(5j, lesquelles sont, comme on voit, dans le

cas du n"29.

Ayant donc multiplié la première de ces équations par ïe^' dt, la

seconde par ap'''r//, la troisii'me \r,\v ^X^e-"' dt, la (|uatrièmc parvr'V//. et
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l;i iiiM|uièiiif |);ii- K-e'' di. on les ajoiitiTii <'riseiiiltli', <•! nu cm |iifiiclr;i

riiilciiialc III laisiiiit (lisparailrc de dcssitus le si;,Niu / les ditlfrcmcs

(1rs \arialilcs >•, u. /',...: api'i's (|H(ii un chassera les c\|ii'cssii)iis mlc-

gialcs
I

y/' (//.
j

iir''</i,
j i e'dt,..., l'Ii égalant à zeru leurs coelli-

cients, ee (|in (loniicra

( P=
-I- KM >. -t- / ( — // — ^ jrC

fy ]
= o,

/ , M Ml ) >. +
;
p- r K' — H

'
) u ^ a H .)n. p = o.

— iN?,p — allap -H I p- — K^ - II = ).m = o,

/
(
^ - NU

)
n H- — .m p -)-

i
p' -f- k= - 4 H- \: - 4 II X. p = o.

- ^f/.p-i-/(^- NHbn. -4Hvp + (p'-i-k- - 4Hm.k- = o.

De celle manière on Mura l'equalioii inlegrale

. dr du ,^ dl dv ,. dFr. dr
J. '^ r .tR "~ +- V -.- -)- X. ^-= ;-

(
— /.o -I-

'-- .m\ >•

dt dl dt dt \ ?. I

-f- (— U.0 — îHOlL ) u -»-
:
/N/ - alla — .^iL p)f

-(- f- ^ OfL - vp - 4 H .)b
)

•> -^ (^ a -t- 4 H > - ir
p

I

/ L'-'

—
I

ï(/. - uroslI< - .iR sinH/ — > cosjII/ -i- )bsin9 H /) t-'^//.

Soit p- = — R-, de sorte (|ue '/ := R \ i . l't

u = («/., y = (-,3/,, JIV = /-tpÀ, U^ = /- iii,p/.,

I l'on aiii'a |iienii('ii'nient

M-\H^-(— Il -^K^- \\']x~ sllK' » =o.

- N-2Ha-(-(- K'-+-K=- H=) i =o,
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_ 5.^+ ^^ -NH).v.-4H(5 + i:-R= + k^'-4H^)Db = o,

d'où l'on tire

R-
k + -/ Mjf

2

3 =

Db

( M — NH ) ( R' - K H- H ) -H 2NHR
(K - K -hH 1 -4HMt^

js ( R^— K - H I ^ 2M - NH j H
(Rî_ K=+H ) -4H R^

/1M-NH) (R -K=-h4H^)-4-2NHR=

(R'-K=-h4H=r-i6H=R'
"'

- N ( R^ - K + 4 H' ) RM- 4 (
- M - NH ) HR

2 \ 2 /

(R=— K=^-4H=')=— i6H^R=

(-M- NH^ (R^-K^-(-4H )-t-2NHR
\l l i

(H=— K +4H )-— ibH^R^

iN(R^- K'-f-4H=)-f-4 ^^M - NH) H

(R2-K=-^4H=)=- i6H R'
^'

et ensuite

_^ , a^ ^- ?
i
N H- 2Ha + R^l ) t -i- ,^;3 ^ + /^ (^ a -t- 4 H ^ - R^ Wb

)

/'

\ dt '
'^ dl

/N

rf/ \ 2

dl

^(/i sinH/ -t-/-»)bsin2H0Rv'^ e"'^ "'<//;



\)E ( AL(,LL IMhlGUAL 591

(PU, (livis;iiil |);ir r'"'v'— ', et cliniiircaiil les cxpoiviiticllfs imii^iiiîiMTs cm

Miius cl cosinus.

(Ju dv

<//

i y. -r- -t- / ( \ -+- > Ux + WljL -\-i'?> y -»- /"- U- a -+- 4 H jî -4 H- 11!, /
>// (Il (?

+ /W L .(,. -f- (3 -I- 4 11 «!, j i. - /= iii,
'-- K,-,

=. r.Kit/
I
t;(i -\-

-+- siiilW / l'Iji -f-

-f-

— siiilW / Tji -f-

-)- cdsK/ / T ^( 1 -f-

X cos 11 / -t- ('= ^ ("OS •.>. n / ) cos H /

(.V. sinH< + /«!. siii7.H/) Ksiii li I i/i

X losll/ + /=;3cos'll/)siiilW

(V. sinll/ -I- /in, siii>, li/ KxisU/ i/t

3t cosll / -f- i-^ ros?. H/) cdsK/

(-( siiill/ -i- Ml!. sin.'.U/ Il -.irilW dt y~^i

X fosO/ -t- i-^ ros^H/ ) si II 15 /

(-1. sinll/ ^ / \i!, simll/) 1? cusIW (/t ^ —i

.

Dinic, si l'on remet |)(Uir //, ( , c cl \ leurs valeurs, cl i|ii'oii coiniiaïc

les iiiKiifiiiaires avec les iiinminaii'cs, cl les réelles avec les réelles, on

aura

/N
->» + /(« + H^.)cosH/-^^^= (^l -i- 3 -t- n.H»)!.) cos -H /

— / ( 1 >iii II ^ ^^ / (i!, siii • H /)
//

=isiiiiW
I

,1 -h i X cos 11 / -f- i'^ cos 2U /
)

cosB/

/(V siin 11/ ^ /\i!, siir>ll/ siii U / ,//

:osK/
I

t| ( I -+- / a: cos H / + ( •
(3 cos 11 /

)

^illl{/

/(-V sinll/ + /M!.sin'M/)cosK/ t/i.



592

et

SOLUTION DE DIFFERENTS PROBLEMES

( 1 + /a cosH/ -t- / = (3cos2H<
dv

+ /r(N + Ha-4 R=a )sinH/ + (^a + 2H[3 + K-UsA siiisH/l

= (OS H/ / T[(i -+- ioccosRl -f- /=(3cos9.HOfosK/

— /(-i sinH/ -H / tihsinaHO Rsiii !{/]<//

-+- siiiR/ / T[(i + /arosfU + /=(3 fos?.HO siiiR /

+ /(l siiiH/ -+ /ii'osinaH/) RfosR/lrf/,

deux ('(HNitiDiis il l'aiflf (les(|iu'llf's on éliminera -^•

(T)

fU)

</t'

d'y'

dt-

De rintcgidtion des vqniitious

K- y + i ( iVI r i-us H / -1- N ^ si n H /
)
= T.

dt

K'-r'+ « (M'y cosH; -N' ^' sinH/1 =T'

58. Sciil l'ail, ((iinnic dans le nnnicro précédent.

_^<osH/ = ?/, jsinH/^i', rrosatl/^c, j sinaHi = /,...

,

et de même

r'cosH / = (/', )''sinH/ = /', r'rosaH/ = c', r' si 112H / — /-''',..
.,

on aura

dr .. du „ ,

.

,fosH/= -7- + Hf/,
dt dt

dy . -, dli ,,
-5-sinH< := —; H«,
dt dt

d'r „, d-u

dp dt-

dy ,, dv ,, ,

-f fosaH/ = -r + 2H/ .

dt dt

dy . „, d/

tH ^ H-/(. —T-^fussH/
df dt'

d-v fiid!

</)
. „ o?^f'' ., '/" ,, , d'y . ,, d'f ,,, (/r ,,,,,

-j^sinH/ — -J-- 2II -; WL . ^siii2H/ = —, 4U -r- - i^H-f ,

dt' dp dt dt' dt- ^ ''df
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ri iKircilli'illi-lll

ity .. du
,

tit dt

dy
.

,- d[' .

-~- Slllll/ 7- — il II ,

dl dt

d\r' d-u' ..dl

dr dt- dt

dy ,, dl.' ,, , ,

-r- cos?.H/ := -j- + ^11/ ,

al dt

dy' . „ d/' „ ,—7— siii ? M / -
-f

- ?. H f
,

dt dt

i/\r

dp dp-
W-ii . '^.^rossH/L-rll^ +4H^^^ \\\v\

d--y' . „ d-l
•

•
''"' • . ,

'/>' • fl'f' ,1, '/' ,, ,

(// dt' dr ' dl 'dp dp

( j'l;i |)(is('', (111 ;iiir;i d'iilinr-d. :in lien des ciiiiiilMms T; et ^l' , ci-.^ dciix-ii :

d'y
(i)

(2)

dp

d'y'

dp

-+- K- y -h i

-+- Vi'y' -¥- i

M UN » -+ N^ 1- T,
dt

M UN (/ - N
,j7

T'.

|-".iiMiilc les iiK'iiics ('(iiialidiis T cl l cliiiil multipliées siiccessivcinctil

|i;ii' losll/ cl |i;ii- siiill/ iIiiiiiiitohI ;i|iit'> lc> sulisliliilious ces (|ii;ilrc

antres c(|iiati(Uis :

(3)

(4)

(5)

f6)

Kl I tin

d-u „dL
—r- -I- 7. H -7-
dp dl

K - n-)u

f -I- / — ) — NH e H ;— =^ 1 f osH I.

\ dP (dt
K— [{')(

dl dt
T>iiill/.

, d'il' ,, di

\ dp dt
{K''-U)u

TM /M' .,.,, S' d/ — T'itisH/,

I
dp dt

k' - H= f

I

L> 2 / :> dt } dt
T siiiH/.

. ninlli|)rninl encore rniie et Paiilic des ei|iiati(iiis T cl ( p

1. -3



(7)
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. (/) . (/) (/(/ (// ,
(lu

(// dl • (Il (Il (Il

„ (Il (U (Il (A' ., (Il
'

^^'
dl \ll ''

(Il
' ' dt ^ '"

dl

+- (— lù OR' )r~> (
— À' p î

^^
-^^rt \

)•'

-t- (
— ap - Ml .-«R ) « -t- (

- / N ' /.' -t- a H V - .Te c ) i

(\) \ -f-(— yi'p- >II;'>r')k' ^ ::/N/. ^H^' — .in.'p)r
'

-4- (Li^an.' _ ,^p - -tu 'î-) V -, (- ' ^- a' -. 4Hv - 'î.pj
/

4. (_ ?^. OR _ ./p - jU )î/ j ..' ^
J'^"".

u 4- 4H-/ - K^'pj / 1
»-='

=
j [T ( / -^ y. (OS 11 / .111 sin 11 / — V (OS ?. Il / -• N siii 'lin

-t- {'{'/' -^ u! fos 11 / -h ;')R' siii 11 ; -^ V ros>. H / — '!:-' siii .> 11 /
j j

t-' ' dl.

h\). (Jii'dii iiiiilli|ili*' i:i (|ii;itiii'inc. la sixièiiic. la liiiilifiiic rt l;t

dixit'inc (les ('(lualioiis \ par :t \ — i , el (|ii'oii les ainiilc fiisiiilf clia-

ciiiic il «;a prcccdriilc, on aura, au lieu di's dis f()iiaru)ii> \ . Ii'> six sui-

vantes:
•

/M' , N',, , >

(cr-r- k- ) >. -T- / (
- - "' -+- — •Te'

\ 2 •

(
0- — K'- /

' — / (
— y. ^T». û )

=1 o,
\ a •>. • j

I LM' — N' '

11 =n p \^ jj /.' -H [ K.- — '' H ziz p \ ^7' J
!' u zh OU. v— i j = o.

ifM -N ll±o^^Jj>. -.- '"K'^-^H±pv^/]iyd:;TL'v-^;=:o.

/
r
M' - N' '

••. n lii p s
— T

' '

;/' =b .Tt ' x'—

T

^ 2 [k-— ail ^p^ — I / vzh K- ^
— I ; = o,

+ 2
; k'- — ' aH dl \ — I ' v' ;n T-' ^

— i ,
=0.

Les deux premiiM'cs doiiin'iit. ou liicu

(Y) _,:^K=^i('^..'^^.m'p)



oO(J SOLUTION DE DIFFÉRENTS PROBLÈMES

A — — i '

DM liirii

et

2(p-'+K^)

^-«-fI!--"*^

_ . M>.'+N3K'p .

Dans le pi'emier cas, la troisième équation ilevieiulra, en suhsliliiaiil la

valeur de X',

[K^- (H±p v/=T)^J (,..±.m v'^i
. r>. ^- /T. ,

,
,
M'a' + NOlVp

-,'[M' + N'(H±pv--.)J -(..^K^/
^o.

Ia(ii\elle donnera séparément, à cause de raini)iguité du signe,
f
j. = o et

;)a =o; de sorte qu'on aura aussi /' = o, v' = o et :)x,' — o; et l'on aura

iMisuile, pour la détermination des quantités a', OK.', v et x,,

^,±,„,^-^_,M-N(H±p^)
^ ^

K'=-(H±pv/-i)

^
2[K=-f2H±pv/-i)']

d'où l'on voit que les quantités u.' et 0\V seront de l'ordre de i, et les

(juantités v et 31, de celui de «-.

Dans le second cas on trouvera d'abord a = o, Ole' = o, et par consé-

quent >. = o, V = o, et X = o; ensuite on aura

+ m ,-7 . M' + N'(H±pV^)
K=-(H±:pv'-«)

et

^
2[K'=- 2H±pv'-i

d'où l'on tirera a, OK, v' et X'.



DE CALCUL INri:(;KAL. ïfl7

Avaiil ainsi les valeurs de tous les ((M'Hiciciils. un achi-vcia le i;il( ul

roiiinic on a i'ail dans le iinniiTo précèdent, et Ion aura, a l'aide des

denx valetii'S de '/-. deux e(|ualions linales (|ni serviront ii trouver v et >-'.

Il \ ;i i'e|iendanl lin i';is ijui demande uin- discussion |iai'li('Mlii'i'e:

c'est ccdui où le coellieient II seiiiit prestiue égal il K — K . la dilleience

n'elMiil (juc de l'ordre de /; nous allons l'exaiuiner d;iu^ le» niiiiieinv

suivants.

.//ni/y.sc f/n ras on H rsl presque égal à- K K'.

00. Soient

en sinte (|ue

.le fais

c'esl-à-dire

re (lui nie lionne

K = /f-f-//. , K' -A'-f-/// et W—li h'.

H K - K'^ /(/.-/,').

p ^— 1 ^ A -(- un,

p ^ — [Il -t- iin
) \j
— I ,

p= -+- K\= — 21/1(111 — /i )
— ?./-'(/;(-— fr),

et les (Mjuations ^ et Z ilii iniiiiero précèdent se ( liangeioiit en

celles-ci :

[a) 2A{/H — /i ) 4- / (m- — /i')= r-

—

a' — nA±I!!l]orc,^,

{!>) a'±01V'v-i = -/rr7
M -N[/( -/i'±{h-him)]

( h' -t- il, )- -
[ A - A'± ( A + im )Y

'

\V -4- N [?.A — -j/i'ztji -+- im)]

2 {h -i- ilf)- — [^.li — ih' ±'h -h im)]-
ic) v± X- ^-1=-^ Â^^^;^'"VlA "'La--L",a rVf^.'^'^^'^' v'- ' y.

d'oii l'on tirera les valeurs de rn, u. , .1IV , v et ot.

I.'éqinition 'h] étant prise en — donnera

."' — •"*-'
v-i = -<rr7

M -h^ih' -h im)

h' + ihf—(h' + im)-



5it8 siOLUÏION DE DIFFERENTS PROBLEMES

Or

[(/(' ^ il,'f-- {/)' + inif = 3,(7('(/i' — mj -f- ( = (/i'-— m')]

— — i{m — l,')[i/i +/(/« + k')];

donc, l'iiisiinl cctti' siilistitulion, el divisual fiisuite le haut et le bas de;

la fraction pai' /, on anra

M -f- Nf/;' + irn)
a' — .'"Tl' i'— I :

(m — /,')[2//' + i(m + l,')^
h

p<Hiation dans la(jiielle je remarque (|iie la (|iiaiililé i ne se trouve plus

(|u'au preiuier degré; de sorte que cette é(]uatiou ne doit etic regardée

connue exacte (|u'aux quantités de rordre de /- près. C'est pourquoi il

faudra négliger dans la suite toutes les quantités de ce même ordre.

Prenons maintenant l'équation Ih) en -^. et nous aurons, en rejetant

les ternies de l'ordi'e de i^,

.M — N(2/( — /ij

„.'-+-3n.'v'-i = -/T77
h" - iih — h' Y

Dont

M -I- N (
/(' +- im

)
M — N(2/( — />')),

I r^. TTV— A,

:)]V = -

2 l{m - li')[ih' -h i(m + h']] ^l>(li — h']

M -I- N(/(' -*- im] . M^ N(2A-//)
i

'^lh{h-li') \'i\(m — /,'
)
[?. h' -h i { m H- /i

'

)

c'est-à-dire, en faisant

^lu (M-f-N/i')(/H-H/,') M — N(2/)-/i

4/;'(w — /') Sh"{m — k'} 8/i{/i-/i')

N/n {M + 'Sh'){m-hl,') M-N(2/(-//':
4/i'(w — /.') 8A'M »( — /.') 8/t{fi-h'

/, 0\l' =
4/i'(w — /.') j

Ces valeurs étant substituées dans l'équation '«;, il viendra

2 /( ( m — /,)-+- / 1 ni' — II-

)

M'(M -t-N/(') . M' N'(M -t-N //)(/; 4- /w)

/-A. }.v-i.

8/i'(m — /,';
+ « a h

S/i'(m- /,')
iX

N7j



DE CM.Cl I. I\TE(;|{ M,.

m — I,'

son

ou iiiullinliiiiil iKir ,
'

cl rf(lin>;iii

[ m ~ /,
j

{ m — II'
)

[M-)-NA')(M' + NA)

ibAft' 4« J

De sorte (jiii' si l'on fnit

. , , ,,, ,,, ^M-^-^7l]^'/M {xM -i- X'S' h){m - /,

,

\Uhli \h

on aura

\a) (m — l,){iu — h)— .,~r, '^-i\-=o.

(n|ualion d'oii l'on lircia doux valeurs de m (|ue j'appellciai w, el rn^.

Si l'on iiéiiliiff le terme /A. on aura les premières valeurs apj)rochées

de OT, et de rnr. et substituant ensuite ces valeurs dans rcxprcssiiui de A.

on aura les valeurs de //?, et de m. aux ([iiautites de l'ordre de i- pri'S.

Enfin l'équalioii c donnera, en >ulistituant les valeurs de a' et de XC,

el ncgliiieant les ternies de l'nrdre de /-,

d'où. en faisant

. M 4-N(?./t- olidi.li, M ^ N /(

' Ir- ?.!}- -h' ±:hy 87t'

(

m^^^nr]
'

'

'

M + Ni/* -?/(') M-;-.\7i'

.)/..

on aura

\h'\h — h') H/i' [m — k')

i^l, )ô=; /;3/. \ — I.

A l'éiïaid des autres coellieients. savoii' : > . v.. Ml. > et X- . ils seront

tous éifaux à zéro, coniiiic nous l'avdiis vu dans le numéro précèdent.

fil. On ferti maintenant ces dill'erenfes snlistitutions dans ré(|uation
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SOLUTION DE DIFFÉRENTS PROBLÈMES

liilc Xj (In n" 58. et l'on aniii, en rejetant les termes de l'oidn

[itt ^ 4/»'(m-/r') \dt ^ dl ^ '

rf/
"'

dt

L')

., (^/m'
„ dV . o/<^'' df \

r^7 dt

N'(M + N/(r N'(M + N/(')1 ,

—

L4/' ('" — /' )

rN'(M + N/(') , ,., „

TJT + ^^^tl^T' frosH/ + sinH / v=^
_/ / 4/i'(m — /r'j

^

(e^,— I—
/-jI

je i/' + ""J'V-i

!\h' [m

/ r(3T ( cos 2H / -4- sin a H /
v
^ I

Supposons qne cette intégrale soit prise de telle nianiéic (ju'elle soit

nulle lorsque l = o, et qu'alors on ait

dy
r=f^ i,=s- r'^f'^

, dr'

dt

'I pai' conseciuenl

du'

dï
dr
dt

" =f • "^r = S ' - ^ ' = O' ^ = H/' ,
i' =,/; ^ == g, / = o.

et fn"58;

dt
tH/.

il est clair (|n"il taiidra ajontei' an second nienilire de ré(|ualiiMi pr'écé-



iti. I \i.(,i I. INI i;<.ii M- mil

ilrlili', \;i ijiMlllili-

M -i-N/i M -+- N /('

" 4/i'(m — /.')
** ' ^ ' •'

^ ' ^h {m — Il
}•'

4 /('(m — /.')

N'(M-t- NA';
-

/ } ^^/ -^ i Uf N
- . + ,5 ^' -f . H/v - ' - ['" - 87,^(7^r^A

I
f.M -+- N//')m , „ ,

1 ,.

L4/r(/H — /. j j

{•'fsl-;i-(liic, il cjuisc (le H = /* — /' .

M-(-N/(')w

r"i
^ '^^

\ \li ! m — h')
' /'

(/,-,/,' ]i\f^~,'

fi-2. P(Mii icimIii' Ir r;il(iil |ilus siiiiplc, iious négligerons d'iiltord les

Ut s lie liiiilir (le /: iiiii\ cnnant (|U()i l'ècjuation e dcvicndiM. fii

int'Ihiiil /i - // AU 11(11 dr II. cl é'-'''"'-'' au lien dv cosH/ ^ sinH/\ — i.

(II,

(Il

'h l

if)

[t/t
"^ 4//"w-/,'i

\h'ni — l,' \ (It J' J
-;/,.-

M - \li
•é,— /'/

M - N //
-,/'

-I •ft--''-"" '\-

4/,' ,„_//
'^

J
^//.

si \\n\ ninhi[dH' crllc r(|iiatmii par r^
,j h — lin t\—\

([U'iMlSUltc. a|p|('S avnii

icdnit 1rs cxiMUK'nlKdics iiiiaginaiirs en sinus cl cosinns. on conipai-r la

[pallie iiiiagiiiairi' ilii |iii'niiff iiiciiiIhc ;i la |iarlic imaginaire du second.

I. :'>



m-l SOLUTION DE DIFFÉRENTS PROBLÈMES

cl (iiTon fasse, pour abréger,

9 = sin [( /( -I- im }t] / T cos [( /( + iin )t]dt

— (os[( /* + ini ) /] I T sin [( /( -(- im
j
t] dt,

b — siii [( /( + im ]l\
I

T' (os[( /(' -f- im ] t^ dt

— cos [(A + im]t] / T' sin [(/*'+ im]t]df.

orraiira l'équation suivante

M + y/i' \di'
\li'(m — h'] 1 (//

M -f-N/;'

:/>^2/n "1

r,„ M-f-N/;' .,1 ,,, . , ,

r M +N/i' ,1 . r , < T n M -^ -^/'' a

la(|U('lle, en mettant successivement m, et m., à la place de m, et déno-

tant par 0, et 5,, &, et .^j les valeurs correspondantes de et de .9^. en

m, — ni.)
fournira deux autres, dont la seconde étant multipliée par ^

, , , , -, .
I

• !• • "'i /''

e( ensuite retranchée de la première aussi inultipliee par y- ^•

on aura

is>

r m, — l,' .. M-i-N/i' ,.,1 ... . ,,-,

)•= / + ri-, > ./ <-osL " + "«')'
L m,—-m, ^/i {m, — nu) J

r '".- /•' M-+-N/)' ,1 . r,/ • wi
L/i(m,— m,.)^ i/i/i'{m, — m,)^

I

r m.-- Il' ,. M-l-N/(' ,., I i,A ^,^- — f + ^T-, .f'\cos[(h + inu)t]
[ m, — m, nii{m, — m,)- \

— T S -+- T-r-r, ; S sni /( -I- tnt,)t
\h{m, — nh)^ ^hli'(nu — m.,)^

1

nh- h'
,.

m,— l,' , M + NA' ,.

/i(ni, — ni,) h (m, — ni:) ^hh[nu—m:)

63. Il faudrait maintenant faire un calcul semblable pour trouver la

valeur de j', en employant les autres formules du n" 59; mais sans entrer



i)K CALCUL inti:gu \ l. <jo:}

(hiris un rniiivemi drliiil ii ici c^iud, il siiilii;i dr ((Hisitli'Ter (|iif les ('(|m;i-

lioiis pniposi'cs T ri l , dans lcs(|ncllfs \\ — // h', sont li'llcs i|ne

riiiic se cliaiii;!' en raiilrc, en nnircpianl sciilcinnil d'un liait lr> Icllics

j, K, M, .\. //. r. .1 cHac^'anl ( rliii des Ictlirs v', K . M . N'. // . T : d'oii il

s'cnsnil (|nc |KPiir avoii' l'cxiircssioti de v' il ne i'aiidra (|n(' nirllrc dan>

• idlc de V-, /'
. -, //./. M , N . r ail lien de /'. ^, h. h. AI. N. 1. '(

rive versa.

A l'ci^ard des valcni> de m. on icniai(]nria (|ii'cn nciiliiicanl le ternie

/A. (dies seront les mêmes puiir les denx cas, |)uis(Hiê les (piantites M, N,

//./et M .
.\", /; ,

^' enlicnl de la même maiiii'i-e dans re(|iialioii d

.lu n" (JO.

64. Avant liouve les |)remii'i-es valeurs de v et de v'. si l'on veni

avoir niu' plus grande précision el tenir' eompie aussi des fjuanliles de

l'ordre de /. on nomnu-ra tes valeurs y et y , et on désignera de même

|)ar u', L . v et \" les valeurs eorres[)(Uidantes des (piantiles // . t e et l :

ensnili' on supposera

r =^ v -I- /)*, u' — u + lit" . i ' = U' -h i L ",

et l'on fera ces suhstilnlions dans l'eiinalion r dn u" (il. en negiigeanl

les termes de l'ordre de /; apii'S (|noi on ell'aceia tous les termes (pii ne

seront |)oinl alleetés de /, |»aree (|ne ces termes se détruiront d'eux-

mêmes, en \ertu de l'ccpialion / , cl l'on <!ivisera les autres par r De

cette manii'ie on aura

dt

M
4/i'(w-

N7<' ,(lu"

) \ di

M -- N /;

h- >/i')l •)

di
'h' II-)

4/» (m- /,'

'/il' . </v ,
(M -i-.N/(')w /

,
\

,

— -5-71 TTT -t- /' — 4 î<
'
-^ ^

7b.



<i04 SOLUTION DE DIFFÉRENTS PKOHLÈMES

N'(M + XA')

8li'{m — k')

M + NA')m
4A'(ot — /,')

N(M + X7(')

8h' h'

-h ha- (Il 1 1 u'

+ (A-44H)p)v]v-.l ,-(/, + ,m), \!~,

-+-

I
f(3T(cos2H/ + sin2H? v-^)

+ T' (aCOsH/ + .V..sinH<v/^)J e-i*-^'"'"V=^r//.

Un traitera cette équation eomme on a tait ci-tlevant l'e(iuatH)n / . el

supposant, pour al)réger,

(»= s\n[(/i -i- iin)t] j T ros[{2/i' — ft + im)t]clt

— ces [( /( + im )l]
|
T sin [(2 h' — h + im) t] dt,

X— sin[(// +im)/] i T'ros[(A' + im)t]dt

— cos[(// + (w)/] Tt' sin[(A' + im)t]dt,

^ = sin [( /( + im ) t] j T ces [( 2 /(—/(' + im )t]dt

— cos[(7( -(- im)t] j T sin[{2/i - /*' + im)t]dl,

et de plus

_ N'(M-f- N/i/)
"~

8/('(w-/«') '

:m + n/(')w
-h h oc- }.H-i,

^fi'(m — I,'

N'(M + N/(') . ,„,„
on [m — A )
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1)11 trouver;!

m, — /i'

h I m, — ni:]
y,, ros

|^(
A -f- im, ) <] -t- Ç, sin

1^(
/i -t- im, ) /

j

,
dlj' , rfV . ,

(3.9. -I r •/.

h {m, — ni
- •/], ros [( /( -4- im, )t] -h'Ç, sin [( // -+- ini: ) l

j

, 3!, H- V
, a,— -t,

I
-(- 3, », -4-

X,
• <ll, •

y;,, v;^, Ç,, Çj ctaiil li-s v;ilfiii-^ de /;. Z (|Mi rcpoiidi'iil il ///, el rn^.

Si l'on voulait cncoi'c pousscf hi |nr(ision |)liis loin, il faudrait alors

rt-prendrc les calculs du n" 58. et y avoir ci>ard aux (]uaulitcs de l'ordre

de /' (|ue nous y avons uei;liijées.

65. Soit T :^ AI'. A étant une (|uantile cousiaute. et V nue tonclinn

de P telle, que

-; i- a- P = o ;

ou aura doue

1 •

/ T (OS ( /i -+- ///! j /] (// = \ / p cos [( A -+- ini ) l] (h.

et

tP P
I I' cos [( h -f- im \ t ]<{t = — — I .^7 cos

[_{
\t\dt

1 </ P ,
, , . . , fi -h im „ . , , . , -

cos|(/i -h im)t\ ~~ Psni ^{n +- im) t]
a- (It

;
// -(- im 1

/ PcOSi(i
a- I

lit] dt

'U iutet;raut par parties: d(Mic. sup|)()saut i]ue l'iiiteiriale

/ Pcos[(/i ^ im r lit
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soil |)rist^ (le manièrt' qu'elle soit nulle lorsque / = o, et (|u';iloi's on ai(

</P
~p^ = a. on aura
(It

i P(-os[(^ + im)t]dt

= \[h ^ im)? sin \( li -+- im )t]-\ ^ oos \[ h + iin ) / 1
— a: -; A

L
" clt ^ ' J{ii -t- im •- — fr

On trouvera de même, en ]»renant ,3 |iour ce (|ne devieni P luis(|nc

t = o,

/ Psin[(/( -I- ini)t] lil

= ~(fi -h im]^coii\{/i-him)l\^'-^sm\{/i -him)t]-{-{li -him)^ -, ~
L at ^ W{li-\-im)-— (I-

De sorte qu'on aura f n" 62j

i( ^ -; r^— -\ {Il + ini)V — a sin [(A -i- iin)t\ — 3(// +/m)cosf(// + im)t
(h -ir- im)- — a- [ ^ J r-> ' u

j

Pareillement, si l'on a

</- P'
T'==A'P' et %^-^u"V' ^o.

(It-

(IV
el que x , fi' soient les valeurs de -j- et de P quand / = o, on trouvera

•'^(A
-,

^- [( // + int ) P cos [(//-//' )/l H- ^ sin Uh- h')/]

— a' sin [(
//' -h im) t] — p'

i
li' -+- im ] cos [(

/(' -^ iiii ) /] •

Donc, si l'on a

T = AP + BQ + CR + . .

.

et

dt' (Ir-
^

dt-

et (le même
T'= A'P -i-B'Q -i-C'R'-^...

et

-dF^"'=°- ~JF^''''^="- ^-rC'H'^o,...,



l'I i|M"nll lîlSSr
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Q

fi07

A' - u- h' - Ir ^ ^ Ir - c
-W

M' C
h'— a ' li^— h • h '— c''

•I tic |)llis

F=/-A, G==g-r, F=/' A, (, ^g'-V

(a, r. A' rt r et;) lit les v;i leurs dr (-), - ^- »
(-)' et —j---, lui'S(|iic / ^ o

J,
hi

i'nriiiiilr ^' (lu M" 02 (loiinci'a. en iicglii^cnnl les Icrmcs dr l'uniii' de i.

V <-()s[(// -(- /w,)/]

(h)
A(/?(i— //(•.' î /(/(

I
/(/( ' m, — «(.. !

— (i' siii
I

/( + '/",)/

/H. /, M + N /(

m, — m, 4/''( /«, — ni.
y ri)s[(/( -t inKjl]

' ^' "•"
/ /./,/,... ... 1

''' '''" if ^' "•" "" ) '] "^ ''•

Par lii (III aura la valeur de v l(irs(|ue les t'oiiclioiis T et T seront e.\|)ii-

iiiees |iar des siiiles (|U(de(Ui(jues de dillérenls sinus. et ciisiiius d'anjiles

iiiiilti|iles de /.

Il l'aiil idiseiNcr (|iie si a elail ei;al (Ui ]M'es(|iie ei^al ;i /;, il ne serail jias

|)erinis de neiiliiicr les (eriiies all'eetés de / dans l'expressiuii de 5. el \'i>\\

Inuiveiait aldi's dans la valeur de \ des termes diuit les coeHieieuls se-

raieiil lri's-j;raiids: il en l'andra dire autant du cas oii a' ne serail (|ui

Iri's-peu dillereiil de //'; nous en laissons le détail au Lecteur.

Mais, si </ était exactement éijal îi h-him, le dcnominateurr/-— h^irri

de re\|iressiiiii de j devieiidrail ci^al il /éro, et comme cette (juantite

ii'esl |)oiut iiitinie, le uiiiiieraleiir correspondant serait aussi eiral a /ero

dans ce cas-lii; taisant donc

Il -L ini =^ Il + ',>,
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et reganhiiit '„ comme une quantité évanouissante, on trouverail

9 = — oct cosat -+-
(3 {cosnt — al siii«/) — P — «-y— h

(le sorte (|ue la formule (h) contiendrait des termes multipliés par

l'angle /. Il en serait de même si a' — li -\- im. Au reste ces deux cas sont

susceptildes de remarques analogues à celle (|ue nous avons faite à la tin,

n" 52.

60. (lomnie les quantités w, et nu sont les racines d'une équation du

second degré in" 60), il peut arriver ([u'elles soient égales ou imagi-

naires; ainsi il ne sera pas inutile de nous arrêter ici a discuter ces deux

cas.

i" Si /«^ = /«,, je fais ««; = w, 4- oj [',> étant une quantité évanouis-

sante], ce (|ui me donne

m,- k' m, — k' m — h' nu — k' M -+->/;' M^N//'
I,

/>/, — m. (.) /H, — nu '> nt, — »?: '.>

et

ros[( /( -t- ini-:) t] = cos[( // + //«, ) t] — iti,i siii [l'A + im, ) /],

siii [{/( -f- inv.) t] = sin [( /( -h im, ) Tj + //f» r'os[(// -^ im, ) t];

donc, faisant ces substituticms dans la foinnile // , on aun). après avoir

effacé ce qui se détruit,

>- := F cos [( /i -h im, ) t] -^ j- sin [( /; -t- im, ) t]

+ / r w, _ /,') F + ^4^ F'
I

' sin [( // + im, ) l]

— / (i H TT-r,' <J ' fos
I

7' + im, )/!-:- (-J.LA 4''" J

Mais il faut bien remarquer (|ue, pour que cette équation ait lieu, il

faut ([ue les valeurs de m soient égales rigoureusement et sans rien ne-

slicer. ( Voyez le numéro cité ci-dessus, i

2" Si m, et m., sont imaginaires, en sorte que

m, = u. H- V \l— I ei m: =; u — v ^
— i

,
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un ;iiir:i

m - I, 7, - /,-'
I «1. - /•

'

a — k" I M -(- N /( M - N //

m. — m, ,j,^/_, 9 m,— m, av y — i
' m, — m, ,y^/_i

ciiiiiiU' on lruuvi'i-;i

e''' -\-
e~'''

r . ,.
fos (/( -(- />H, /] — fos[( // -¥ itj.) t] î- si 11 [l h -t- iy-'i f [

c -t- e
"'''

-hi I /i -i- /«(,] /, = siii j// -+- lu.) l] fos[(/i -I- iy-)i]

fl ilr mi'lllc

ros[( // -+- /w. ) / = rus ; A -f i y. ) t — sin ( fl -^ iu.) l]

\ -

sin '( A -I- mîj i /
,

r- siii (/<-- /v.) /l -+- ros'{ A -i- /y. j <]

.,,^^-,„t

(les siiltsliliilioiis l'iiilcs. mi \cria (juc les iniiiifiniiircs se (Ictniiiipiil

dans la foi'niuli' h ., et (|u'tllc deviendra

F ros [[ /( -r i'j.) / -K y sin [( /( -+- iy. ) /]

e

F ^ '—r-r i' sin Ji /( -+- iu ) l]

(-).

Ainsi, dans le cas (lii ri'(|ualinn d a ses deux racines imaginaires, la

valeur de v conlient nécessairement des expoiienlielies lnules réelles, et

(|ui croissent ii l'intini a mesure (|iie / croit.

.'ippliratioii de hi .solution prrcôdente a Ui théorie de Jupiter

et de Saturne.

67. Soient I la masse dn Soleil. .1 celle de .ln|iilei-. rie fayoi) vecteiii'

de l'orliile de celte plaiii'te |)idjetee sur le plan de re(dipli(|ne plan (|ne

nous rei^ardenuis comme ahsolument li\e et imm(d)ile . z l'auiile déci'it

I. 77
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|);ir le r;iyi»ii r. pendant le temps t, et q la tangente de la latitude liélio-

eeiUrique de Jupiter.

Soient de même J' la masse de Saturne, r' le rayon vecteur de son

oi'hite réduit au plan de réelipti(|ue. '^' l'an^^ie décrit par ce rayon

durant le même temps /, et y' la tangente de la latitude héliocentri(|ue

de Saturne.

Entin, soient la |)erpendirulaire menée du centre de Jupiter sui' le plan

de l'écliptique/;, la perpendiculaire menée du centre de Saturne sur le

même plan/>', la distance de Jupiter au Soleil, c'est-à-dire le rayon mené

du Soleil à Jupiter, u, la distance de Saturne au Soleil ?/', l't la distance

de Jupiter à Satui'ue c, en sorte ([ue

/*='(/, />' = /'(/', u ~ \JI- + p^ 7= lsj\ -\- q^ , m' = r' y I -»- (/'-

et

V = v/[rsin((p [r' — ;• cos
(
9 — <p' }]=-!- (/>—/;')=

: v'/-=(i H-?')— 2/r'[cos(9 — 9')-Hgg'] -i- /•"(! +7'').

et supposant

J{ = J'

/— r' cos(9 — 9'; /'cos(tp — 9')
]

^^ J'

'-*""''
(7 ~ i^)

''«'"(Ç-?')'

P ^ J'

R =J

' P-P^P

r /•' — ; ces
(

|_
v^

9 ) /cos(9'—- 9)

0'=J [t7,-~7^ '-'siniv'-'fJ

P'= J

i>' II-

P' -P _^P_

on aura les six équations suivantes {voyez, les Articles XIV et XVI

du Alémoirc intitulé : Application de la méthode précédente, etc..
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iJr ii/o' ,, ,, r
- -h (l -h J )

— -4-R — o.

611

dr- dt

dir'd

dn
-Q o,

dr- II'

d'r' r' do'-

ITr- dV
d(r''d'J)

-+-(I -^ J')-r: -^ K' = ".

dt'
O'=o.

(Il- Il
'

(lonl li's liiiis iHcinif'ii's icprcsciiliMit le iiiniivi'iiiriil (le Jii|pilcr ilcriiiiiif

p;tr Saliiriii'. et les Iniis aiilics celui de S;iliiriif ilcriiiiijL' |i;ii' .lii|iitfr.

D'mii l'on Miii (|iii'. i|ii;iii(l on iuii"i <alciilc les (léraniiemeiits de Jupi-

Icr. Ic> nielliez toiinulcs sci'vii-oiit \\ calfiiItT ceux de Saturne, |jiii>(|ii'il

n'y anra (|ii'ii chaniici- r'. '^'.//. u' . .1 en r, '.;•/'• "• •'• ''' '"'^' versa.

fis. l'uiMpie ji - nj , riM|iiatiun

dt- ^ ' u"

(leviendia. en divisant par- r.

du ? ihi dr d- 1
, , q P

et, nieltaiil an lien de —.— sa valeur liree de la [ireniii-ie équation, on

auia. après avoir etiaee ee qui se détruit.

d-n d'S- idti dr 1' — U</

dt- ^ dt rdl- r

,, -, !•• .- d rd'^i „ ,

hnsnile I e(piatn)n —j—^ ^ (J = o donnera

r-dz,

~dr I
u dt.

77-
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c étant une constante ai'liitraire; d'où l'on tire

'dt
^

7^

Donc les équations <ln mouvement de Jupiter seront, à cause de

u — r V I -H q-

chr {c-JQcltY I+.I

dr-
+ |{ = o,

/-(
I + </^)'

(/) lui [c-JQJty 2d(]dr \>~ n,

dl' '

'^ r'

do c—jQdt
~di 7^

dV
: O,

(i!L Les équations [i] donneront r, q et o en t\ d'oii l'on connaîtra le

lieu de la planète à chaque instant. Si l'on voulait de plus avoir l'orhite

(ju'elle décrit, on n'aurait qu'à éliminer le temps / au moyen de l'équa-

tion

d{rHlo)

laquelle étant multipliée par 2r-d'^, et ensuite intéi;ree, donne

(^)'.,/o,..„..,:.

(] étant \\\u' ciuistante arbitraire; d'iu'i Ton lii-e

r'do
dt :

\/C-^fQ,-d,

Et cette valeur étant substituée dans les deux premières des e(|uations «j,

on aura, en j)renant r/i constant au lieu de tù, et taisant

dr
- s.

a 9 \
'

rd^^J
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les ctniiilions sni\;iiilcs

d's

d'n

C — ofO/'^/o

C — aJO /•=</:

70. SiipposiMis (|iic les luiccs pcitiiilmli'ncs R. Q, I' Miicnt inillis, en

siii'lc iiiir l'diliilt' Sdil (li'i rilc cil Ncriii ilr hi sriilr lorcc ^-^ Iciiihiiil ;iii

II'

(•(•litre (II! Soleil, cl les e(| Millions () Ile iioiis venons de trouver (le\i end ro ni

d's I .1 d'il
j—: -i- s —

, — o. -i-' -^
<l

f>,

C(i -^ q^y

l('S()iie!les l'Ijinl int(''iir(''cs donneront

•,>'+••-
^ — £ siii( o — a), s = —jT— ^ !-(-(/• + /, (•<)s( 9 — '.)

),

£. y, f, et 0) el;uil des constiintes Miiiitraires. et 1) etiint ei;;d ;i C i -i-
='•'

.

I,;i preinière de ces denx t'oiiiiiiles nous iiionlre ipie l'orliite est loiile

dans lin plan fixe laissant par le ceiilic des lavons i\ et eoiipaiit ce plan

de inanière (jne i soit la taiiiiciile de rincliiiaisoii. et y le lien du lueiid

ascendant.

I.a secoinle l'ait voir (pie l'orhite est une ellijise dont le l'o\er esl dans

le centre iiK'iiie des rayons vecteurs r: et pour en deteriiiinei l'espace et

la posilioii on considérera ipie si l'on noinnie <l> et i les aiiiiles doiil -^

cl c/. sont les projections, on aura, 'l> — i étant rai'i;nnient de latitude.

(^t '^ — OL sa projeclion.

cos(9 — a)

eos(<i)--V) ^ ^

sin(o — a) \ I -I- q'

et par conse(pu'nt

COS O — 2) -f- (/ cos('I> — >. ). siii(; LL±i:sin(.|.-.l):
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iJolK

ros {q — r,>}=z cos
( ç — a -h a — w

)

:= cos (9 — a ) cos { a — f.i
)
— sin

( 9 — ac ) sin (a — 03
)[,j . , sin (a — 03) . . , ,1 , :

cos{a — w)cos(* — -l. )

^

sin(<î'— *
)

yi -t-q'i

et faisant, pour plus de simplicité,

sin {a — w) . . , ,

cos ( a — w ) = .L cos (
-V — il'o ),

= "l sin ( -i — Db ),

ce f[ni donne

/i + e''cos(a— wP , tang(a — oj)
>L = 1 ,

-î-^ '- et tang(-l — Dbi = --^.^^ -'-

V I -(- ; . I _ ;;

on aura

cos
(
9 — 'j>) = C cos ( <t' — 11!.

) y I -^ (/ :

donc

= —fT ^ •/; 6 cos( <ï> — II!, ).

y'H-g- D

Or .V := -5 et /•v'i-l-y' = w rayon vecteur de l'iu'liite réelle: donc

ré(|uation de cette orbite sera

—j- l-r;i cos((I> — lit.)

Ia(|uelle est visiblement celle d'une ellipse ilont est le paramètre

et Tii: l'excentricité. A l'égard de la position du grand axe de celte

ellipse, il est clair cjue <I> = ub donnera le lieu du périhélie, et pour avoii-

l'angle correspondant o, que nous nommerons j5, on observera (|ue

tang{* — -A)
tang(o — a)— '^' —',

V' + E

de sorte (ju'on aura

tang ( -II!) — -t.
) _ lang ( w — x )

tangfP X
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71. liiiJiniiiiiM.s iii:iliitriKinl (|iii' rdlcl des i'iirccs |)(Mtiirl);iliii'cs i-oii-

sislc il r;iir(' viii'irr les (|(i;iiilil('s i, y., r, ri rr,, en soilc (|iic rurliilf miiI

rcprcseiilci' |kiI' une cHiiim- ijhi ili;iiiL;r roiirninclli'iiirMl iresj);i(c cl de

position : lions iniions dune

q-~t siiu 9 — a) (

dq
l
—

- — scosfc-
dv> r/o

or. |niiM|ii'on ;i drii\ iiidi'lriiniiifcs \ cl y. donl riiiic |ii'nl rlic luiil ce

(|ii'oii voiidiM, nous sii|)|ioscroiis

ce iini il(iiinci';i

siii(9 — x)d£ = îcos{o — y.)dy.

-p- = £ cos( o — x),
do

(le sorte (|uc l:i variation instantanée de la latitude sera la inénie (|iie si

le plan de l'orbite ne eliaiiiieait |)oint de position. Donc en niellani

£ ros( C/— x]d y.

sin ( o — a: 1

lonr di.

dq . . di , ^ da . ,—; = — £Snno— a-f- -7- cos ( o — 3c -f- j— e sin {-j — a)
do- do ' do

£ sin
tdo

sin
( 9 — a )</ç

Donc on aura, an lien de i'e(|iialion

''9 C— 2/Q/W/9

ces (leux-ei

î rfa

sin(9 — ajrfo D
fo.'

; o,

w/-.

</c </ =

tang( 9 — 3;)

=-o.

pal' lescpielles on connaîtra le niouvenieiit de la lii^ne do nceuds. cl I;

variation de j'inidinaison de l'orliite.
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3" On aui;i

S = —j^ V I + V" + 'i cos( 9 — oi ),

il'oii l'on tire

fis l -i- i a du . , , dci dd)
-j- = —R— — /, sin 9 ~ w) H

—

-^ cos(9 — 0) -I- -7- 'i sin(o — u^,.
do D ,^^i-^q'

^
d.cf '^ ' d'^

Supposons ici, à l'iiiiilation de ce (|ue nous venons de l'aire plus liaui.

C'os
( 9 — M ) dri = — r, sin ( o — &> ) du,

de nianièie que l'on ait simplement

ds I + .1 q dq

T' do V I -4-

r, sui( 9 — w).

c'est-à-dire nue la variation instantanée du lavon r= - soit la nu'uie
' • s

(lue si l'ellipse demeurait constante, et diliérentiant cette valeur de -7—,

on liduvera

+ J V dq- + q
(/'« I + J Vdq- + q d-q q-dq-

^ - ~D~| d.^JV^' "
'^i^^'^^

dr, . , .
drj,

Y) cos ( © — w
) J— sui

( 9 — 0) ) -f- ^— y? cos
( 9 — iM

) ;do

I
dq- „ ,

or-, a cause de -p-; 4- o-' = g-,
d o- ^

dq- q'dq- dq' E'-y-

de plus
d'q _
dlo^ ~ ^

donc

qd'q

C-2/ Qr'do

q f'

dG-\/ï-hq- V
I "^ </ \t -h q' C~

2J
Qr'do

-sj^+q'
V-?' V I -h(/^ C — ^fQr'do'
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, • 1 /
r,sin{o — '!)) ,

(lune un ;iiir;i. a ciinsc <U' f/r, = _

——, r "'"<

d^ I -t- J

fos o — '»>

.^7^)-^

— r, cos ( V — '"
)

-+"

<y 9 cos ( o — '.I

Di' S(irt<> (|iic ri'(|ii;irn)ii

( 1 -+- .r I -h «= - -t- f
*— ' , — - =o

'/?= C -../ 0/-f/o

se clKiniicr;! en CCS (lcil\-ci :

I -+ .1 ( 1

l

ri ilui

cosfo — ',t)<l'^

I)

1)

f'-'

o,

),<l:

(ir)
taiiKfo — '.)) f/o — o.

Ics(|iicllc> sci'virdiil il lidiixcr /, cl ...

An rcsic, di's (in'iui ;im;i limixc / cl y en -,. nti liicii r. q cl o (

|)(Mirr;i, si l'un vciil. limiNcr luiil de siiilc lo \;ilciiis de y. i. .> c

les ('(iiKiliiins

n /. lin

r, : c;ii

>

dq
(/ £ sin ( o — a), -j- ^i cos

[ 9 — se
)

diinnei'iHil

/ /
d(i 1= (/</

Va de inenic, les c(|ii;iliiins

l J

/"/

(/s 1 -4- J q d(j

dZ ^ 1> .7o"^"i^
/, snl^9 — '.1/

iniicrnnl, en l'iiisiinl. piinr alncLici-, S -
I -• .1

^j'^^m lang ,'0 — m)

</- =

</«

H r/o

78
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72. Les observations nous apprennent que le moiiveinent de Jupiter

autour (lu Soleil est à peu près eirculaire et unit'oniie. et (]ue le |)laii de

son orbite ne fait (|u"un très-petit angle avec celui <le l'écliptique; d'où

il s'ensuit que si l'on nomme a la distance moyenne de Jupiter au Soleil,

et h sa vitesse angulaire moyenne, nn pouri'a supposei-

/•^ a ( I -f- /)•). 'j =z ht -h ix, (j = iz,

y, ,T, z étant des quantités variables, et / un eoetlicieul Iri-s-petit, nii il

taul remarquer que les valeurs de v el de . ne doivent renfermer aucun
//

terme tout constant: autrement, contre l'Iiypnilièse. a et Ane seraient

[dus les valeurs movennes de r et de -r •

' ' (7/ .

Ola posé, si l'on fait ces substitutions dans les équations / du n" 68.

et qu'on divise la première par «, on aura, en poussant la |)recision iu,>i-

(|u'au\ quantités de l'ordre de /',

lit- a*
...

1-i-J / .. >3 .. , , .. . . ., ,\ R
: O.( I — 2 (V-f- 3/- )- i-z- — 4/' v' -1- 2>i^yz-

a'- \
•

?. rt

d^z .{c-fQdtY
'dF-^' 11'

^(>-4'>+.o,^,-=)

K
dzdy ji^dy. P R»/

dr- ' dt
ir^TTr- H —^ — o.

, (la: t- [Qdt
,

h -^ I —, =^ (i — 2/v + 3(M-' — j/'r I = o.
dt a-

...
On voit d'ahoi-d par ces équations (jue les quantités

ic-l'Qdty i^j R P-R^ . r-l'Qdt
«• a' a r a-

doivent être cbacune très-petites de l'ordre de /, [lour que les bypothèses

que nous avons faites puissent subsister.



nr (;\[,i:i;r. intkchai. (;i<)

Sii[(|iMsiins (loiK

C-i\},i/ ] + ,, ,.
^ I'- li,y .

a- a' a r

l't lt'> ('([iiiilKnis |ii('(((lciilc> cUiiil divisées |(;ii- / (|evieii(liiiiil , eii l;iis;iiil

I+J

<l- : , , ,, / .., . //:(/) ., ..

, / , -, (hit) ... -, V

</.r
- i//)-— \ — i/A)- 4- «oX -H 4''/'.) "— 5/-)-\

Si Td!! iKiiniiie (le nièiiie //' hi dishiiiee iniiveniic de S;itiinie ;m S(deil.

/i s;i vitesse ;ili;^ulaiie iiiiiveline. el (|ir(iil sn|i|i(tS('

/' =:«'(! -t- /)•'
,1, 9' =- II' I ^ i.r'. if - iz'

,

(jll ;illla les lueiiies e(|ii;i|ioliS (|lle ei-de\iuil. en lli;ir(|U;ilil sellk'iiiclil les

lellies (riiii li;iil.

7;i. Il I'miiI iiiaiiileiiaiil faire les meriies siilistiiniidiis dans les valents

de P. Q. R. el iiremii'renienl dans ('(die de — (|ni enli'e dans la valent- de

ces ([nantiles: mais, |iiini- reiidr'c le calenl |ilus sini|de. nons n'anren-

eo'ai'd ilans celle opération (|ii'an\ leiines de l'ordic de /. nne |dus

a,i'ande précision étant d'aillcni's inniile dans la pieseiile ret lieii lie.

.Mêlions d'aixiid 11 1 -^ iv ii la jdaïc de r. el a 1 -1- n ' à la place de / .

et nons aurons, en nei^li^eaiit les leinies (] . ijij el q-, (|ni seraient dn

secoini ordic. el l'aisanl, pour jdiis de simplicité. -^ —?= 5,

' = v«M" -t- 2()-i — luà \
\ H- /)--t- /V'jcosS -t- rt'-'(i -+- iiy').

-S.



tiâO SOLUTION DE DU FKHKNTS PROBLEMES

savoir

<' ^ ,Ja' — i.aa' oos6 + a'"- -+- ii{ary +- a'-y'] — ?./««' [y -f- y' )cos6,

d'iiii l'on tire |);ir les séries

— = tt" — -'•"« ''OS 9 -I- a- -

— 3/ [n-y -\- a' -y' — na' (y + .)' ) ros5 , [a' — ian' cos^ -t- «'•'] ^

.

Or les c|u;inlités

«- — 2<;«' cos^ -i- a'-l " cl (I- — 'f/rt' cos^ -t- rt'-l "

étant irrationnelles, il est néeessaii'c de les iciluire ;i une t'ornie ralioii-

nelle, sans quoi l'intégration des équations proposées ne réussirait point.

Pour cela je remartpie (|u"en taisant (i^=c/.ii. la (piestion se rediiil

à changer en une fonction rationnelle une quantité de cette t'oiine

fr — 2c.ços6 -h y- r\ dans huiuelle y est une tVaction iiioiiidrc ([iw

l'unité. Or. puisque

I — >.a ces 6 -f- a:- = [i — x' cos9 -I- sinS y — i jj [i — a cos5 — sin5 ^ — i )
'.

on élèvera la (juanlité i — c/(eos5 ±:sin5\ — i) à la puissance — .v: ce

(pii. h cause de

ros 5± sin 9 \ — r
'" = cos m 6 dz sin mO \ — i .

donnera

airos9±sin5\ — i i]

SX [ cos 5 itsin 5

« ( i -f- I
; ( « + T

)

sis -f- I )
—

I -h sx\ cos 5± sin 5 v — i h—^ 2- ' ros-.>9 ±sin2& i'-
2

2.3

De sorte que. si l'on fait

2" ' cos 3 5 ± sin 3 9 ^ — i j -t-

.

n , A s{s-hi)
.

, sis -^- i)(s -h -\) , .,,
P = I -(- SXCOSQ H xr COS5 -(- 'A, ' x' C()S3Ô

3 ?.. 3

„ . , S{S -h l)
^ . . 5 I. i H- I

) ( i H- ?,
) , . ., ,

' ?. . 3



UI-: (,\L(.l L IM i:(il! M 02)

iiii :i(ii-:i

fl

fi — stf^cosO + siii& v'— 'J - ''" ^*\—

'

I — 3t ' CdsO - SiiiiO^ — i;J"' I' *)'

Donc

;i — -î.ar-osO -h a')^' — I»'-hQ'.

()r, M l'on l'ail les carn-s lii's deux scrii's I' rt (J, d (|ii'imi :iiiiiilr l'ii-

scilllilc li'S Iri'iiirs (llll aill'unl jr ini'iiic riiclliciciil . l'ii l'aisaiil allriiliiiii

i|ll('

CVS ni Ù cos» + siii/;( >iii /( 5 ros( m — « ) 6,

1)11 li'diivi'ia

( I — .' 2 cosO + y.')^' ^' !' + ii!i (•()S& -4 C cdS?. + a1 cos^O -t- • . . ,

les ((M'ilicicllls I . 11!,, Z. laill i'\|)iiiiir> ilc la iiiaini'l'c silivalllc :

.1. r= I -(- .1- X- + i[S + I ! S {s -t- I
) ( i -(- •>

?..3
z''

:>. '. •> ^. . >

Z s{s-i-i)
,

.ï(« + i)(s H- ••) î(i -(- I
I i(i -h r )(5 + .>)(* -I- 3)— =^ • X' -\- s r.

3!* + ^—T X' -!-...,

?. •>. 9.5 T 2.3.4

cl ainsi (If suilc.

An r'cstc, (|iiaiiil dii ania ilcliTininc par ces séries le> (len\ |niiiiieis

(•(lellicienis i cl ni.. i>n Iniiivera Ions les siiivanls d'une nianii're Iri's-

sini|ile el tri'S-l'aeile : car. si l'on |ii'cnil les diirerenliclles lo^ai'il liHiii|iie^

de l'ccpiarKm

( I — 'x cos 5 -f- z- )
' : l 4- II!, cosô -t- z eus-.) 5 + . . .

,

et (|n'a|ircs avoir iiuilliplie les ilen\ nicnil)rcs en croix on compare

lernie il Icrnie, on anra, comme M. Iviler la Ironxe le premier dans ses

Jicc/icrches sur le mouvement de Su/ur/ic.

[i + X-) ni. — -Jfa-V.
:

: '
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2(i -1- a')S — (i -t-ijaitL
S):

{3-s)x

3(i + g-)(0 — (2 + 5)a:£

(Imuiais.saiit ainsi tous les coftlicients de la série ijui lepreM'iile

'i — 2circos5 + c(- ~\ on trouvera tout de suite ceux de la série qui ex-

prime I — 2C(vosO -+- a'- r'"* ; ear, dénotant ces derniers par T, ^ . .a,. . ..

il faudra (|ue la série ^£ -r- ^eos5 +.iicos25 + . ., étant multipliée par

I
— 2 2< e()s5 + a'-, devienne égale à la série a -4- 11!. cosS 4- £ eos25 +—

La inulli|)liealion faite. (Ui trouvera, en eomparani les deux premiers

lermes,

-i, = (i -(- 3c=)'f — a^ et ilb = (l -Ha=).^— aaT— a.'tl.

(3r A est donné en y.' et o tie la même manière ([ue £ est donne en i el m,,

(le sorte (pi'on aura, en mettant ^ + i à la place de s,

( I -)- a' ) ^ — 2 ( 5 -H 1 ) a: 'f

in. = ;

(i — i)a

Donc, substituant cette valeur de A, on aura deux équations eu .t . m'.,, T

et 5 . d'où l'on tirera

s — I

(i-HaM-l-l- aili)

^ S
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or les snii's l'i-ilrssii.s (loiiiicni, |j(nii' ce eus.

«23

•< =r I -(- =7 a- -4- =j—p a' 4- r- 7- -, • '>

( (
. l(> ( . Il), jo

il!> 3 ().') il.?/».-— — - y J- ' v> -i- -' '- x" A- . . , .

lrS(|ll('ll('S, il (MUSC lie y. - rliviruii, (l;in> lii llicolii' (le .lll|(iliM !! (Il-

Siiliiriic, seront assez coiivci'jiciitcs |ioiir (|ii'ciii (un-~si' se luiili'iilt r d un

|(('lil iionil)it' (le termes.

pour l'îiciliter le ciileiil île ci's (len\ srrii's. Ies(iiielles |)eiiveiit mii^>i

eti'e (I iis;ii;i' (laii> plusieurs aiili-es occasions, je vais doiinei' ici les loj;a-

lilhnies des dillerenles [luissances de y ijiii entrent dans les valenrs de t

. 1 I'!'



mk SOLUTION DE- lUl-FÉHEiNTS l'iiOHLÉMES

si, iiiirt's avoir pris la sdiiniic (l'un imiiilnr (|uelcon(|iic de Icriiics rie rime

lin (le l'anlrc série, on en reii,ar(le le reste eomme nue progression geo-

rnelii(pie, l'eri'eur sera toujours moindre ([ue la somme de eette pro-

gression; ainsi il sera aisé de juger de la quantité de l'approximation.

7i. Supposons donc

a' —^ 9.c((i' cosô -I- a'') =-V., -t- lis,, eus 5 + Z, cos?.9 -f- lù, rosi 6 ->-...

el

( fi- — -yaa' cosâ + rt'- )
^ r= a', -t- 0^, cosô + il, cosaS + -S, cos 3 6 -^ . . .

el nous aurons

I

-V, +- «b, cosS -(- £, fosaC -t- (.0, ros36 + . . .

My rt=Û\ — ««' ^ + ("''-2.' ~ ""' '-' ~ ""' V )
'"^^

-I- («'A, — «rt' ^ '-
\ cosaô

3/r' '/'-'i\ — rtrt'~ + \a''\_^ — aa'^t, — aa' '-^-'

j
cos5

4- I a'-A ,
— ««' i-^ -'

j
cos a, 6 -(-

.

ou Itien

V., -f- ii'o, cos 6 -f- C cos 2 + lO, cos 3 9 -f- .
.

.

_i_ /^. ( cf., _,_ ^, cos 9 -H t'a ; cos 2 9 + {>, cos 3 9

-t- «>
'

( «î, -I- ^3 cos 9 -t- A, cos 2 6 + S, cos 3 9

en faisant, pour ahreger.

?),
•i",= 3 aa' ^ - «-^ 'i\ ,

^ , ,
2^r, -v-A,

A,= 3(rt«' ^^^^^^^ rt^.a, ,

.S. = 3(««' '^^^^ -a'è,].



Itl-: CALCUL IMLGKAL. G2o

., / , A, -t- (T, , V

S, = j («a' —-^ - - rt ' -S,
)

;

75. (".fia pose, on aura d'alidid

— = a ( l, -I- y!<, cos -I- S , eus ?. -(- i C>, ros 3

irrt[-A-, -^U':-!- (il!,,-)- ^ilfOsO-i- (Z, 4-Aj)C0S?. & -4- ((D, -t-.SjjcosSÔ -»-...]

iV'n ( U'', -(- ^ , cos -+- A,, cos ?, 5 -^- .Sj eus 3 -i- . . . ).

M .1. iiii'liit'

— = «'
( -A. ,

-(- 11!,, cos -f- C , ros ?.(/-(- (i:\ cos 3 -^- . . . )
J/3

'

-I- /)«'
( 'J.\ -)- ^. cos -^ .'d-.. cos ?. 6 + -S; cos 3 0-1-...)

-t- iy'a' [-A; + I'.,-h(ii!„ H- ^i) cosG -i-(î:, -f- A3) cosaO -+-((Çi, -t- -Sj) cos 3 6 -(-...].

Donc. miilti|)liaii( cctti' (IniiiiTc (iiiantitr- par cos5, on ani-a

-cos6 = «'|^-^^ (.1,+
-^

jcosô
11!., -t- (Cl,

COS26 -h .

-+- /)«' ^' -f- ('P, -^ '--:

j
cosO -+- ^' "^

''''

COS?.!;

. , ,
fil!,, -t- ^, /' , £, -t- A,;

-i- ,,• (,' . -^7^- -+-
( •' . + '-^j -" ' cos

5

iih, -f-^3-!- cï>, -I- -S.,

cos 2 5

Or. en lU'gliiîoaiit les ternies de l'ordre de /-,

r I

t'M

79
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et [i;n ((iiist'inicnl

—^ cosS = -r COS& — yir'~T, ''OS 9.

Doiic si l'on IViit

,
)!!>,

V , ^:= a' -V ,
' (l'a -^)

,2-1, + £, a-
1)1,: = rt^ i)b, — a-

a

i,, =: fl^ i-, — «-rt
, -Ub, + (-0,

(Oj =rt^ce, — a'

a

î/j' —w, -t- >_,

a, = «'
{ £, -^ .-R; )

— a-a

9,— 1

2

a'i^ + .'ft,

2

-Si = «'{(0, + §2 )
— a-a'

a\=«''r.,-«'rt' i'^ ^'{^-¥y
^, = a^ ^3 — a- a'

2-1-, 2 «',,-+- .sis V
•2'''1Z ((

a'i^lj— a-a I

— + à), ^3 + -S-y

, / s, + d:, .A:, -I- Es \= a'-S, -«-a ^
-1- ^ j:

on aura i n" 67

j'

R = — ( ,V., H- 11'.,, ros 5 + £, cos a 9 -t- lO, cos 3 -i-
. . . )

a-

-I- / — r ( 'JP. -!- ^, cos 5 -+- A. cos 2 9-4- -S, cos 3 9 -t- . . . )

_ / i_ ,.'
( tjL\ + .) , cos 9 -4--:tl, cos 2 9 + .S, cos 39-+-...).



Kl-: (.Al.l.l.l. IMt(.U.\l.. (i-27

.\l;iiiiti'ii;iiil nii :iiii';i

in 9 - a' -1

,

I siii -- sin •>& + ...
\ ?. / c* J

ha'
1

(u\ -
'^'

)
sin -K

^
^

^ ^^ sin ?. 6 + . . .

|

. , ,1 / , £,H--il,, . . /11'.., -^è), (0, -^-s,. . ,

Cl

' . , ' . , ,
I

. ,

7 sinO - -^sMiv .>./>• -,-siny.

Dniic. SI I lin iiuihi|ilic ces dnix {|ii;iiilil('s |);ir r =^ /i i + lY .
l'I 1)11 mi

lasse

, ,
9.-1.,- £, rt=

D!,,
- ««'

11'.., — (0,

S, — i,
v,, =- (lui

, / £, — C, A.. — G, ,

\ ï >. j a

,
/ 11!,, — (t>

I» , — -S; ,

t- = (''"
( -, ^"^,,—y

(Ml aura ' iiniiK'ro citi'

O = "-(-l jsinO -^ iii.jSini^ + SaSinSS -s-
. . . 1

rt

79-
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+ / — r ( a\ sin Ô + '^^6 sin 2 9 + A,, siii 3 5 + . . . )

+ / — y'
( y? ; sin 9 + 3 7 sin 2 9 -)- A- sin 3 6 -(-

. . . )
•

ti
• ^

Eiithi on A

tl'oii, en néelieeant les termes de l'ordre de /-, on ;iur;i

P = /J' (sa— z'a')(A<, -i- Db, cosÔ -<- £, cosaô + . . . ) + ^, •

De sorte que. si l'on l'iiit

A>, = a^-l., — -A-,, iii„ =: «^ ni,, — -i)!,,, £. = «^ £, — £,, . . •

,

=1-5 ^ — «-a -i.,, il'ds = — «-'« ilSi,, w, = — «•'(( Oi, . . .

,

a -

on aura, aux <juantites de l'ordre de i- |)ri's,

———^ = / — 5 (4..1 -t- vis,, ros6 -t- £i COS2 9 + C0. eos3 9 -t- . . .
)

-+ / — s' ((•„, + ii^iTosÔ -+- £,fos2 5 + iD, cos35 + ...).
a-'

Et il ne restera plus, pour achever les substilutions, qu'a mettre au

lieu de 6, c'esl-à-dire au lieu de 9 — 9', sa valeur [h — li ) t + i [x — x' ),

ou bien, en faisant // — //= H, H/ 4- « (a- — a'), ee qui est très-t'aeile,

ear il n'v aura qu'à mettre partout dans les expressions précédentes H/ à

la place de 5, et ajouter ensuite à la valeur de R la quantité

— i'—\x ~ x' ) ( (il,, sin H / -H 3 £•. siit 2 11 l + 3a\ sin 3 H / + .
. . ).

a'

et à celle de la (juaiitite

i'~-{x — x'][ -.1.3 cos H / -f- 2 ubj oos 2 H / + 3 £3 CCS 3H / + . .
.
).

a

70. On sait (|ue les masses de Jupiter et de Saturne sont très-petites
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|);m- r;i|)|i()ll ii celle illl Soleil, en suite (pi'oli |ieill viippuseï' y
i= Mil el

T = ' III ; (loue, |)iiis(|tie /> — ! n li . un ;mii':i

ou, i'itisiiiil .— h=ii\,
I + Ml)

i -f- / 111

J' = ia'

t\\)ù il s'ensuit (|ne les (|n;iiitilés W (J. H smit tii's-petites de l'ordre de (.

et (|n';iiiisi, pour siitist'iiire iiu\ eijnatioiis /•, du nuineio cite, il est neces-

Siiire de supposer — prescpie e^id ii //. et
' on liieii // presipie e^';d

ii/r.

Suit donc

— /l — / I cl /; - /(- l'J..

a'

vl les ('(piiitioiis / donneront, apii's M\oir siilistitne le> \aleiii-s de H, Q

cl -^ trouvées ci-dessus, et divise le tiUil par /.

\ = r -I-
Il

(-1 ,
coslJ/ -^ '-

|i!v cos'll/ -*-••)

— in
I
y { 'X\ sin 11 / + .^, sin illI -4-

. . . ,jl

— (Il / )'!'r sin 11/ -f- ^- sin?II/ -*-.,.
i ///

— ('
Il / (

.» — x' )( -X'i cos 11 / + nSij eus •-' Il / -i- .

Y = g-i- n(-V , -(- \i!v. cosll / — £. cos >ll/ +-...]

-+- in y Cr, -+- ^; cos 11/ -^ A. ros-.>ll / -f-. . .)

+- iny'i^î^i -t- .2^ . i-osll / -^ «V, cos>. H / ^ . . . )

— in(x — x')(ii!v.. sinll/ -^ £,. siii'H/ — . . .

Z — inz (-V, -t- ii>.„ cosll/ -*- Cens?, 11/ -i- . . . i

-h ni2'(a-.i-i- ubiCosII/ -+- £,cos-.'ll/ -(-...).

Jl.
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77. Ayant ainsi les valeurs de X, Y et Z. il ne s'agira plus (|ue de les

substituer dans les équaTunis du n" 72. Or. si l'on met /r -i- ? g au lieu

lie h. {|u"(m néglige les (juantités alîeelées de /- n et de iu'- 'parce (|ue n

est aussi une quantité fort petite, comme on le verra plus has;, et. (pi'a-

près avoir ajouté ensemble It^s eoefficients des ternies analogues, on fasse

A,, = a)î,j ^-,7

—

'- A,,

D!)o, = £.

H

2 ( A -t- /f
)

2 H
ll!>î.
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-•- ' / y{ 'J^'' sin Ht -^ ^,shv^ï\l -h. . .)(/(

4- / /(ar— jr')(-l.srosII/ -(- «'.., ros-'H/ - ... i/l.

«:J1

un aur;i li-s ((lualioiis suivaiik-s

C.i

-^ -h[/r + i(6/i(~ ;>,g-t- 3/f=-i^ ii'JP.)].)-

+ g — •.>. // r — / r- -r 11 t : — H / [Ir -^ i I i/'f w,.>-

/(/l=-f-/g) 3' + (i/'/iM-= -f- i/=//-)-J' ^ ll'l» o.

d'z

(«n

l -^ +[A'-f- i{:r/l{ ^~ /f-'-Hl-l..,)];- 4 / A' -^ ../Al^sr

. rfc f/f ., ,, . (/: dy ...+ >/ —— r io/-/;-3)- - \i'r —-- -I- / Il 'I
— o.

dl- «/•

:; A -i- /f)_)' — f — 3/1 // -r ( lj_)-' -h -(/ = /()• ^ ll^;=o.

Telles sont les tMjnalioiis du iiioiiM'incitt de Jnpilci-, en tant ipi'il (>!

altère par l'action de Satnrne.

On trouvera des (Minathins seinliiatilcs [lonr le niouvcnicnl de Saturne

derani^e par Jupiter: il ne l'andia pour cida (]ue mettre .r . v'. r- a la

place de X, v, r, et vice rersà. el inaiipu-r tontes les autres lettre^ d'un

trail. a l"c\ce|itiini de 11, hupielli' étant égale à li — h deviendia // - //.

c'est-ii-dire siiiiplemenl nei^ative.

7S. Je reinan|ue maintenant (|ue les eijuations / el /// peuvent >e

réduire ;i ces l'ormes plus simples :

d'y ,, ,-.
d-v. .

—r- + IV- V • ii> o l'I , -^ L- z + / n -- o.
dt-

•
(//

en supposant

et

4 ;

dydz \

''^dF-)

I dz dy\ . ; . '/; '/>•
\
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Pour le |)i(iiivcr. cl (lolci'iniiier en même temps les valeurs de y, fj,

y,..., a, y, tt,..., je prends d'iihord les dillérentielles seeoiides de y et

de z; i';ii

d'y. d- Y -r I tl-r dr-\ . 1 d-

z

dz'\

ilr dt- ' \ '//• (II- I ' \ de dt- 1

.,./., d-} ,. (/)-\ .,, / (l-y d-z dz' dydzx
^,.,^iy.-^^uy-^j^]+,;[z-^^.zr— + ..r^^ + i,z-^^)

( dz- d-r dydz d-z dz d\r dyd'z -^ d\r d'-z

W'^ "lii^ 77/^
"^ "

^/7 77r" ^ ^ 77/ 77F
"*" '''^

777^ df
/ dz' d ,

d'T. d'z . i d''

z

d'y dzdy\
'''{''-dF-^'-dF^"~dr^dr-

^"
(//'

'd}d'- dz d'y d'z d\y\ ., /' ^d'z' ^ dz--
''"

' dt dl ' dt dt'

(l'z u'y\ ., /- ,a'z ^ az-\

/ d'z d'y d}' , dzdy\

dy' d-z dz d} d'

y

dy d'z dz d\y d'z d'y

d? 77F
"^ ^777^ 77<^

'^'"
Yt lîF

^
^' di Hp' ^ '^^'

'dt^ 'W

„ . . , . . , , , d'y d'z d'y d'z dr' dz' .

Ensuite je substitue a la place de -^, -^, ^, ^, ^, ^ leurs

valeurs tirées des équations (/) et (m), en négligeant les (piantités qui

seraient allectées de i\ ou de /"-n; et pour avoir les valeurs de -^ ^^
-jf,

( car les autres se déduisent aisément des équations citées), je multiplie

l'équation il) par idy, et recpiation (m) par idz, et ensuite je les

intègre, ce qui me donne, en négligeant les quantités de l'ordre de t- et

de m, narcc,(|ue '-^ et ^- ne se trouvent que dans des termes déjà
' ' (//- (If

afT'eclés de /.

+ A — 'i/t'y'— 3i/i' j z'dr-h an / <t>dy = o,

-^ +(/!-+ 2/7(1)2' -4- B — »///^ / yzdz^^i
j

^dy^'?.iii
j
^'dz=o,

A et B étant des constantes.
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.II' iiiiis('i-\c cxiiri's If IciiiM- A n\ j
'IV/-. piii-cc ijin' l;i (|ii;mlil<' M cun-

lifiil un Iciiiic (le cctlc liiiiiu' 11!.,;' cosll/, lr(|iifl itani iiiiilli|ilii' \);nf/:.

rt (•nsiiitc iiilcicn'', iipirs avoir .siilisliliic les valiMiis île : cl ilc : m /, >r"

Iniiivcra divise |»ar des (inaiilili's de INndrc ^\l^ i.

<)i- r(M|iiali()ii m doiiiir. eu ii'jciaiit l(iii> les Iciiiifs allcclfs di- /.

+ /l'z — o.

l'I par ciiMsiMinriil

/z~dy + lr
j

z d) =o:

niais, ci; uicllanl an hcii de -i- el de —^ leurs \alenrs aiiiiinehees
(Il (Il ' '

-//-;- -liel -Iry-
allerles d(- / e| de ii.

A/ii. car un peni ne^lii^cr ici Inns les lernic>

f '-'Ji

. (hdz

_ drdz
"^ dP

-h- f Z-dy-^ Hv^/c / }zdz -h -
a - ?./(!

cl. a can se de
j

Yzdz = - y:-' — - / z-dv.U"
i" (f-z , dvdz I' i^ , „ /'• S — a/'f

9. •

Donc on anra

3
, r I

l>'- '^y(f^
.. a -a/H

// / Z(ly -+- — yz- -^ z — ,,. - B)- — s- = »;
2 df-

d'oii Ton lire

^^^'iy=-\y- ,

.> dydz _ ?K
'^'~

lii'^ dr ~ 3//=-'"

2/(f

3/;=

Donc, si l'on niel cette valeur dans la |)reniicr'e des dmix c(|naliiin>

i-dessns. cl (|n"on sulistiinc — //-' I z'-dy^ \\y dans la >ecMn(le ii la

I. 8o
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|)l;tce (l<^ / '-^dy, Pt il!>5 1 ("cosH/J =Vr. à I;) pl;icr de | M f/r., cm al

après les réfliH'tions,

allia.

A + i
( g — 2 // f ) z^ — 3. ili-y^ -+- ih-j-z' -+- 2 iz '

,

-t- 2 11 / <î> (/)
•
— o.

«/z^*

p] -, h lf)''-h ?.{ /}{):' -h B — 4'B>— 4'/'' }"-(- a/nii!,, 1 (rosll /)z'(/z ::^ o.
dt'

• •

^/

Ces siil)slitutions laites, on Iruuvera, en ordonnant les termes.

- 6/p (g — 2//!'— /(•- + ~ /B + ni,

-h 8/-y B — 6/-ÔA — 2/-sB + ?i'rJi-B y

— (g — 2/if- /fH-n-V.) — 2/Î3A — 2r/B -h •./=/) (g— 2/(C)B

-hr3///^ + 3/'(4//r— g)— 4/;î[/;= + /(6/(f— 2g)] — i5/-'o(g — 2/(f) \y'

-h
[
^/(/(=+/g) — 2/=;3(g— ifi() — iiy{/i'-h-?.i/i()

— /^£(g— 2/if) — 4«--/j/(-(g — a/M) 2-'

-4- (— 6/'/(- -)- io/= (5/(' — i^i-o/i-))'-'

-h{— Zr-li- 4- i-^^/i--h \6i'-y/i'— 5i'-i/i'-h .\i-Yi/i')yz'

+ (- 4/=,3 - 4/=y + 4/-'£ - 5/^r; A=)z '^^^

+ 11 — il' — 2([5a>r — 4/|3 j 4'(/r— 4'-yit!., / (cosH/jz'r/z ,

-j-^ =[—//=—(' ( 2 /; r + / (" -I- Il • 1 4 )
— iy.

( g — 2 /( f — / f- H- Il -l
-, )

+ 2/v(g — 2//.I'— /f- H- n-V,,)(//- + 2//(r)

— 3(=v/i=(2A-t- B) — 6/'7:B — 2(-pA + ?.i'T/i' \]z

4/(/(- + -liliï) — ?.iu.[h'-\- i(\li\'— g)]

+ 2 i-j [h- -4-/(6 II (— 2 g)] (/(= -h 2 //; f )
— 20 (' V AMg — 2 /( f)

— 6/-f,(g— 2/M')-f-6/'5-/;'(g— 2//r) zr
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fi -\-f.itj.-~ i'j [•>/( r /f 7.i)/(f— 8f,') — 3('T(f< — '•/'!;
dydz

-f-
I
- /^u//- - ()/>//' 1)/

-H (— loi'/i'-i •ji'u./i- ~ Mu-^/i' - 5i'o/i'-h ^\i <Tfi')y''z

,. . , , . ,. , (l)dz

. <h\ulz
(- /'l' /«r

^7/

:>/•>//--
'1'

)•

I .1 ] 1
(/' V (/•/

, , .

Je liicis (Idiic CCS \;ilt'ius (le \,/., ,
- l'I r- (hilis les ciHliitloMS

*//' tir' '

k=\ ^ n^ -, - 4- L- / -4- / Il i ^= o,
(It-

cl cilsilitc i'rgjilc il zcid les Icniics liuiiMij^i'lics, ce (|iii iiic (liuiiic Il'S

équiiliniis suivantes :

Ir- /(('./(l- ?.{; + 3/f^-+ iiir,)-6/^ [fj- ..,/(f- /r-^/|{- Il l;.^

+ K/'yl? — 6/.)A — ./•£|{ H- •/-/;/( |{ - k- ^ o,

— (S — -'.//l- '1 -r- n-A.,) -- ?./;3 V — i/yB -H 9./-y, (i; - :>/; ti K ak o.

:Wr--h 3/f |/;( — f;^
— /î|3[/('-»- /((i/(f— ?.{î)] — i5(o(}< — ? AT -<-,ik' = o,

3

-!- 4 '/;/''(
fî
— •' /' I ' ^ / k ' o,

— (i/c' -4- ioJî/(- — i)o/;- -F k- -o,

— J /(--+- ji /(• - I (>/// ^ 5 £ /r + J /, //' -!- • k- - : I),

— 4 13 — 4/ -^ 4 î ~ T y, /''-<-/, K- - o.

— Il' — ?./p'l>)— 4'lî 1 <l'rfr— 4''7»">- / (fosH/) r'</z -k -T — o,

— h- — i{:\li[ ^ ii' + ni.) — /u.(g — >/((— /l- -+- ii-lj)

-f- a;v( g — t/(I' ~ /!' -i- n-l-j) ( /r -4~ ? ihi)

— 3/'v/(M'A -4- B) — li/--B — a/pA -t- ?,/ o-/r V -i- I, - o,

8o.
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i{/l'-t- .//(() — 3p.[/(- + /(4/(f— s)] +2v[/i=+ /(6/if— 2g)](A=+2/7jf)

— 20 /!//) (g — 2/(1') — 6/p(f; — 2/(f) + H/o-/('(}i — 2/il") + r^. L^ = O,

— 2-1- 2u. — •j\'?.lr- -)- /( 2oAr— 8f;)]
— 3 /a (g — 2/(1') -h v L- ^= o,

3
— u A' — (i V h' — i-)~ /i- -h - L- = o

,

2
'

.

— io/ï=-t-
7 y. A- — 20v/(' — 5p//' -F- 4t/(' -I- pL- = o.

2 — 21/ -I- r(iv//- + 4p — ')'7/i- -I- tL- ^^ o,

II,- / I., ,
r/<l>f/z— T — (p — 2v//-)z'î' — -J --p. h t- = o,

par où l'on doltMiiiinci'a les valeurs des coellicieiits K- . y., fi, /, 0. £, r,,

L", u., y, -, |/s, 7, ainsi cpie celles de '^ et de fe, en ayant soin de |)ousser .

les valeurs de K", L" et 9. jusqu'aux (|uantités de l'ordre de /- et in. eelles

de /S,7, ;;., V jusqu'aux (juantités de l'ordre de / et de n seulement, et

enfin de négliger dans les autres toutes les ([uantités adectées de / et tie n.

79. Si l'on regarde la quantité v comme connue, l't (|u'on s'en serve

pour déterminer g, on aura

ii = xK'-h 7.h\ — n-U -+- i(f— 2[5A — 27B) -1- ?i' r,y.Kr^;

ensuite, supposant

K = /( -I- il, et L r= /) + //,

on trouvera

^ = I
+ 2 // a -I- -^ ; 4 /; fa -f- 1 5 /(^ a- — 5 A — B ) -I- -^ ( 'Jt\ H- a-U ),

2 il 2 /( •

/ = ! + 1I1X+ -V(4/'fa-h i5/('3:=— 5\ - Bl -h -^l-,,
in 2 h

i ï • , ^ I 3 ,S=r-I a, '7= \- larji'^, = -. 1= —hr,li\22 22
, ~ , >

2 . /4I' (J -I- 'jlr \ 3 i5 ,,a= / li -t- 20-//- a, V = — 7--t- H 2-

H

—
3! 1 -=-5 p = \-ah\^

II- \h^ h^ I 2 ' 2

g'^:*-!- 2/(â4>j- + 4(,3 / <l>(/r+4('y «V. / (cosH/i z'f/z,

& = T H- {u. — 2v/(')<I>Z -1- V-
f//'
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Kl l'un l'riii;il'(|m'i:i (|iril icslcl;! clicuic dilix illdrlcllDUlcrs /, cl t.

Ics(|iii'llt!s puiii Tdiil rlii' sM|i|)<)Sccs cgiik-s il Iniit ic (jn'oii \iiiii|r;i. sclmi

ce cin'iiii jugci"! |iliis ((iiiimudc.

A l'i'ii'Mrd des (|ii;iiililrs y. cl I', il l'aiidi'a les |ircii(lrc de Icllr niaiiicic

(|Mc les deii\ eniidiiiuiis e\|)riiii('es dans le n" 72 aieiil lien, e'esl-à-direII, I
(/.( ,.

(|(ie les \alciiis lie > el de , ne reiilenueiil aiicuii Icriiie luul roiislaiil;
' -lit
ainsi ce ne sera (|ii'a|ti'i's avoir' Icdiive les exprcssiinis iiénci'aics de \- cl

I
'/' • Il i

(le —, en /, (in mi iinuira deleiiniiier les cdiistanles y cl I.
(Il ' '

An rcsic, ciiininc il n'est [la^ ali-~iiliiiiiciil ncccssaifc i|iic la (|nanlile <i

reprcscnlc cxaciciiiciil la dislaiice nio\ciii[c de la |dan('le, on [loiirra. si

l'on veiil. se cinilcnicr de reiii|dii la seconde ^{•> deux condilioiis ilonl

lions venons de [larlcr, e| pour lor> on aura cncon une iiomellc inde-

lei'iniiiec y ;i volonle.

Kntiii. pour iletcrniiiier A et 15. on snlisliliicra d'aliord dans lo cipia-

tiniis o cl /; les valcnis de y cl r en /, cl on t'cia eiisiiile des cipnitioiis

sopai'ccs des lerines dans les(|ncls / n'enlic pas. les aiili-cs clanl censés

se dt'Irnire d'enx-nicnies. Or. en iiieltaiil an lien de v cl :: leurs valeurs

approchées v - 7. cl /. cl neiiliticanl loiis les lerines allectes de /, ainsi

ipic ceux ipii cdiilieiineiil des sinns cl des cosinus, on a. ii cause de

^ — :i/H'ei;al ii Iri-s-pcii près ii yh-.

el

dy — /;'v- — x/r -i- \ — o

-+- fr/:- -^ B

_ , , , I 1 . '/\ . . '/z"
1

De sorti' ipi Cil ne preiianl. dans les valeurs de y-, -^. ;- el -j—- ipic h

lerines c(Mislaiits. el lunellaiil les antres, on aura

</v-
\r^ a'/)=— /l'y- 7^

,/r

et

B = - fi-/.'-
r/z;
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SO. Pdiir nietlic nos t'ornuilt'S sous une l'oinu' plus coinnKxlt' et plus

. ,, ri
sini|)U', nous tcions (z = o, v; = o •'( 7 = — -r^; nioveuiKint (luoi nous

-.uii-ons

i--f- / [y' -h -z"j -r I' (-.)•' + -.vs^'
ii'-

el

21 (\ Jzily . /3 II drdz\
2 — 2 H I ;— -.—,-—h I- [~ z^ + r>.zy r

T

—r— == z

;

d'où l'on tire, en ne |)oussaul l;i |iréeisiou (|ue ius(|u";iu\ (|u;iiitités de

l'ordre de /-,

I

( g] .r-
= V - / j -^ + - zM H- / M -

.V' - - vz- - o z --1
3 . I (l\ dz

^ = ^^='1.
^ ; ^,^/,,

2- 2- " "
/i=rf/'

2/r\ di.dy

. r3 3 (/z(/\ ^/z= ,d\d[dzdy)\

ou bien, en metUinl pour -7-^ et -7— leurs valeurs approchées — Ir \

et -A-z.

2/('\ d'/.d\
z = z -I- 2 / ( I

—
(')

. ;3 5 rfzdv dz~ , d\- \— ; - - z' + 2 zv H— V ~,—TT + ^- z 7

—

r- + 4 z , ', ,

Et si l'cui substitue eette valeur de v dans re(|ualion { n j du u" T7.

on ania

j
^ = - 2(// + r(}i + r+ /(// + /r)(5j- + z^j

is) <

f
— /'/( i3v' -- ? VZ-— 4z-7T-

/(V//--
n.

e(|uation t'aeile à intégrer dès qu'on aura les valeurs de y et z en /. Un se

souviendra seulement (|u'il faudra, avant l'intégration, égalera zéro tous

les ternies constants.
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De plus, ^i l'un Vrill ;ivi)ir' rr\|>r('ssi(p|| du i;i\nll Vfclcur /' «Ir l'ul'lulr

réelle, un Uta
M = rt ( I -I- il) ),

el cotmile 1/ — / \ I
- y-, un liuiiNCiM

1 }.
•'

el Mielhilll ;ill lien de V el r leiii-. \;deiiis ell \ el /.

ly := V — l\-
>. '

in

Ainsi le |iridilenie ne depeiidia pins i|in' de rinlei;i;iliun des e(|n;ihuii.>'

d'y

fit-
K-_\ -H n5 — o,

-4- L-z 4- /ni = o.

SI. Si l'un i'iiil /( = (), un aiiia le e;is ur'din;iiie uii l'uiliile e<l nne

ellipse innnuliile.

On II iiinciM dune puni' ce ciis

_v = A r()s( K< - -l ' l't /. = ^ siii i.i^i),

A. \. i el -: cliinl des cunslanles.

I)(nn' : i" A = — /i- \- el 15= — /i- \- n" 7!) :
^" si l'un !-nli>lilne ces

Vlllenis de \ el de / ihillS le s<'cuiid nieinlile de reipUiliiMl .v , el (| n';i|)rc.s

avuir (leveluppe les puissances des siniis el des cusinns un cj^alc :i /.cru

luns les Icniies cuiislanis. un anra. aii\ i|nanlilcs de r(ndre de i- |)i'cs.

d'où

1-1- i/i I
- A- -f

;^
A=) = o;

/=-,A(^A^-.i.V).

De surlc cpi'un Irunvcra ii cansc de y — o cl de ii -^ o / = o ci /= o

cl par i'>nsc(incnl K = /' et ], - // n' T!) .
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Si Ion n\'u\ ptis suppose et = o, on eiil en

et

(1 on

2 ( // H- /r ît -^ r -^ 5 /// (
- A-^ 2 i ^ — -V

t = — 2 // 3; — /A 2- — —
( 5 A-' H- A-' ),

et l'on trouverait, après les sul)stituli(tns, que tous les termes des valeurs

•le X: et de / se détruiraient d'eux-mêmes, de manièi-e que ces quantités

seraient aussi nulles, eomnie elles le doivent être dans ee cas; <e qui

pourrait servir, s'il en était besoin. îi eontirnier la bonté de nos fornmles.

Il ne s'agira donc plus ([ue de mettre, dans les équations du numéro

|)rece(lent. A cos //^— i, a la place de y, et Asin A? — C
] à la place

de /,, ce qui n'aura aucune difficulté: d'ailleurs ce cas est si connu des

Geomi'tres ([u'il serait superlUi de nous y arrêter. Je me contenteiai

d'obsf^rver :

i" Que les absides de l'orbite se trouveront aux points où dy = o, et

par conseciuent où sin {/if— Ij = o. ce ([ui donnera pour l'aphélie

3
cusi /it — ^ =1 et -.^^A— /A= l'iK

et pour le péribelie

ros(/(/ K)— — i ei y= — A— /A- /A*;
2

d'où il s'ensuit (|ue le demi-axe de r(dlipse sera égal à a(i — f'A-,, et

I H '-A-
o , u . . .

l'excentricité à ;A '-^—^— == / A ( i
-j— /-A- h soit /A à trés-|)eu nrés;

I — /-A- ' 2 /
' '

2" Que |)ar conse(|ueiit l'angle///— v icprésentera l'anomalie moyenne,

et -A le lieu d<' l'aphélie :

'^"' Que les limites, c'est-a-dire les plus grandes latitudes, seront aux

, >iid\ ^ , I- . , -,

itoints ou r/z = '— et par conseuucnt. en nei;liiieanl les (luautites
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1 .. 1 ,
. <i>s( /il - <.

}
il \ . . . 1-

(le I (intir (le /-, ;iii.\ iHilIlts un -.—-,- --;,=; 2/ -Hr< C csl-a-dllt' OU
' sin(/// — 6) liai

(OS /// — i^\ =^ y'.i , ', il'iMi hi plus "riiliilr v:ilciif «le ; scfii

A (
I — yi'/rS' - /'/l'A'j ;

ifr M>r(t' (|ii'iiji <iiini |i(iiii' hi laii^ciili' de ^in(^lllai^(lll de rurliiti'

/A (i - -/-//^A' -
l

///• aA = il

;i lr('s-|i('ii près;

1 One. coimnc ~, '
• li-\ —<t. f>ii iiiir;i. n cuiisc de -^ = — y.li\. fii

ai' • al

iici;lit;<';iiit lo Iciiiirs iilli-clcs de /,

«'.V
/ /' /,

''

—f-=^—/rl \a — -r;
dl J

•
2

dniic un :iiii':i (hms les liinilcs

(•()s( /// — C]

et |i;ir cuMséfitlcnl.

on Dicn

(• csl-ii-diif

sin(/(/ — C)

fos ( /// — il) — ix sin /(/ — i' i =i o,

fos (/il -h- ix — C) o,

(•os(o — 6) = i>;

et' (|iii nnuilif (|nc ; csl le lien du ninid iiscrudiinl. cl (lu'ainsi l'iiniile

hf — ; dcudif l;i disliiiicc niuM'unc de la phinrlc au Ud'iul.

H'2. Il csl Ikmi de rcniait|ucr (|uc si l'un \uuhiit rcsuudrc le prulili'uic

du n" 7N d'une uianièic |)lus i;eiM'i'ale, en doniianl à tous les lernies des

«(liKilioMs /j et 'ni; des eoeilieieiils indelermines. un lrun\erait. après

en avoir l'ail le calcul, deux ('(jualiuiis de coiidilioii cnirc ces nu'nies

coenicieuls: de s(M'Ic (juc la solnlitui ne |)(uirrail avoir lieu i|nc (|Uand

I. »
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CCS (Miualioas seraient iilentiques irelles-mèmes; or c'esl préciseineiil ce

(|iii arrive dans notre cas, et c'est là la raison pourquoi il reste deux

coeffîcients indéterminés ïj et n. Au reste il est facile de voir ([ue cet

inconvénient ne vient que de ce (|ue nous avons conserve la (juantité

—fpr -'i' ''''Li J'y substituer sa valeur tircc des e(|uati(Uis '/ cl im),

coinnie nous l'ayons pratique dans le n" 52. Ainsi il sera très-aise d'y

remédier, et de donner par là à notre méthode toute la généralité dunl

clic est susceptible.

83. Revenons maintenant à notre sujet, et voyons comment il faut s'y

prendre pour intégrer les équations (/) et (u), Pour cela on commencera

par mettre dans les expressions de ;"? et ï-, à la place de v , r- et x leurs

valeurs approchées y, z et — 0.I1 i \dt tirées des équations iq ], {rj, {sj,

et de même à la place de v', z', x' les valeurs correspondantes y', /' et

— 2//' / y'dl; puis on cherchera, pai- l'intégration, les valeurs de y, z et,

de y', z', en y négligeant d'abord tous les termes atleclés de / et n; et

ces premières valeurs étant ensuite substituées dans rr et t- servirout à

déterminer plus exactement les mêmes quantités y, z, y', z .

Or il semble d'abord qu'on pourrait se contenter de prendre pour pre-

mières valeurs approchées de y et z celles (]ue nous avons trouvées plus

haut (n" 81), savoir

\ = A cos ( K ? — -l ), z —;' A siii ( L / ~ i' ),

et par conséquent aussi

y. =- A' cos [K'I — A.' ), z' =1 A' siu ( L' < — C ).

Mais ces valeurs étant substituées dans les (juantités .;^"" et t-, on veri'a,

après le développement des produits des différents sinus et cosinus,

(|u'on aura des termes de celte forme :

cos[(/i/ -I- /7i')/ — a..'] et s\u[(/it -i- ir)l — C'],
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lcs(|ii('ls cliiiil (le lOrdir ilr / Il ilaiis les (•(|ii;il iuiis dill'crfiirn'l les vr iiuii-

\croiil divises, ;i|iii's riiilc;^i iiliiiii. |i;ir des (|ii:iiililcs du iiirtiir (ifdic; de

sorir iiiTiU ;i|i|Kirririidniiil ;iiissi ;iii\ |)irinii'i'cs \;ilciir's de v rt /,.

Le Icriiic I ^ , v' cos 11/. |i;ii- cMiiiidr, ijni se liniivi' diiiis l;i i|ii;iiiriti' '1'.

diiiiili'i'ii |i:ii' l:i siilisliliil iiin {\{- l:i miIimii' de \' If Iriiiii'

^ A'c(.sl(// -i il,')t-X'],

;i ciilisc de K' // • //• ri de II // // : dr 'nrli' ipir l;i i|ll;ilililr -"' loii-

lii'lldi';i Ir li'l'Mir

"-^:A'<-..s[(/i-^/7. j/-a.'],

I('(|ii(d cliiiil iiilc'gir n" '|2 ddiuicni dans lii v:ilriir de y le noiiviniii

Irriiii'

or. en iiit'llaul /' -h//- au lieu de K, ri iici^lii.;faiil les Iciiiics de IdiiIih

de ,\

( // -^ il,
' y- — k- = 2 /( /,

'
— l,)h:

de plus on a 'm" 7î);. ii caiisc de ^ = o cl f= t |- A +- - H) m" St .

l'I de incnie

A-=-.('i\-h?.-l._.,),
7.11

A-'=--J^-('A'. + '-^);

iiuic le Icriiic ddiil il s'aiiil dc\i('iidra

Acôs[(// + /'// / — -V'].

Ii'i|ii('l aiiparliciil . l'iiiiiiiic on vnil, ii la |ir'i'iiiii'i'(' \alriir de v.

On IriMivcra i\v iiiciiu' dans la |i!i'niii'it' vali'iir de \ un Iitiiic ihiiIi'

«I.
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liant cos[(h' -h ik)t —
-^-l,

et qui étant substitué dans le même terme

/n^^y'cosHf de la ([uantité -T donnera un terme de cette l'orme:

i\os [{h -\- ik)t—
*^^.J,

savoir : cos^K/— t); de sorte que la nouvelle

valeur de y renfermera un arc de cercle (n" 42).

Le même inconvénient aura lieu, comme il est aise de s'en assurer,

par rapport à tous les termes de ;T et de & qui renferment y' ou z' multi-

pliés par cosH^ ou par sinH/. Tels sont dans la quantité 5 les termes

' ^i ,y' cos h / -I- 2 /( 'P, / j ' sin Htdt — 2 /(' nb , / y' dt X sin H t

-H 4/(/;' -< , i i i y' lit X cosH /
1
<// -

et dans la ([uantite t- le terme \\\,^^ï cosHz. Ainsi il sera nécessaire d'avoir

égard à ces termes dans la première approximation des valeurs de y et z.

On aura donc en premier lieu l'équation suivante en y :

-T~ + K' y + /n ^, y' cosH / + ?. /; f, I j' sin H / dt

— 2/!'\i!j, / y'rf<XsinH/-(-4/'/''-''i
/ ( / y dtXcosWndt =0,

ou bien, parce que

/( i y' dtyccos^ndt— ^ y'dt X.smHt— ^ y'sinHtdt,

~- -h K= v + / n ^,y' cos H / + ( -!—p -X, — ?. h' ii!„
j

\ y' dt X sm H /

- (4|-.l,3--2Aa^) ^'y'sinH/(//| :=o.

Or on a, aux quantités de l'ordre de n près,

d'y

dt'
-)-K^y = o;

donc on aura aussi, dans la nuMne hypothèse,

d'y'

dt^
K" v' = o ;



i)K CM.ci I. IN I km: \i..

iloiic : I" -j- • K" I v'r// = r), (l'oii

./>'" = - K^Â

(;45

= f//"

— o: iiKiis

J dl' (Il J

iloiic

</v''-— siiiH/ = Hv' co<,Ul -h [W '— ïl
, j

y >inUl dt-

|);ir (iiiisci|iu'iil

I/(//=r

( -^ siiiH/— Uy (osU/)

Donc, siihstiliumt ces valeurs dans l'i'(]iiatii>ii iiri'cfdfiiti-. clli' dt-vicruli-;

/ 2/1 , 4A/i'H . 2/1' V </v . ,,

Ensuite uu aura eette equalinu en / :

d'z ,

,

, ,,

.

—, h L'Z -I- Ml ll!,^ /, (OS 11 / = o.
dP

On tniuvera de nieuie des eciuations semlilahles en y el /'. suivant la

remarque du n" 77, et l'un aura ainsi (]uatre equatimis. Ies(|uelles s'in-

tégreront, comme on le voit, par la méthode du n" 58.

Si. Puisque H — /i — h' n" 85 et K = ^ -i- ik, L ^ h -^ il n^' 79;, et

de même K' = //' + ik , L = h -h il , on aura le eas du n" 60.
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Donc : r" si l'on t'ail

4///;' . ?./(ll

" k +
H"

=4ïF

— -A.,

H'—K' "')'

2 h ,„ â/i/i'U ,
2/1' 1

K' (H - k )k^ h

el (le même

M' =- n' ^
4

s U2

/('// 'JiH

H'-k- ' H^- K
'•t", '

N'^n'

ensuite

a/r ,„ A/i'hn , 0.1, ,

H=— k H— k)k- ' k^

__M-t-N/(' „, M'-hN7/

4 A un

el (lu'on a|)pelle rn,, m., les racines de Tequation

( m — l,){ m —/>')— PP' = o

en sorte (|ue

m, = k
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fil socle (|ii('

(III :iui';i

( X ) <

/.= cosf// -f- /;/,j/ -h
^—^ ' ^ siii( /y ^ ///,)/

H, - //. M, — n.

(«,— /')B-f-Qn'

«, — II,

(•(>S(/( -*- /»<2)<
n, — n>

sii)(// -t- /h,)/.

I"'. K , (i, (i , H, H , (^, (! l'hiiil (les coiisliiiilcs (|ii'il IjiLitlr;! ilrliiiiiiiifi imi-

les (ibsci'va lions.

IVIIcs sont les lucmicrcs \;il('m> ;i|i|)rii(|ii'cs de \ cl /,. i:l, |)oii|- :i\iiii

(l'Ilcs (Ir y cl /. , il iTv iilIlM (|ll';i lll:il(|ilcr silll|)lcillclll d'illi tl:iil Imilcs

les Icllrcs tjui lie le sciiil piiiiil el rire rcrsà.

Si i'dii \oiil;iil iiniiiileiiaiil poiissci- r:i|>|iro\imiili(m plus iniii. et détei--

iiiiiier plus exaeleiiieiit les (|uaiitiles \ , /. v . /. . on suhsliliicrail (i'alioiil

les valeurs (]ii'oii \ieiit de liou\er. dans les tcriiu's de :"' el de c ijiie iimis

avons iK'i^ligés; apri's (jiiiii il n'y aiiiail pliiN qu'à suivie la nirlliode (|(ii

a été o\|)osee dans le n" (>'(.

Le |icii dr leiu|is (jui nie l'cslc ne iiir |icriuc||;int pas d'entrer d;ins ce

dclail, je me contenlerai d'avoir clalili les principes nécessaires poiii-

resmidre le pidhii'iiie dont il s'ai^il. cl je me Itorncrai ii exaiiiiner ici.

d'aiH'i'S les rorninles données ( i-dessiis, les inéiialites des mouvciiiciiis

de .Jupiter et de Satuine ipii l'onl varier reweiitricilc et la position de

l'aplielic de ces deux plaiit'tcs, aussi hieii (]ii<' riiiclinaison cl li' lieu du

nœud de leurs orliiles, et (pii produisent surtout une al!erali<iii appa-

rente dans leurs iiioycns iiioineiiiciits. inei;alites (|ue les oliseï vatioii>

oui l'ail connailrc de|uiis loiij;leuips, mais (pic persoimc ius(pi'ici n'a

encore culrc|)ris de dclermiiier a\ec toute l'i'xactitudc ipi'ou peut l'xi^cr

dans un siiji't si iuipurtaiil .

85. Soit

m, -+- ni: = ij.li el //;, — nij=^ "îvli.
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en sorte (|iie

a= 7— et v= ji
-,

supposons (le plus

^, (/,-/,' )F + 2PF'

G, =

iliv

(/, — /.')G + 2PG'

illv

el nous aurons, au lieu de l'équation (c;, celle-ci :

_v = Fcos(i + iij.)ht cosivht — F, sin(i + ifj.j/il siniv/it

-!- G sin(i + iu)/it ros/'v/i/ + G, cos(i + /fx)///sin r^/il.

Soient maintenant

F =: ô ces a, G = â sina,

F, = ô, cosa,, G, =: ô, sin a;,.

on aura

y — o cos[(i -*- ip.)ht — a] cosivht — â, sin [( i -+- iu.)lil — a,] sin/v/(/.

Soient encore
a, = a + /) et 0,^(36,

on aura

sin[(i -<- iiJ.)ht — a,] = sin[(i + i^)l)t — a.] cosn — cos[(i + iu.)lit — a] sinyj :

donc

j- = o{cosiv/tl -H jisin/, sin />/<? )cos[(i -^ iu.)lit — c]

— ô(3 cosn sin ivht sin [{\ -h i [j.)/il — a].

Enfin, soit

ces iv/it -+- [j sinr/ sin i'u/it cos'j'

(3 cosn sin /y/;/ sin;];

c'est-à-dire

cot/v///
rot (L == -5 1- tang/i,

^ p coSt;

et nous aurons

y = ô v(cos (v/i/ -I- (3 sin/i sin ;v/(/)^+(p cosn sin iv/ity X cos [( i -+- iy.) Iil-h^ — ct\



1)L (.ALlLI. 1.\ 1 LUK AI.. liV.t

un l^icii, l'u l'aibaiil

/, _^ /Jj
", jj:

A - 1/ '

—

I- !— <-os ?.(>/(/ -H ;i sin/, siii .>./>/// i-l -l, =: 2 —
.J*

— ialil.

V — .^fos(///— l ).

iJf iiicrnc, si rmi l'ail

cil sorti' que

eiismlf

fl lie plus

.„ vr/-/'r^4QQ'i-~r

2/)

7-/'iB - . (j If
j.^ (

/-/')C-?.QC '

^

}.ll'7
"

9./17

B — — /. Sillî, (i / COS;,

Bi — /., >'ill£,, C -/., f•US•

£, = £ H- ',.. /., = /'/.,

coll -^ laiiy.i,

y cus'.t

iitin

A ;= /. i / — -I fosa/y/// -^ y slii'.i sin î/t/»/ ei i" = £ io/il.

(lii aura |)ai I ('({natioii .r

z A siii I
/il — C).

Voilii donc les valeurs àc \ et île z réduites à la niènie f'oi'iiie (|U(' celles

du 11" Tt: d'où il est aise de conclure (|ue Turliite de Ju|iitei' est une

ellipse, dans la(|Uelle rexceiitricile est iS. le lien de l'aplielie l, la tan-

lit'Ule de l'iiudinaisiui ii re(dipli(|ue /A, et le lieu du iKeud ascendant >L

.

Il en sera île ineine de l'orhile de Saturne, en luaiipiaiit seuleuieut li-^

lettres d'un liait.

S(). Il rallilrait presenlcnieiit sllhslilnei ces valeurs de y el de z dans

les ei|uatioiis q^, r^ et .s du n" SO. pour en déduire les i'X|)ressions

I. 82
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(les (|ii;mlit(''s y, z et .r, ot par ('(inséquent celles de r, (/ cl -> n"7-2);

mais sans ciilrcr dans ce détail, il siilFira de icmarqiier :

i" Que les (|uantités p., v, o et a étant de l'ordre de n. comme on le

verra ci-après, les variations des quantités à. A, •» e( c seiiint de l'ordre

de in; d'où il s'ensuit que les expressions de r et de r seront à très-peu

près les mêmes, c'est-à-dire aux quantités de l'ordre de i-\\ près, (|ue si

les quantités étaient constantes. De sorte que pour avoir le rayon vec-

(eur de l'oritite. ainsi cpu' la tani>ente de l'inidinaison. poiu' un instaiil

(pn'l((>n(|iie. il n'y aura qu'à calculer l'un cl l'autre |)ar les méthodes

ordinaires, d'après les éléments ?A, / A. -Act «l^^ regardés comme constants.

2" Que, si l'im dénoie par (^ )
l:i valeur de -jr^ en supposant A, A.

-V. et 'l' constantes, on aura. al)Slraciion faite du terme uE qu'on doit

négliger ici. '

parce <|Ui'. dans riiy|)otlièse de A et A conslanles, les termes tous con-

slants ï -\- lih -\- i'i :
{- \-

-{
— A') doivent être supposes nuls, ciuume

nous l'avons fait 'n" 81); oi', dans le cas présent oii les (|iianlites A cl \

soûl en parlie constantes et en partie variahlcs, on fera simplement

f-i- /(/i + /f)
5 , 1 -

,J...

,lx
et on conserveia dans la valeur de ~r 'fs termes variahles (lui enircu

dans A- et A-, savoir

ô=
(

— cosii'j/il -+- [âsinr; siir2(vA/

et

'/.'
i — con'îi'j/it -hy siiiMnin 2ii7/UU

de socle (jue l'on aura, en negligeanl les (|uaulites de l'ordre de /'.
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ri cnsnili

,11

I dx \ 'Mit / I — ,j- . , , . I .\

\-f )
-^ '^'

1
' l{\>.1ljllt -f- ^Slll/. -MI >fjlll\

-4- — /.' I
'- fr)s .«/7/;/ -*- y siii',, -Ml ?. /t/;M

l'iiiii 'uili'i^ri'i- icMc ('•(|ii;itinii. suit './
I lii valeur (le x. dans la Mi|i|Misi-

lii'ii (je A, \. i ri c cniislaiili's, l'I (liMioluMS |iar (I .r- la ditrcrriirM'Ili-

(le r^ cil iaisaiil rcs (|iiaiitilrs sculi's varialilis. il rsl clair (|iic la valeur

,, , (/ r I dx , (I (
j-

, ., , -,
ciimiilclc (le ,- sera -r — ^t

—
'• de uiamcre qn mi aura, en iiite-

' (// ' (Il I (Il
'

rraiil.

'^'"/'(S)'^' •

j*'"-^"

cl par ci)iise(|ilclil

/(t.)"' <-'-/ix)—
I Aix).

Mai- coininc le- dillcreuces ilc- (inaiililo A. \, l cl >;' seul de rnidrc

de /m. la (|uantile \ d ^î' sera aussi du iiicine ordic, cl |iar ciin-ciiueiil

(die |Miiina cire iiciilij^cc. du niniii^ dans la rc( lien lie |ircseiile: on aui'a

diiiic siiu|ileuieul

/(s)"'-'-'^
doue

=: (x) H- -7— '— siir.'. / V /// — i -iii/. (
oos?/v /// — i

;

4"-' L -2 I

>\\\ 'ir:lil - y siii-,) ^ cosa (7/// — i) U

cl. |iar (onscilueul.

o -- lit -¥ i(x)
5/0-1 I — .j-

.

-,— SI

4> L ^

'- .-111 -'. i -j lii — ^ sin /, ( cos 1.1 'j lit — I
j

/ /• r I - r ^\i\M 7I1I - / -iii'.i (ros?.( o-/// — 1;

J'

82.
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(III l'on ivinarqiiera que ht est raiiglt' du iiKiiivcnicnl iiioycii, cl Hx) l'o-

(|iialioii (In cciUic calcnlcc à l'ordiiiairc, cl conibince avec la icdiiclKui ii

rc(li|iti(|nc.

Or, c(nnmc les coefficients /v cl ?7 sont extrêmement petits, il est vi-

siiile (|iic, tant qne l'ani^lc til ne sera pas fort içrand, on anra à tres-|)en

près

s'\\\>.i V lil ^ '.>.iv ht. cus-'.l V /il ^ I,

et

sin? i ilil ^ 7.i 17ht, ros'?.i 7/it =^ 1,

c(, par conséipienl.

9=1 + 7'''o'(i -p=) + 7'^'^-'(' -7-') /" + M-f-);

de sorte (pic le inouvcment nioycii sera aiii;inciilc en raison de

Si donc on vcnl que le leiinc /;/ i'ei)rescntc le moyen nionvcincnt

fz/ipiiirn/ de la planète, c'est-à-dire c(dni (pii rcsnilc des observations de

sa rc\(diition, il fandra faire simplcnicnl f = — - (Sr)^ + >.^ !; cl l'on

aura |»(uir lors

fia- i (Ix \ 5 //( ^ r I — S'

,

. , , . . . , , 1

^- ^= -;- H o- — (fosa/ V lit ~ i) + 3 sur/; •>\wri -j lit

fit \ rit / a
I

2
'

I

-I- — V \ — [cosji /j/il — I
)

-I- y sin'.) siii • ' o-A/ 5

d'nii Ton trouvera

o = /?/ + ?(.r) -h—,— — (siila/ v/(/ - -^.i v/il }
~ ;5sinr, (cosa/v/// —

4'-' L ' J

-t- y-^ <—( siuxi t/ii — ïi'jlit] — y siilf.) ( cosa/o-A/ ~ r) •

4^ L •'- J

Ainsi, tant (|ne les ani^les y.i'j/it et 21'jht seront fort petits, ce (pii

aura lien pendant un certain nombre de révolutions, on aura à très-peu

près
0:= /il -+- l{.r):



i»i; •: \i.<;li. in ïkci'. \i «5:1

c'i'sl-ii-diic' i|ur l:i l()tit:ilii(lr (Ir lu |)l;iiii'l(' smi ;iiissi l;i iiumiic i|iir cfllr

iin'iiii lidii vt'iiiil |i;ir les iiii'IIiimIcs urdiiiiiiics il'niirT^ les ll('tIl^nl^ /A.

/A, -l ri : su|i|nis('> (cpiisljiiits.

ST. l'iiMi l'ïiirc iiiiiiiili'iiiiiit ii>:ii;f (If MHS i'iiiiiiiilf>. on iriii;ii(|(ii'i;i :

I" Ont' ri est i'i;;il :i h il" "(i (iti il liv>-|n'ii iiro :i m /r. en

sdiif (|iu'

lu =- im II' -- . h- cl m — j/i-.

7" Oïlc l'un ;p||l;i. |i;ir le il" T'.t,

A = /(• (x'- \', i-I H -^ - //• A-,

(•"(sl-à-dii-c. t'ii Me |H('ii;Hit. (•iiiimii' on le doit. (|iic Irs Ifinn-s coiistiiiiK

des viilcnrs de A- rt de \-'.

ce (|iii diiniifi';i

?. // a A

il caiisf df a = u cl de f^ - y I JO" i -t- jS-^ -t- À- i -(- 7- ij. de suilc

ijuDii aiii'ii

//. = ^ h{ U\ -I- y.-V, ), il = —, h -< .,

et de lllèllic

/^-'=^^jA'('f.+ 3.V,). //'=^A'^

Si i'du Vdiilail ciii|d(iyer l'aiUrf valciii' de t. savoir JO" 4-/,-
. il

t'aiidrail alors iiiettre. dans les valeurs de A et ili H. n- an lien de \-
. cl

/- an lien de \-, et l'on tionverait les iiicmes expressions de X" et de/

(|ne ci-devant.

V' Que —'--- ^z^ h — /i' ^ iii n"Tl) . est ii Uès-neii iiifs c^al a /i'.
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();ir(f (|iic i; rsl (It'ja une (|ii;iiitili' lii-s-pclitc 'n"79;. Donc du ;iura aussi

I+J

l'I, par (•iinsc(|U('iil,

I -t- J' a' _ /('

7TT ^ " ^'

on liifu. a caiisc (|ue' les masses J el .1 de .liipiler cl de Saturne sont très-

petites |>af rapp(nt ii relie du S(deil I.

a' _ II''

n^^
~

lï'

a__ lli'\

a'
^ \li

j

de sorte (]n"on anr;

Ola pose, on euniiiiencera par deterininer, suivant la méthode du

11" 73. les eoelïicients -A-, us,, S,..-, et if, ^. A,...; après i|noi lui elier-

clier'a les valeurs des (juantites .\.., .1.3. -i,,, nb.. it!,5. '^'i. 'J-\.- -•. 5^,.. ^li'isi

(|ue celles de -C- -^,'3, .A,'^,.... (|ui entrent dans les e\|)ressions de k. l. P.

Q et de X-', /'. P', Q'. Or, en Taisant 5 = -" et — -^ a (je mets ici a au lieu

de a, parce que j'auiai occasi(ui dans la suite de taii'e servir cette der-

nière lettre à un autif usage), on aura, par le numéro cite,

_ 3^

(i — 2a cosô -I- a-') ^ = -Al -1- ut. cos6 +- £ cosaô H- . . . :

donc, avant supposé (n" 74

j

(
«2 _ 2 an' ros 9 -)- «M ^ = A., + iil„ ces 9 -t- £, cos 2 0+...,

on aura

X lis, ^ _ s
'-'wi — -y.1 11!)! — —,T,î >iii — -7;' • "

•

On trcuivera de même
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fl l'un iciii;ii(|iiri;i (|iic l(> i|M;iiililcs i
I

, os,,. ;:, '!.',, O^i.A i'"'S-

li'iil nrccss;iirTmciil les iiirriii'>. en cliiuii;!';!!!! ti en a cl a en n. i\f snilc

iiii un ;tnr;i :ui>si

«'> ^' II'

KiMMinl ilonc ii> >nl)>lilnruin> diins 1rs ronnnli's iln n" 75. ri inrlliml

|i;irlnnl ;i :im lien ili' un liDnvci;! d'iilKiid

-X-, aM - :i=

al— Z
-13 = a' a-.

-l,. = a^-» — -V, = a=

v>..l. -y-Z
xi!.; = a' 11'.. — a- -^ a-.

11!) = — a- 11'..

cnsnitr un ;uiiii n" 7'i

3 , r>M' -r- A , ,

«^ V ?. '

5", = -^ (a^-T
a ' \ ?.

3 / a'i'-t-a ^\

3 / 3 -(-.S \
,a, = — a ^ A '

un liicii. l'n hiisiint jiuMr |iliis df snn|uuiti'

p = 3(a|-a-i?),



636 SOLUTION DE DIFFEHENTS PROBLÈMES

2U' -i-ia
q = 3 (a a^^j,

r=3 (a§-^^- -ivMH^,

p, = 3 (ai-<i'

q,= 3 (a
^ Ij,

«" ^" a'» " a'

De la un Irouvfni, par les tuiiiuiles du n" 75,

<r, =a'(-V- -4-p) — a=-',

(in anra-

' 2 -i, — ;

et

^P: =a=(-

/ 1-1- -!- £ api -I- . , ,

^. = a=q. - a^ ( + — ^; - 2a^

On tronvt'ia de même les autres (juanlités -a'^, «bg,...; il n'v aura pour

e.ela qu'à meltre, dans les formules des numéros cités, a' au lieu de a et

a au lien de a', et marquer ensuite toutes les autres lettres d'un (rail, ce

(|ui donnera, après les suljstitutions.

4./,:...^.-a^,

2 A.. — £ I

-l,, — a
, !

2 a-

.x\ = -i. — -x:., = a—,

iX -H s I

\ib, = lis, — a 1

—-
1

2 a'

U!>'.-; — :nit„



cl l'ilsllllc

d'où

l»K (MCI I. IN I i;(il', \ I.

,>v _ p. y _ M.
\f,-

_ "•

' a' ^- fl" ' fl
'

'Jf. =.l -f-p.-a'i.

«57

/ a-l £ ?. p — r

7. >.

«a, = a (

/ a=

o ?. n -I- r \ ?.- -^ ~ ;

2 ' a-

IJilil] (III IroilVfi;! |i;i|- le II" SV. en iiicll;iii| ;i la |ilarc de 11 li - h . il la

place lie K cl lie K leni> \aleiirs a |i|iliiciiecs // cl // . cl, il la place de /Il

cl de / Il .

'— Ir cl t/' '.

J'

iv = ;' /('( ^\- 4.1/3- ?.ï^, + 20,

Par CCS valeurs de /P. / P . /O, (O , et par les valeurs de ik, ik . il. il

Irouvecs ci-dessus, lui linu\cra les valeurs de /•/. /v, /o. ? t 'ii"85 , cl,

CCS niciiies valeurs ctaiil ensuite uiiillipliccs par j-,i un aura celles de ?_a.,

/v , ip' , /t .

IMniiiteuaiit ou aura par le uiciiie imiiiero

G, (Il — ^)(i4-i>.P(î' (/r — /r' 10 siila; -I- Tpo siiia'
taii!,' a, = 7^

— —
K, (

/, - /,
'

) F -4- 9. PF' [k — l,')o ros a -f- 2 P 0' cos a'

cl

ï^

—

T^ \l{f> ~ k'Yo--\- \[h— /i')Poo'(sin3:sina'-(-oosacosa')-t-4P-o'=
0, = V

!•
; -I- b; = -j- ^

?Av

83
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Soit o;' — </ = A, c'est-à-dire a' = a-h A. et l'on ;mr;i

_ [(/,' — II' )d -¥- -'.Pâ'cosA] siiia -I- aPo'siiiA eus a

liff — f'')o + aPâ'cosA] cosa— aPô'sin Asina
'

J(l, - //)=o= + 4(A- — /.')Pâô'cosA-i-4P^(5'^

9,/(V

Donc, si l'on fail

{II- — k')^ + -yPo' co^\ ^ âscosu et aPô'sin \ = Oi siiu(,

on ;iiira :

cosMsiiia H- sin« rosa siiiff^ + iz)
I" taiiKa, = -. ^— =

: = laiie(« + x};
cosucos9c — sin usina cos{u + a)

lonc z, = « -t- c<, et par conséquent ri = u.

donc

2 // V

ri'

Donc, si l'on t'ait, pour plus de simplicité, — = h. on aura

v'(/''
— /''+?PbcosA)=+(2PbsinA)=

P b sin A /, — /.
' H- 9. P b cosA

h vp a n vp

El, pour avoir les valeurs de ]S', sinvj' et cos/]', il n'y aura qu'à mettre

/c' au lieu de k, a' au lieu de a, rî' au lieu de ô, et vice rersâ, et man|uer

ensuite toutes les autres lettres d'un trait; ce qui donnera, à cause de

b = — et A = «' — «,

aP'
n/ • » /'

' ~ /' H C" côs A
p smA ,

b
sinr, =— T-T7-7^' fOS-/i =

bA'v'fi' ' ~ a/;'./ (3'
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Si l'iill l'iill (le mcillt'

â — e =: t ei — = c.

un llii||\(|;i. |(;i| (les pluccdrs SCIIlIlIllIlIl'S.

v/(/— /'4-?.Q<(0sE)'-f-(2QfsinE)'

059

sint.)=:i

—

-, 1 roso) — j—ï ,

117'/ 9./io-y

p| rtisiiilc

,_v(''-'-'^"»^-)'-('^'«^"^T
'//•y

sinL
S1II&) = 7-,

—
-,—7' CO.Sf.)

c/i ff y

->0'
r - I ^ :>-fosE

SS. l'iiiir (Iclci iniiicr in;iiijIciKiiit li'> coiistMiilfs o, i , y . i et o . / .
y',

î', (III rtMii;ir(|ii('r;i (ni'cii sii|)|)(is;iiit / = o mi ;i

il := o, A ^ /, v - y., C — c,

l'I |iiir consriiiiciil ;iiissi

^' = ô', A' = >,'. i ^x', C^i.

On cllflcllri:! (Idllc !<•> clcincnts de l;i tliriiric de .lii[Hlt|- cl ilr S;illlflic

[Miiir une ccitainf ciiiKiuc. piir cxcmiilt' [Miiir le coniiiifricfinciil de r;iii-

Mfi' I yDo. t'( l'iiii tcra :

/o = l't'xctMilririlf de .lupilcr,

<).^la tangt-nlr di' r'nK-riimi.Miii de sou (nliilc pm i:i|>|)i>il ;i rc(li|)-

li(|ii(',

u = la longiliidc de ra|di( lii .

£ — la l(iiii;iliidc du luiHld asccndanl.

et (11- niiMDe

/
§' =^ rcxicnlrit ilc de Satuiut'.

83.
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i}.' = la taiiiiente de son inclinaison a récliptiiiui".

C(' ^ la longitnde de l'aphélie.

=' = la loni;iludo du nœud.

A l'oeard des constantes /? et />' , on les déter'minera à l'aide des iimn-

vemiMits moyens de .Inpiter et de Saturne: car on aura

// mouv. moy. Jup.

A' mouv. moy. Sat.

89. Voilà toutes les »|uantités qu'il est nécessaire de (•(•nuaitie puni

déterminer les perturbations de Jupiter et de Saturne, en vertu de leur

action récipro([ue. Nous, allons remettre ici sous les yeux du lecteur les

principales altérations du mouvement de ces deux planètes.

Soient T et T' les moyens mouvements de Jupiter et de Saturne c(>iu|iles

depuis répo([ue pour laquelle on a déterminé les éléments de ces deux

planètes, et on trouvei-a:

i" Qu'au l)oul du temps qui repond au mouvement moyen T, l'excen-

tricité de Jupiter se trouvera augmentée en raison de

/r+a^ I — s- 7^, Z~. ^ n,, ,

i / —
I

— ces a ?(7 1 -f- p sm ri sm?, ivi ai.

2" Que la tangente de l'inclinaison de l'orhite sera pareillemeul aug-

mentée en raison de

V'
I

/•'

C0S2 /o-T H- y siu'.) sin 2 /o-'i' ;i i

S" Que le lieu de l'aphélie se trouvera moins avancé d'un arc égal à

. „, / cot/'vT
\

/ M 1 -+- air col 7 h taii«-fl •

4" Que le lieu du iinuid sera aussi moins avancé d'un arc égal ii

,„ / cot/s-l
/ I H- aif col h lann'o

y y cosf.)



ni. I \i.( 1 I. i\ I i;i,ii M. (.(,1

V' Que \c Mioiivi'iiiciil ili' .lii|iiti'i' |);ir r;i|i|ii)i I ;i ri'(Ii|ili(]iic -.rr;! ;illiir

il'niic (|iiiitilili- r^iili' it

5io'\'t —
^fi\ ..... .... , . .... J— ' —~ ( sin T / V I — 7.1 V i ,

— {jsinrj eus ?. / v I - i

)

4'-'

4^
(siii? /j-T — t/s-T - y (•os'j(f'us2 itT - ij .

(•'(sl-;i-(liii' (Hi'il r;ni(lr;i ;ijoiili'r à sa luiigitiidr im .iii^lc rj^iil :i rrlle

(|iiaiitil('.

(»ii en (lira aillant île Satiiiiif, avec ri-ttc sciiK- (lillcrciicc ijii'il lauilra

iiiarijiicr les Idlics (11111 liait.

liO. .N\)us voirons \)\us lias, dans le luinicro Miivanl. (|nc lo t(iflliiiriil>

/v cl /c sont ('ifaiix environ ;i . de sorte (ine diiiaiil nlnsieiiis re\o-

liitioiis les aniiies 2(vï el mzÏ seioiit assez [lelits [loiir (|ii'oii piiisNe

>ii|i|ioser. sans errenr sensilde,

^iii'/vT - •/>T, sin ;> /tT = > /c- r l't l'os > / vT =: i , cos-» /Vl" ^^ i

.

Don

i" L'auiinienlalion de l'exeentrieite de Jupiter sera a tre.s-peu |ires

dans la raison de

c'est-ii-dii'e de

I + /v|5 sinr, X T à I,

I 7- b siii V - T à I :

..iV .

de sorte (ine la \alenr de in eroitra de la (iiiaiilite in' -, siii V T. Oi- un
' 'A

sait ([uedaiis les eHi[tses (|ui sniit peu e\(entii(ines. la pins i;iaiide etiua-

lion est à tri's-peii près égale au donide de l'exeentrieite: d'oii il s'eiisnil

(|ne la plus grande efjuation de .Inpiler ira en augnieiilaiil. et (|ne sa

variation sera, au bout de n rev(dutions a compter depuis repo(|nc

donnée, de

7.1 -T- sinA X j(io" V n.
h
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2" l,a laiigt'iitc (le rincliiiaisoii de Jupiter à l'éflipti(|uc croilia de

nièinc (riuic (|uaiitit(' egak' à «À'-^sinE X T, et comme celle laiigente

est tdi'l petile, ainsi qu'on le verra plus bas, on aura pour la vai'ialion lie

riiiclinaison de .lupiler à reclipli(iue pendant n révolutions

//.' -.- siiiEx 36o"X n.
h

3" l>e nioiiveiiieni de Taplielie sera représenté à trés-|)eu pies par

/i/S cosy; \ ,,.

I + /i/Ssui/i X T/
ou (^ncoie |)ar

;
iu. -+- /v(3 cosrj )'!"-»-( i- V- (3- cosr, siii-/; ) T-'.

//, - //,' I P

c'est-à-dire par

où l'on voit (|ue le ternie

7r / P
icosA T

7' /'

exprime le UKUivement moyeii et uniforme de ra|)helie, et (|ue le terme

donne une inégalité du mouvenieut de ra]dudie, la(juelie aujiMienle

comme les carrés des temps.

Ainsi, le niouvenienl nu>ven de l'aplndie de .Jupiter sera. p(un- n icvo-

lutions de celle plani'te. de

h cosA
I
< 36o" X II.

U, i P

et l'inéi^alitc croissante du mouvement de cet aphélie sera de

//, - //,
'

/ P . . \ 36o"

lï
, . . /

iii — II, II',
. \ ioo"

b sm A -,
!—7- b cosA) x ?

, ,,,. < 36o" X n'
\ y.li II j 5"]° 17 44



DE c u.cri. INTr.r.M \\.. «63

1" Li' iiiiiuvcniciU (les iià'iids <lc .lii|)iti'i' sfi;i ((Piniinsc de mi'iiif ili'

deux |);ii'ti('S, dont l'iiiii' ciDitiM Mirit'ni'iiii'inciil ri d<>iiiiri':i II' iniMiM'iiii'iil

innyi-ii du iKi'iid di'

I j + y- r ros E I X 3bo" ,< h.

cl ditiil l'iiiitrc suivra la loi du carre du temps et ({(Uiiiera une iuc^aiilr

croissanlf de

36o"

h y 9.11 ri I 57" 17 44'
H I- (MIS h) X y. ,-, ,7. X 3(lO" < «

V' Le MioiivcMUfUl de Jupiter' en loui^iludc sera sujet a une aileialh)!

de

5/'ô'v ,

^ smr, -+- y suioi
]

I
•

il très-peu [)ii'S. c'esl-ii-dii'c de

/5 ., .,, / P . . I /() . „\ „.
- /o./o -T-sinA H

—

//..// , suiK I-;
^ ?. // ?. Il

'

ce (|ui (Innne, cumule on voit, dans le Uiouveincnl de i clic jilaui'le. une

inéc;;>lité croissante connue les cairi's des temps, et ipii scia an liout de

n l'cvolulions de

/5 .. .,, /P . , I /Q . ,,v ^ 3bo"

\-.>, // ' // ' )7"i7 44

Ou trouvera de la même manii're :

1" Que, peiidanl // révolutions de Satmnc a compter depuis la miiin

époiiuc, la plus iiiande eijualiou île cette planète varii'ia de

/P'— 2 /-î -7-7- sinA X 3(>o" -' n.
h

2" Qui' l'inclinaison de son orhile a reclipli([uc variera daii> le même

temps de

- '0'
. ..— i A -77- sin h X 3()o' X M.

n
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t' Que le inouvomcnt nioy(^n et luiiforinc de l'aphélie de Saturne sera

e\|iiiiiic |iai'

-y- + -j-, r cosA X 3bo° X n.
Il h h j

et que de plus le mouvement de cet aphélie sera sujet à une inégalité

rrnissant comme les carrés des temps, hujuelle sera, pour n révolu-

tions, de

h' h \ 2//' //' b / 57° 17' 44

4" Que le mouvement moyen des nœuds de Saturne sera de

~ (7!' "^ 1^ r
^'^^^ '^ ^*'°° ^ "'

f\ i\u\\ V aura aussi, dans le mouvement des nœuds de cette planète,

une iiiei;alité de la même espèce, huiuelle sera représentée par

rj- - sin E r,
1- -rr - cosE X ^——^777, -^ 3bo" X n'.

/(' ç \ 9J1 II c / 57<>i7'44'

^)" Qu'enliu le mouvement de Saturne en longitude sera sujet à une

inégalité croissant comme les carrés des temps, et dont la valeur sera,

au lioul (le n révolutions, de

/5 /P' I . '0' .,\ • 360" ^^— - /ci .
/'ô' -rr sin A -i- -(/,.( / ~ sin L X ^--

—

j-ryT. X 3ho" X /('.

V2 /( 2 II' I 57" 17' 44

Au reste, il iaut se ressouvenir (|ue ces propositions cessent d'être

exactes i(irs(|u'après un grand nondire de révolutions les angles 2/vT,

2t7T el 2/v'T', 2/(j'T commencent il devenir eonsidéral)les.

!)1. Suivant les Tahles de M. Halley, le niouvemenl moyen de Jupiter

eu 100 années juliennes est 8'"'5* G"28' 1 1', c'est-à-dire io9'ii29i":

d'où, retranchant la préeession séculaire des équinoxes, laquelle esl de

5o34", on a |)iun' le mouvement séculaire de Jupiter 10 926 257".

Les mêmes Tahles donnent le mouveuuMit moven de Saturne en 100 ans
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(If :i'^'* '(* i^H'M) o', c'cst-it-diri' de [\ /jo^ ifJo', «l'oii rmi trnii\c |)<iiii If

iii()ii\fmem sfciihiirc de Siiliiriif
^i

"^qH i 26".

On :iiii':i dnrif

/«• 43,,H,,(;
,r = :-> = o,4o?5?»;

d'nii l'un lii'f

a r o,545iH<).

I)i' lit un li'iin\('i':i

-l r >, I-Sl()|, U r (i,)S<)|-||.

u'., _ i , 1 839. ?.8, ^ --
1 :>.,4o3?.9o.

Z — 3.,o8oii(>, A— 9,81)0764,

(f) = i,?.()4o3?, -S = 7,3iS77o,

fl fnsnilf

•A;. = — 0,19.0125, -^t^ <.3n)4o-,

..1.,= O,04lO9(). -l', -t^ — 2,744?.0<,,

A,— 0,47304?., 1.'.= o,8<i7(k^7,

iib,= — 0,14348?.. «!,',= 4,79347.5,

ll!>^= — 0,946083. viiî'j =: — i,7353g5.

p = 3,997C)()5, p, := — io,53?.3o4,

q =- 8,3oo535, i], =—17,850234,

r = 7,306455, r, ^ — i3,54tx)7i.

<i\ — -
0.23278c,, <r, = — 3,4885o6,

^£- ^ - 0,184498, a^ = 7,537649,

-?,=: 0,700695, ^'s
=— 4,354384,

nunf . à caiisf df

et de

ï = —TT- ^^OiGooiii": 207
J lob- ' '

-r ^= ^ 0,000 33 1 016,
I 3o2i

84
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(»n aura '

'If o ik'
, , ,

-r = — 0,000070292, -p- ^ — 0,000406004,

il ... //'

h
0,000078293, -TJ = 0,000406606,

'P
<C

'P' ^r-7-= 0,000 031 192, jj- ^ 0,000265701,

-7^ = — 0,000 078 298, -jT~ =^ ~ 0,000 406606,

et l'on troiivci'a

I lJ-=^ — 0,000 1 20 981, i
fj.' = — 0,000 3oo 553,

IV = 0,000085425, iv' = 0,000212221,

ip z= 0,000 120 981, /p' =^ 0,000 3oo 553,

ia^ 0,000120981, i<t'=: 0,000 3oo 553.

Or, selon M. Hallev, 011 a pour l'année 1750

2.5078- — —: 0,0482 18,

là' = —iry = 0,o570o3,

520098

54381

954007

il =: tang I" 19' 10" =^ o,023o32,

/>,' =^ iang2"3o' 10" = 0,0437 10,

ce =& 10° 33' 46", e =3" 8"i5'49"

a' = 8^ 29" 39' 58" , C-' = 3^ 2 1 " 20' 5"

d'ofi l'on lire

b = 1,182190. V — 79"*'' 12".

c -= 1,897725, E = i3"4' l'i".

Si donc on substitue ces valeurs numériques dans les formules du

numéro précédent, on formera la Table suivante, dans laquelle n est le

nombre des révolutions que Jupiter ou Saturne a achevées depuis le

conimencenient de l'année 1 700 que nous avons prise pour époque; de

sorte qu'il faudra faire n positif pour les temps qui suivent cetle époque,

et négatif pour ceux (|ui la précèdent.
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l'oidi'c (It'/'n, où se trouve la quaiUité i Wdz, car riiitégration l'éduira

à l'oidic <lc i' les coetrieients de ees lerines. Il en sera de même de (|iiel-

(|ues leiiiies de l'ordre de M]iii se trouverontdans la (jiiantité // 1 <l>r/v.

Ainsi on trouve qu'il laul ajouler à la valeur de 1 -fp;dy le ternie

— 2i'n 1 dy
I
^ dz, et par conséfiuenl à la valeur de / z-dy le terme

— V77 / dy / H dz; d'où il s'ensuit que le premier membre de l'équa-
t.' t-'

tion (o) doit être augmenté du ternie 4'' n 1 dy l Wdz, et que le premier

membre de l'équation ( p) doit être augmenté du terme ~(S/-n / dy j Wdz.

De là on trouvera, après avoir achevé toutes les opérations, ([u'il fau-

dra ajouter fn" 79) à la valeur de J'ies termes

8/'(P — 2y) / i/y
I

^'d2 -h i-?.rdy 1 <lulr -i- i^i' {î — r, h') y j ^i/z,

et à la valeur de Z les termes

12 1' t:z
j ^'(lz +4/-(p— cr/(-)s / 'Pc/y.

Au reste cette omission n'intlue point sur le reste de nos calculs.
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SOI.ITION

PIlOHLÈMi: D'AlUTiniKTlULE.

[\li\celluiiea Taiiriiifnsui. t. IV. i ^dd-
1
7IJ1).

Le pi'olilt'iiic (|iic jt'iiliipii'iids (If rcsiiudrt' diiiis ji' .MiMiioirv t>l

cflui-oi :

Étant donné un nombre quelcomfiu entier et non carré, trouver un

nombre entier et carré tel, que le produit de ces deu.r nombres augmente

d'une unité soit un nombre carré.

Ce prohlènie est un de ceux (|ue M. Format avait pmposés, ("muif

une espèce de déti. à tous les Géomètres anglais, et partieulièreiiieut à

.M. Wallis, qui a ete le seul, que je sache, qui l'ait irsolu. nu au nidins

(|ui en ait pui)lié la solution voyez le Chajtitre XCVIll de son Ali^ébn- et

les Lettres XVII et XIX de son Comrnercium Epistolicum •. uiai> i.-i mc-

tliudt" de ce savant Géomètre ne consiste (jue dans une espi'cc de tâton-

nement, par lequ(d on n'arrive au Imt (]ue d'une manif're assez incer-

taine, et sans savoir même si l'un y arrivera: il'ailleurs il faul deni<uiti<T

surtout (jue la solution du |)rol)lèine est toujours possiltle. quel (jne soit

le nombre donné, proposition (|ui est iiénéralement rei^ardee eoninie

vraie, mais qui n'a pas encore été établie. (]ue je sache, d'une uianii're

solide et rigoureuse: il est vrai (jue .M. Wallis a prétendu la pniuver,

mais par un raisonnement (|ue les Matheuiaticions trouveront hieu yvu
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satisfiiisant. pJ ([ui n'esl, ce me semble, dans le loiid qu'une espèce de

pétition de principe {voyez le Chapitre XIX de son Algèbre). Il s'ensuit

de là que le problème dont il s'agit n'a pas encore été résolu d'une ma-

nière suffisante et ijui ne laisse rien à désirer; c'est ce (jui m'a déterminé

à en (aire l'objet de mes recherches, d'autant plus (|ue la solution de ce

pioblème est comme la clef de tous les autres problèmes de ce genre.

i- Soit a le nombre donné non caiie, )' le carré cherché et .r* un

autre carré quelconque, la question se réduit ii satisfaire à cette équa-

tion : ay'' -+- i = x'^, en ne prenant pour x et y (|Ue des nombres entiers;

linsi il s'agit de trouver (]i'[\\ nombi-es entiers .r et y tels que

Qu'on tire la jacme cairée de a par a[)proximation, et l'on aura une

fraction décimale qu'on pourra changer, par les méthodes connues, en

une fraction continue, laquelle iia nécessairement à l'infini, à cause que

V« est une quantité irrationnelle par l'hypothèse.

Pour cela il n'y aura qu'à diviser d'abord le numérateur de la fraction

trouvée par son dénominateur, ensuite le dénominateur j)ar le reste, et

ainsi de suite, en pratiquant la même opération, par laquelle on cherche

la plus grande commune mesure de deux nombres, et nommant q, q',

q" . q' ,..., les quotients qui résultent de ces différentes divisions, on aura

V ^

Or cette traction continue étant interrompue successivement au |)re-

niier terme, au second, au troisième, etc., donnera une iotinite de frac-

. ,., • 1 • "' ^l "' î^l' Il
tions particulières que je désignerai par —

? j^, —7^ Iv'"'' ^'u^^uelles
« N ' «' N'

1

o
ajoutant la fraction - on aura cette suite intinie de fractions :

l
m M m^ M' nj^ M" «T M^'

ô' h' ¥' n^' N^' /F' W" «'"' N'"
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(|ni scrniil Icllcs (|iic

m - fj, « = I,

M = y' m +1, N ^zq'n,

m' —- q" M -t w. // (/"N + n.

M' = (f m' + M, N'^ q'" n' -\- N,

m" = (/"M' + /«', n" ^ q'^S' + n'

.

M' = ^"//i + M', N'^ q' II' -i- N',

(À'S sortes de Ifiiclioiis ont pliisiciirs [)r-o|)i'iclrs (|in sont coiiiuics

(lc|iiiis loiii{l('iii|(s (les (icoiiii'ti'cs, iii;iis (|nc nous t ro\ons (Icvdir r;i|)|)clfi

ici l'ii jH'ii (l(> mois. |iiir'('<' (juc nous m Icrons un grand usage dans la suite.

i" l.rs nunu'ialcins

I , /;/, M, /»'. M , . .
.

,

lornicnl une sci'ie ijui \;\ conlinncilmicnl en au^tncnlanl: cl il en esl de

même des deiiuuiiniilenrs

o, /(, N, /;'. N', ....

2" Les IVaelions

III m' m"
Il II' II"

sont lonles |illis [leliles {|ne la \aleiir de la llarlioii conliune ddu elles

résultent, valeur (|ni dans notic cas est \^/, mais elle> s'en apprnclienl

l()UJoui> de plus en |dus. Au eontiaiie. les (Vactions

1 M .M M
o ' N N' ' N" "

'

sont toutes plus grandes (|ne la méuH' valent. \eis la(|uelle (dies s(nil

aussi constamment ((Uivergentes. Ivl ( liaeune de ees tractions en parli-

eulier, soit qu'elle soit plus grande ou plus |)crne (jue \(i. a[ipro(ln'

(lavanlaLic de celle (piantiti' (|ne ne l'ail aucune des t'racliinis precedenlo.

ni ({Ile ponrrail l'aire aucune l'raclion (|iielciiu(|ue iluiil le deiiominaleiir

sérail plus pelil.

S" Si Ton multiplie en croix l(Uites les fractions voisines, et (pi'oii

1. 85
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relrariche les produits l'iiii de l'autre, on

série

in — om =r

M n — Nm =

M;;' — Nm' =

M' n' — N' m' —

M' «'' — N' m" =

la dans toute I étendue <le la

d'où l'on voit que les nombres m, n. M, N, m', n',..., ne peuvent avoir

d'autre diviseur conimun que l'unité, et qu'ainsi les t'raetions dont il

s'agit sont toutes réduites à leurs moindres termes.

^ ,, ,
^ ^ M , m' . ,. ... - M — A

2. (.ela pose, puisque v« < ît- t't > -71 si I on tait ya = —v~' '•"

aura A > o, et ^^— > -^^ donc ^ < ^ - ^ < j^r -^ (-'nse de

M«' — ]\/w' = I ; ilonc A < -75 et comme «' > N. on aura ;i plus forte

raison A < j^- En supposant de même

s/â

on [trouvera que

M' -A' M" -A"
N' N"

A'>o et <jjp:

A">o et <^;^,

Pareillement, a cause de \a > -^ et < ^^ si 1 on lait va =

> -. , "î , M m ^ Il , . ,
1 XT ^on aura ô > o et - < rr — — < ,r^ : donc aussi, a cause de .\ > /*.

5 < -; et l'on prouvera de la même manière qu'en taisant

y a =



iMi Hiirii

Il I \ l'IlOItLKME DAIUTHMETIOI K.

o' > o cl < -

.

n

Ii75

o" > et < -;,
n

:i. Omsidôrons inainlcnanl la formule .r^ — av*, tM sulisliluons siic-

«essivcmont dans celte forimiie les iiniiihies .M, .M . .M",..., à la place de .».

et les uonilins l'oi-i'espoiidaiils N, N , N , it la place de y, eu ihhii-

niaiit Z. Z , Z , les (|uaiitiles (pii en lésulteiil ; nous aurons d'aliord

loni-mais « = ^. I » d(

Z = 3.MA- A ;

dnn( . puis(]ue A > o et < < ou aura aussi Z > o et < ^ • "'•' ""•' 'I"'

uu'ine

et pai' (ouse(pieiil

Z'- M' -rtN'- = ?.M'A - A'^

^ 2 M'
Z >o et <nv""

et I (iU pniusera de la même manière (pie

Z" = M — «N '>o ei 1^"

., .
, , M M .M' ,. ,

.

JMais les iiactions j^: ^î ^ '
•

• tormeut une snile deci'oissante et con-

ver<ïente vers \a\ dou( les nombres Z. Z . Z' ijui lesultenl de l.i

substitution de .M. M . M' a la place de a-, et de N. X . N' à la

place de >' dans la loiiiinlr .c- — (ty'^, et (|ui soûl [lac ciiiiM'ipiint idii^

. , '.M
entiers, seroiil aussi necessaireiiicut tous positifs l't imumlres (pu' — •

()r ces nomhres Z. Z , Z sont en iiomlire inliui. parce ipie le iiomlni

.... M M M" ,. 1 .....
des tractions ^^^ ;^- ^ est intiiii: donc, puis(|M il ii \ a i|ii im

.Sx
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nombre fini de nombres entiers positifs, et moindre (|u'iui noiiilire donné,

il fiiudra nécessairement (|ii'unf inlinite de ces nombres Z, Z'. Z",...,

soient éoaux entre eux.

Ainsi l'on aura par ce moyen une infinité de nombres différents ii su!i-

stituer au lieu de x et de v dans la formule x- — «y-, de manière (|u'cllf

ait l(uijours une même valeur positive, et moindre que ^•

Si au lieu de suiistituer a la place de x et de v les nombres M. M',

M", et X, N", N", )n y substituait les nombres m, m, m",.... et

fi,n\n" et qu'on nouiinàt :,z',z", les valeui's ii'-sullantes de

X- — ar'-, ou aurait

z := m' — ««-,

ui, en mettant ( —^^ \ a la place de «,

d'oii l'on voit iiue ; sera néoatif, et <|u'à cause de o < - on aura

a m— z < h I.
/(

On trouvera de même
z' = — 2 m' ô' — o'-',

et par conséquent

:>. m'
2 <<0 et — s <

:
h I,

et ainsi de suite à l'infini.

D'où l'on conclura, comme ci-dessus, (|u'il y a nécessairement une

infinité de ces nombres m, m' m",..., et n, n , «,..., qui, étant substitués

à la place de x et de / dans la formule x'- — ay'\ la rendront égale à un

même nombre entier neijatii, et cninnns entre zéro et i.

4. Nous dénoterons en général par x,x', x'\x",..., et par v, y, j",

y'",..., tous les nombres qui étant substitués dans la formule x'- — ay- la

rendent égale à un même nond)re quelconque entier positif ou négatif.
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(\[\i- iiniis ;i|)|)cllri uns |{; en Mille (juc l'dii ;iil li'S ((|ii;irniiis

x' — ay- = \{,

x'' — aj-'' = K,

x"'-nr"'=ï\,

x"'-— «»•"'=- R,

(Idiil II' iKniilii'i' sera intiiii.

."). |,i;m mi;. — Le |ii'ii<liiil (!< ces deux (|ii:mtilrs .i" — ay' t-l
j"-' — «v"-

l'sl .r.j- ±: rtyi'' - — a :
xy' — yx' -'; car

(.«' ~ (/)• )(x'-'— a)-'-') — .r-.r'- -t- a' y- y'^ — «r-.r'- — ax\y'

= x-x'-zh ?.axx' yy^ -+- a' y' y' — «r- >' T T«.r)-.r' )' — ay'x'-

= ( j:.r' ± ayy' )' — a{ xy ' ± yx' ).

D'il il l'dll vu il (|llf le |in>ilnil de dru \ (|il:illllt(S de irllc loime .i'- —ay'.

a claiil une (|iiaiitil(' dniincc, csl loiiioiiis aussi de la iiifiiic Inriiic. il

iliTaiiisi II- |iriidiiil d'aiilaiil drs (|iiaiilil('s de l'cllr liiiinr iiiinri Miiidia

sera ciiron' de la iiiciiii' toriiif.

Dune on aura

( x' — ay- y = ( X- -+- ay' )-— a[ 2xy)'',

I X- — ay' y = ( .r' -I- 3axy- ) — a{ Sx'y -H ay' )•',

iM ainsi drs aiiln-s.

f). Sn|i|)iisoiis d'ahiud (|iii' H l'I (/ soii'ill (irciiiieis riilrc riix. cl iniilti-

pliaiil cnscmldr driix i|n(d(iui(]iirs des l'i] lia lions du n" 4. on aui'a Lkmmi;

( A ) R-^ = ( .r.r' ± ayy' y — a{ xy' ztyx' y.

Dr |)lns. Ii's inciiirs l'ijiialions domiciont i rllt'-ci :

R ()'-—)") = .r= >•'= — y-x'-,

savoir. ;i cause de .»->'- — v'".r - = a-y' -h y.T ) -.xy' — y-t''},

(B) n{y-~y-) = [xy' -^yx')[xy' -yx').
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Or : I" soit R un iiuinbre premier quelconqiK' : il faudra, eu vertu dt

re(|uati(iu ^By, que ^t' -H v.r' ou xv — yx' soit divisilile par R: soit

iliHIC

xy' it i\r' =: (y H,

et l'équation (Aj deviendra

K' = ( xx' zt arr' )• — /uj- U -.

d'où l'on voit que ux' it ayv' r est divisible par R-. et (jue par conse-

(|uent xx'±avy' est divisilde par R: donc taisant xx zz ayv= pR.

et divisant ensuite toute l'équation par R-. on aura

7. 2" Soit R = AB, A et B étant des nombres premiers, il faudra, en

vertu de l'équation iB;, que xy' -hyx' ou xv' — vx' soit divisible par R

ou bien que l'une de ces deux quantités soit divisible par A et l'autre

par B.

Le premier cas rentre évidemment dans celui du numéro précédent,

et donne par conséquent le même résultat.

Dans le second cas on aura

xr''±rx' = ^ B,

«7 n'étant point divisible par A. et re(|uation (A deviendra

A= B- = ( xx'± ayy' ] — aq- B= ;

de soi'te que xx' ± ayy' sera aussi divisible par B: donc faisant

xx' ±ar)' ^ />B,

et divisant toute l'cquation par B-. lUi aura

{<:) \-=i>--aq'.

Or, comme q n'est pas divisible par A, et (]ue a ne l'est pas non plus
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|i;ir li\ |)()llii'S(', !> ne le sera pas, de soi'lc (|iii' \, fi i-l y •«•l'uiil ()ifiiiit'i>

entre l'iix.

(^)ii'<iii |iiriiii(' iiiaiiilciiani iiiir aiilir i|ui'l('iin(|iii' <lrs i'(|uatiiiii> du

M" '(, cniiiiiic K = •r'"'' — a»' ". cl (lu'nii la ciiiiiliiiic avec ré(Hialiiiii

M = .r'-' — av'. l'ii ii|HTanl siir rcs deux iMiiialinns i uniiiic lums \rii()ii>

de l'aicc sur les r(|ualii)Ms !{=.»- — ay- cl H = .r-- — iiv'', on aura des

rcsullals aiial()i;ucs aux incccdciits, ddiil iiii tirera par eimse(|iieiit des

ciMudiisious sciiil)laldcs. Ainsi il faudra (pic l'iiiic du l'autre de ces (|uati-

liles xy" -^ yx" . .rv" ~- yx" soit divisihic par H, ce (|ui se réduit au cas

du II" (J: ou liieu ipu' l'uuc le soit par A. l'autre par |{. l)(»iic, taisant dan>

cv dcruicr cas

xy" zh yx' - ry' H.

et ciisuitc

xx"± (tyy" — // B,

lui parvieiulra de uicuic à l'eipialicui

(D) K'-p'--(i,i'\

dans la(|uidlc A,// et q seront aussi premiers entre eux.

Or les deux équalioiis (ly et D ; donneront ces deux-ci :

(E)

(F)

A* = (pp' ±1 aqq' )• — a(pq' +i qp' )=,

VI q' - (/^ ) = /«/' ^- qp \i^pq' — qp' ).

Ainsi, à cause (|ue A est un nouihre |»reinicr. il faudra, en vertu de

re(|uation F . (|uc ruiic ou l'autre des i\yiiinûlvs />(/'- r/p . pq'— //// soit

(iivisil)le par A", ou hien (pie runc cl l'aulrc soieul divisildes en nicuie

temps par A: mais aloi's il faudrait aussi (jue leur somme 9.p(/ fût divi-

sihie par A. ce (pii ne [leul être, a cause ipic ni /^ ni q n'est divisihic

par A, il moins (pic A ne soil ciial ii 2.

Supposons d'aliord (pie A soit ililferent de ?.. et l'on aura nécessaire-

ment

rq ±qp =s\\



f>80 SOLUTION

ce (|ni icdtiil ré<(ii;ttion (E) à celU'-ci :

A' =
(
pp' ± aqq' ) — as-k\

\y,w l;i(|iii'llc (III voit que pp z^^aqq doit aussi être divisible par A*; de

iiiaiiiiMe (ju'on aura

pp' ±a(j(j' = /A';

et par luiisequeiil, eu divisant toute l'équation par A',

I ;= /• — as'.

Si \ était égal à 2, alors, eoninie g et <j sont premiers à A. ils seraienl

tous deux impairs; par eonséquent leurs earrés seraient chacun un mul-

tiple (le >S augmente' d'une unitt-; de sorte (|ue la différence de ces cariés

serait nécessairement un nuiltijjle de (S; on aurait donc

q'- — (/' ^ y'">

et ré(|uation (Fj deviendrait, à cause de A = 2,

3a w =
(
j>q' -+- qp'

) {
pq' — qp' ] ;

ainsi il faudrait necessairenienl (jue l'une ou l'autre des quantités

pq^ qp' . pq — qp' fût divisible par 4. c'est-à-dire par A-, comme dans le

cas précédent.

8. 3" Soit R = ABC, A, B, C étant des nombres premiers, il faudra

donc, en vertu de l'équation !B;, que l'une ou l'autre des quantités

jy' + ycc' , xy' — yoc' ?,o\{ divisible par R, ce qui rentre dans le cas du

II" 6; ou bien que l'une soit divisible par A, et l'autre par BC. Soit donc

xy'± yx' z^ qBL,

et l'équation (A; deviendra

A=B=C' — (.r.r'±; «);)•' )- — aq'WO;

de sorte (|u'il faudra aussi (|ue .r,r' :±Layy' soit divisible par BC: (buic.
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t'iiisHiil

xx'± a)y' = p BC,

l'I flivisjiiil loiilc r('(|iiiitioii par B-('.^, on ;iiir:i

\' = y»' — aq'-

Si l'on (niiiliiiic (le iiiciric rr(|ii;itii)ii H = .r*— ^n'^ ;ivfc rc(|ii;ili(iii

R = .r"- ^ «v"^ ^ 11" 4 .cl (|iii' ni l'uiif ni rinilic do (|iKiiilit('S a:j"-l-j.r".

xy." ~ Yx" ne suil (livisil)li' |i;ir li, mi |i;ii\icii(li;i. p;ir l;t incmc iiictlindi'.

il une ('(|n;ition de ecttr t'uinii' :

h': P' - «7

/ ilani l'un des raitcnis dr H. Donc, si k=\. on aura deux cquation.s

(juiin Irailcra coninic on a l'ail ci-dessus pour les é<|ualions '('.. el ''!);.

Si X- = H. on ((ludiincia les eipiations R = ar- - — ay- el R = ,r"'^ — av"^.

el si celle coinliinaisoii ne donne pas le cas du n" (i. elle dunneia néres-

saiienient nue ecpialion de celle t'ornie :

!>' =. p' — aq"-,

k' étant l'un des trois fadeurs de R.

Donc, si /{ = A ou X:'=B, ou aura deux e()uations analoi^ues aux e(|ua-

lions ('. et D : mais, si X'=C, il laiidra prendre uiu- (|ualrième équa-

liiin hdie (|iie R =r .7-
'- — ov -, el la coudtiner avec (pudipTune des

précédentes pour avoir ou le cas du n" fi, ou au luoins une nnuvelle

e(piali(Ui de celle lornu' :

f,"' = />'" — aq"'\

k étant ej^al à A ou il 15 ou ii ('.; ainsi, ipiel ipie soit X'. on aui'a uecessai-

reiiient deux éiiualious analoiiues aux ei|Uatious ''C et I) . par les(|uelles

on ponria résoudre le prolili'iiie u" 7 .

Eu iiénéral il est e\ident, par tout ce ipie nous avons démontré jiis-

qu'ici. (|u'en uuiltipliaiit euseinlde deux (|uelc(in(|ues des équations du

u" 4, ou aura nécessairement ou une étiualion de celte, t'ornie : i =^'- — oy-

comme dans le u" 6, ou au luoius une équation de cette autre tonne :

1. 86
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k- = p"^ — (iq^, k étant l'un des trois facteurs de R. Done, si l'un prend

quatre des équations du n" 4, et qu'on en forme quatre produits diil'e-

rents, on parviendra nécessairement à l'équation

i—p'— aq\

ou an moins a deux eciuations de la forme

/f'^p'—aq-, /i -=://'— ay'',

(|u'on traitera ensuite comme on a l'ail plus liaul pour les équations (Cj

et(D).

• 9. 4" SoitR = ABCD, A, B. C. D claul des nombres premiers, il fau-

dra, en vertu de l'équation B;. que l'une ou Tanlre des (juantités

xy'-hY^', Xf'—yx' soit divisible parR: ou (|uc l'une soit divisible seu-

lement par BCD, et l'autre pai' A; ou entin (|ue l'une le soil seulement

par CD, et l'autre par AB, ce (|ui donne trois cas ditrerents.

Dans le premier cas on aura d'ahord, c(nnme dans le n" 6,

' = /''- «?•

Dans le second cas on aura, comme dans le n" 7, en mettani B(;D au

lieu de B,

A^ = />- ^ aq-.

Daus le troisième cas on fera

xy' ±y.r' = qŒ,

et l'équation (A) deviendra

A^B^C^D» = (x.r'±.arr' Y - aq-OJ)';

de sorte qu'on aura aussi

r.r' ± ayr' -- pCD;

et par conséquent, en divisant toute l'équation par C"D-.

A=B- = p' — aqK
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Qu'on |)icniit' (lune (iii(| des (Miuiitioiis du ii" 4, i-l turmi li-s n)iilti|ilie

('Msi'iiil)lr deux :i deux (xpiii ;i\ nir ,sf|i| imiduils dillcriTits 'on poiitrait ;t

l;i \rriic en jivoir- dis. iii;iis il Millil ici d'en cunsidérer se|il . on ;inra

neccssiiiicrnrril pur ce imommi on une t'(|n:ilion dr cctli' foiinc :

,=p-- aq\

l;ii|nidlc icsoul le |)i(dilcinf: on iin moins dcnx ('(|u;ilions de irllc toiiiif :

A= = p- — atf'y A- = j)'- — aq'-

A il;inl l'nn (|n(dron(|nr des t';Htcnt> de H . cl le |ii()idi'nic se i'cson<li"i

comme dans le n" 7: on enllii dcnx c(|iiiilions de la t'oriin'

A et 15 elanl deux (|nelcon(|n('^ de> (|nalie laclems de \\ : e|, dans ce

depiiiei- cas. on |)i(in\(ia aisemenl (|ue le> (|ualic (luaiititi's y;, <j, ji el y

seront preinièrcs ii A el 15.

Or, les ('(luatioris

A=H- = /y-— a^- cl AH — ^''-— «y-

(lonnenl ces den.x-ei :

( tî ') A* B* =
(
[jp' =!i aqq' V- - a[ /»(/'± qp' "-.

^ H )
\= B=

(
7'- - q' -^

I pq ~ qp' \

{ pq - qp -

Va il landia. en \eiln de l'eiinalion H . (|ne rnn<- on j'auli-c des i|nan-

[[{></)(/ ~ f//i . />f/ — (//> soit divi^iide jiai' A^ii-, ou (|Ue l'une le soit seu-

lement par A ou par B. et l'antre par AH" on pai- A-H. mi (jin' l'une et

l'autre le soient par AH: ou entin cpu' l'une le soit seulement par A", et

l'autre par- \V- : ce (jui <lonm'. comme l'cui voit, quatre cas ditlerenls.

Dans le premier cas un fera

pq' d= qp' - s K' K-,

et l'eipuitinu (i deviendra

K* B' = //// ± aqq' ' -- us'- A" B' :

86.
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donc on aura aussi

pp' ±aqq' :^ r A - B%

el, divisant toute l'équation par .VW, on aura

i ^ r' — as'.

A l'égard du second cas, il est clair ([uc si les deux ((uantités/>y'-f-^/?'.

pq'— qp' étaient divisibles en même temps par A ou par B, il faudrait (|ue

leur somme T^pq' le fût aussi, ce qui ne peut être (à cause que/» et q' sont

premiers à A et B), à moins que l'on n'ait A = 2 ou B = 2; mais alors q

et q' seraient nécessairement impairs, ce (jui donnerait q'-— q'-='6m\ de

sorte que l'équation (H) deviendrait (en supposant B = 2
j

32 m A= =i{pq' + qp' ){pq' — qp' ] ;

donc, puisque l'une des deux quantités pq -4- qp\ pq — qp est supposée

divisible seulement par B, il faudra que l'autre le soit pai' iGA-, et par

conséquent aussi par A'-B", ce qui se réduit au premier cas.

Le troisième cas ne peut point avoir lieu du tout, ii cause (|ue la

somme des quantités pq' + qp' , pq' — qp' n'étant point divisible par Ah.

il est impossible que cliacune de ces quantités le soit.

Reste le quatrième cas, dans lequel on aura pq' ± qp — sV>- , s n'étant

point divisible par A; on aura donc, dans ce cas, au lieu de l'équation (Gj,

celle-ci :

A* B' — {pp'±i aqq' )' — as'B' ;

par conséquent, on aura aussi

pp' ±aqq' = cB- ;

et, divisant toute l'équation par B', on aura

A* = r' — as',

et comme s et a ne sont point divisibles par A. / ne le sera pas non plus,

de sorte que r et 5 seront premiers à A.

Ayant l'équation A^ = /• — «i-, il faudra encore en avoir une autre
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s('ini)l:il)l(' |)uiir |iciii\i)ii' rcsuiidrc le |)rol)l('iiH'. l'niii l:i Irniivcf, (iii ((nili-

iiiicr;! il miilti|)licr cnscmlilc deux ii deux les ;iiiti'cs finMlums du n" i.

l'I il est facile de voii', par ce (|iu' nous venons de nicmlrei-, (|ue si ces

cDinhinaisoiis Me donnenl pas (inelciiies-uns des cas (jui ont déjà éle ré-

solus, elles donneronl necessairemenlà la lin deux ecpialions de cetle

l'oiiiie :

V = (•= - lis', V — r" — as'',

A elaiil l'iiii (les (|iiati'e f'acleiii'S de \\ et /, s. r et s elaiil premiers il A.

Kii ellél, puiscpie le noinlire des e(pialiiiiis dn n" i est iiilitii. el (|iie le

iininhri' des cas (pli peiiveiil arriver est liinile, il est évident ipir le iiieiiie

cas devi'a arriver une iiitiiiile de l'ois; de soi'le (|ne. si l'on ne liniive |jas

(piel(pies-uus des cas (pie nous avons dejii resoins, on Inuiveia necessai-

renient deux, el inf'-me une inlinite de cas l(ds (pie

/•- — as- el us ;

mais il sullira d'en avoir deux p(Mir (pie le piid)l('iiie soil res(dul)le.

On aura donc, par le moyen {\v^ deux e(piations dont il s'ai^il,

( 1
)

V = (
//•' ± ass' Y— a{ rs'± sr' }'

,

( K ) A' (i" — 5-
) = ( rs' -t- sr' ) i

rs' — sr' ).

Donc il l'andra, en vertu de re(|ualioii K,, (pie l'une ou l'autre des

(piaiitites rs' -h sr \ rs' — sr' soit divisible [)ai' A', ou (pie tontes les deux

soient divisibles ii la l'ois pai' A; mais, dans ce dernier cas. il laiidi'a aussi

(pie leur somme y.rs soil divisible par A. ce (pii ne peut être ii moins

(pie A ne soit égal i> 2. Or. supposant A = 2, on aura s'' — 5- = H/«, ce

(pii réduira re(jiialinn K ii

i.'wj = I rs' +- sr'
) ( rs' — sr' );

d'où l'on voit (pie si l'une des (piantites rs -h sr . rs — sr' est divisible

seulemoill par A. l'autre le sei'a nécessaireniciit par V'. el par C(Uisé(pieiil

aussi par \\

l,e cas où rs' -\- sr et rs' — sr' seraient toutes doux divisibles par A- ne

sanrail avoir lieu, ii cause (|ne leur somme -us ne peut jamais être (tivi-
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sihie par A^; de sorte (ju'il ne restera que le eas où l'une ou l'autre de

ces quantités sera divisible par A^ ; ainsi on aura toujours

rs' ±sr' = Il k\

ce qui réduira l'équation fl) à celle-ci :

A* =:
(

//'± ass' ]• — «K-'A*,

par- laquelle ou vcjit que //rtr/.w' sera aussi divisible par A'. Faisant donc

;;•' ±ass' = / A%

et divisant toute l'équation par A\ on aura

I := /- — au-.

On voit |iar là comment il faudrait s'y prendre si le uomlire R était

composé de cin(| nombres premiers, «vi d'autant île nombres premiers

qu'on voudrait; et on voit en même temps que. pourvu (|ue a et R soient

premiers entre eux. on parviendra toujours ii une e(|uati(ui de cette

forme :

I ^ X'— ar'.

qui contient la solution du probli-nu- [tropose; la ditliculté ne consistera

que dans la longueur du calcul, mais on pouri'a souvent l'abréger par

les considérations suivantes.

10. Si le nombre R était une puissaïue (|uelconque d'un nijudtre pre-

mier, il ne .serait pas nécessaire de le regarder comme le produit d'au-

tant de nombres premiers qu'il y a d'unités dans l'exposant de la puis-

sance donnée.

Car, soit R = A", A étant premiei- et dillérent de 2, je dis (|u'il faudra,

en vertu de l'équation (Bj, que l'une ou l'autre des quantités .rv'-t-ya?',

xy' — ya:' soit divisible par A"; en elTet, si l'une de ces quantités était

divisible seulement par une puissance de .\ moindre (|ue A", il faudrait

que l'autre fut divisible par le complément de cette puissance; de sorte

que les deux quantités dont il s'agit seraient divisibles en même temps
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|t;ii- A; |);ir consciiiH'iil leur sunitiH' v>.i » le si'iiiil aussi: «luiii-, :i r;iii!<«'

ili' A [)r('iinci' cl diUcreiit de a, il t'aiidiMit i|iic r i>ii » lïil divisihlc [»;ir A:

iii;iis, si X ctail divisIMc |):ir A, il l'andrail, t-ii vertu de l'<'(|ualiiiii

A" = .r* -- M> , c|U(' r If lui aussi, « daiil, |iai- liv|)(>tli('sc, prciiiirr a A:

ainsi » cl v iif sciaicul pas preiiiiors eiilic tu\. ( i- qui icpuguc a la ria-

luii' de ci's (|uaulilr> n" 1 .

()n |)l(MlVcia ili' UH'Mir, |(ai rr(|llalinii \"^j;'- — </V' -, i|Ur r Uf >au-

lail clic (li\ivililr |iar A. Doue il laiidr;: ui-i'ct^sairrinciil i|mi' I'hii ail

xy' ih )-.r' = (j A",

ce i|ui réduira re(|uali(iu A a

A*" = ( xx' ± Cl)}' ) — aq' \"%

par la(|uelle on voil (]uc tx' ± my sera aussi divisible par A": ainsi,

laisanl .r.t ^zai>' = p\", et divisant requation pai' A-". un aura sur-le-

eliantp

Si A elail ei^al a :>.. alors, |Miis(|iie v et v ne sont pas divisibles par A.

ils sei'ont necessairenienl impairs: de sorte qu'on aurait )'
- — v-- = Hm.

el rei|llalioli 15 deviendrait

i'-^'m — ( xy' -+ yx'
i ( xy' — yx' ) ;

or, les (pianliles .1 V -*- v'.r'. jcy — v,r ne peuvent elic divisibles en u'iénie

temps p;ir |, parée cpi'il l'audrail i|iie leui- summe 2iv le tVll aussi, el

(pie, pal- eoiisequeul, r (Ui V t'iil <livisible par a. ce ipii ne <,• prul. Doue

il l'audi'a necessairenienl que rniie de ees quantités soit divisil)le jiar

2'""-, el par consétiuent aussi par A": doue, etc.

On pourra abre^^er el siniplitier de la même manii're l'aiialvse des cas

ou

A. H. t'. l'Iaiil des nombres premiers.

I i . Si lou avait ces trois e(|ualions :

R = x- — ay-, W = .r - - <iy'' el R" — i' - — ay"'.
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Hi que R et R' fussent des nombres premiers quelconques, et R"= RR,

on pourrait aussi par leur moyen résoudre le problème.

Car les équations a?^ — ar^=R et a-"^ — aj"^ = RR' donneront ees

(leux-ri :

( L

)

K^ R' =
(
xx" ± axx" ? — a( xy" ±xx" )\

( M )
U (^-"^ - W r') = (xy" ^jx" )[xy" - rx");

donc, à cause que R est premier, il faudia, en vertu de l'équation .Mj.

(|ue l'une ou l'autre des quantités xj"-^yx", ^cv" — jj-" soit divisible

par R; donc, taisant

xr"±xx" = ql\,

l'équation (L) deviendra

H- K' ^ ( xx"± ayy" y — aq- R',

d'où l'on voit que a:^" ± ayy" sera aussi nécessairement divisible par R,

(le sorte qu'en Taisant xx" ± ayy" ^ p^, on aura, en divisant par R-.

K' ^ p-— aq'.

et il ne s'agira plus que de combiner celte équation avec l'équation

R' = .r'^ — ay'-,

suivant la métbode du n" 6.

On pourrait traiter de la même manière les cas ou l'on aurait

.r— aj^ = R, ^ -—«>•'' = R', x'^ —«>•'== R" et .r
"' - «r" = RR' R",

R, R', R" étant des nombres premiers, et ainsi des autres.

12. Il est bon de remar(|uer encore que si les nombres R, dans les dil-

férentes équations du n" 4, étaient de signes différents, pourvu qu'ils

fussent d'ailleurs égaux entre eux, les métbodes des numéros précédents

réussiraient de même; il n'y aurait d'autre ditlérence dans les résultats

sinon qu'au lieu d'arriver toujours à une équation de cette forme :

1=07- — ay-, on arriverait quelquefois à une équation de cette autre

forme : — i = a'-— «v- ; mais alors il n'y aurait qu'à élever cette dernière
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équation au caiif, cl Pdii aurait 'ii"5y

I- {x' -h ay^y — a{2Xj')'.

13. Au reste, si l'on avait R = ±: 2 ou R = i: 4. une seule e(|uatiiiii

sullirait pour résoudre le prohlème.

rSoit:
ih 2 ^ x' — ay,

on aui'a. en prenant les carrés,

4 = ( a;' -I- ay' )' — I^ax\y';

mais ay'^ = ar'^ :^ '^, donc 4 = 1 '.r^^ >;^— /|aj"^ v'\ et. divisant par /(.

i = {x'zpir--a{xry.

±^ ^ X- — «>•',

mais av^^JF-q: ') : donc, en substituant cette valeur et divi.sani timle

l'équation parJj. on aura

4 ^ ( x' rp 2 )= — ax\r'-

Cette équation étant multipliée par l'équation ±f^ = x^ — ay\ on auia

( n° 5j. en prenant le signe +,

±; i6 = [(.r-zp2)x -(- axy'']- — « [[ x-qz2 )y -+- x'\y]-,

c'est-à-dire

±i6 =^ x-{x- -h ay~zfi7.y — 4 'ï.>"'
(
.î"'^ i )"

;

mais av" = j:^ rp i: donc, en substituant cl divisant par '|. on aura

zï: ^ ^ x^ X- zp Zy — «r • ( .r- qn I )^

Or, puisque a est premier à R. et que R est ici un nombre paii-. a sera

nécessairement impair; donc re(]uation R = j'- — «y- ne poinia subsis-

ter à moins que a: et j>- ne soient tous deux pairs ou impairs: mais ils ne

I. «:
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peuvent être tous deux pairs, parce (ju'ils sont supposés premiers l'un à

l'autre; doue ils seront nécessairement tous deux impairs; donc x sera

impair, et par conséquent a-^q: i et a-- q= 3 seront tous deux pairs; donc,

faisant a;-q: i = 2^ et ic^qi 3 = 2p, et divisant l'équation précédente

par l\, on aura celle-ci :

±.i=(xpf — a(xqY;

donc, lorsque R = 4, on aura

I =(xpf—a(xqy,

et. I()rs(|ue R = — 4, on aura

— i—{xpf — u(y(iY;

d'oii, en prenant les carrés, il viendra

-1- I =
{
X' p- -h af- q^ Y — a { 9. x'ypq )'

.

14. Nous avons supposé jus(|u'ici que les nombres a et R étaient pre-

miers l'un à l'autre; voyons maintenant comment il faudra s'y prendre

lorsque ces nombres auront un diviseur commun.

Soit 5 le plus grand diviseur commun de a et de R, en sorte que

o = $A et R = 5T, h et T étant premiers entre eux, et l'équation

R = a?^ — ay-

deviendra

(ce (|ue nous disons de cette équation doit s'appliquer en général à toutes

les équations du n"4); d'où l'on voit (|u'il faut nécessairement (|ue le

carré x^ soit divisible par 0.

Supposons: i° que 6 ne soit ni carré, ni multiple d'un carré, il est évi-

dent que la racine x devra être elle-même divisible par ô; de sorte qu'en

faisant x ^ 6u, et divisant toute l'équation par û, on aura
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Qndii t'Iéve c-i-ltc é(|u;itiiiii ;ui linic, fl l'iui ;iiir:i

T = 0=M'- yb^ju-y + lry' = (Ou'-^br'y~ 6fc(2«r)',

savoir

V — {6u'-hbr'y — ai7. ur)',

i'(|iialiiiii dans la(|iiillf a cl T^' scidiil [irciiiiLTS l'iilrc i*ux.

Or, (hius r('(]iiali()ii R = a-- — «y-, H fst néci'ssaireimiil picmier à v;

autrc'iJU'iit x'- st-rail divisible par la |)liis grande eoiiimune mesure de ces

<li'ux (juaiitilés, el jiar ((Hisetiiieiit ,» et > ne seraient plus premiers entre

eux, eunire riiy()olhèse; dune T et serunt aussi premiers à y: drnie,

dans ré(|uati(in ï -- Ou- — by-,'ï et u seront aussi premiers entre eux;

autrement il faudrait (|ue /n'- lût divisible parleur plus grande eommune

mesure, ce qui ne se peut à eause que h et y sont tous les deux premiers

à T; dune, puis([ue T est [iremier à // et à >', il est clair (juc T" sei'a néces-

sairement premier ;i iiv; donc, dans l'é([uation

ï' = ( «' -t- 6_)-=
)• — « ( 2 ur)-,

Ou--hby- et «y seront premiers entre eux; car, s'ils ne l'étaient pas. il

faudrait que T lut divisible par leur commune mesure; ainsi T et ur ne

seraient plus premiers l'un à l'autre.

Donc, si T est un nombre inij)air. on prendra, au lieu de rc(|nati(in

R = .r- — (ly-, celle-ci :

T- ^ I u- -h by- y- — « {

2

ur)',

dans laquelle f- el a seront premiers entre eux, aussi bien que 5«- — by-

et 2uy.

Et. si T est un nombre pair, alors Oir-^by- sera aussi pair, et Ton

aura l'équation

(î)-=(^^^)'-«.«..-)..

1 1 II / T\' . 5«=-i- i)-=
dans la(|ucl!i' (

— et a seront premiersentre eux. comme aussi —=—

et iiy.

2" Supposons maintenant (jne 5 ait un facteur carré t;?*. en sorte que

S:.
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5 = 3r-'/. y n'étant ni carré ni multiple d'un carré; en ce cas l'équation

R = j?- — ay- deviendra

ro' yT ^ X- — 57^ yby'\

d'où l'on voit (|ue le carré a?'- sera nécessairement divisible par w-y. et

(|ue par conséquent sa racine x le sera par t^-/; ainsi, faisant x = vs-/u,

on aura, après avoir divisé par 57-7.

T = y u- — by-.

Donc, si y= I, c'est-à-dire si 5 est carré, on aura l'équation

T = f/- — by-,

dans laquelle T et h seront premiers entre eux, aussi bien (jue u et r; de

sorte qu'à l'aide de cette équation et des autres semblables, on par-

viendra, par les méthodes des n"^ 6 et suivants, à une équation de cette

tonne :

1=0- — b(i- ou bien i = n- , o'.

Si y n'est pas égal à i , on élèvera l'équation T = y»- - by- au carré,

et l'on aura
1- ^ (y u- -ir by-y — yb{i uy )-,

et l'on prouvera, comme ci-dessus, que yft sera premier à T^, et que

yM- -I- by- et uy seront premiers entre eux.

De sorte que, si T est impair, on aura, au lieu de l'équation

R ^ .r- — ay-, celle-ci :

T^ =
( y lû + hy^ f—yb(o. uy)\

oii T- et -jb seront premiers entre eux aussi bien (jue -/ir -f- by- et 'niy.

Et, si T est pair, on aura l'équation

Ty j'yu--h by'y^{vi±^)--y,„.,,..

où ( —
j

et yé seront premiers entre eux aussi bien (|ue ^ et uy.

Donc par le moyen de ces équations et des autres seniblaltles, on par-

viendra aussi à une équation de cette forme: 1 = p- — -jbq-. c'est-à-dire.
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il ciiiisr (le a = -jh-rz- , df celle loi iiic-ci :

093

I = 1^ q'.

Oi'. ('((niiaissaiil deux valeurs (|iieic()nques de p et y (|ni salisf'asseiil à

re(liiatitp|i I = /'^
f(j', /étant (jiielcdiKiiie, il esl limjdiiis possihie de

lion ver |)ai' liMir moyen denx anlies valeurs de/v et q (|ni satisf'asseiil à la

même e(|iiatnin. et (|ni soient telles (|iie la valeur de q soit multiple d'un

iionihic (|U('l('on(|iie donne, roinine nous le verrons plus lias n" 21 :

doiU' on pourra loujoui's déterminer p et y. de mauii'ii' (|ne y Miil divi-

silde par ^r,: de sorte (|u'on aura

, = /,-«(!],

(•(unine le proldi'ine le demande.

15. Nous avons doue deiiionire, a\ee loiile la riyiu'iir et la lieneralit*'

possibles. (|u'uu uoiulire (inelcomjiie eiilier el non carre a étant donne.

il esl toujours possiltle de trouver deux nombres x et v t(ds, (|ne

I = .r- dV'. el nous axons en même lein|)s doiuie les moveiis de trou-

ver ces mêmes muulires.

Or. comme le carre, le cube, et en ii'eneral toute puissance d'une (|uaii-

lite de cette l'orme .r- — av' est to.ujonrs aussi de la uiènH' l'(Uine < n" ,5,.

il s'ensuit (in'eii élevant ré(|ualiou i — .i-' ay- \\ une puissance ijutd-

con(|ue. on aura une intinile d'autres e(]uatious .semblables, de sente

(ju'ayanl trouvé par les méthodes pi-ecedentes. ou par (|uel(|iie autre mé-

thode (]ue ce soit, une seule solulion du |iroi)l('nie. ou [)imrra par son

moveii en Ironxer d'autres ii l'inlini.

l*oui- i-enreriner toutes ces solutions dans une f'or'nmle liciierale. suji-

posous (|ue p et c/ soient les valeurs ti'onvees de -i et de v. en seu'te (|ue

l'on ail I = p- — (Kj- \ en élevant les deux ineiiil)res de celte e(|ualioii a

une |missance (|uelcon(|ue m. (Ui aura
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équation (ju'il s'agit de réduire à la l'orme de celle-ci :

I ^ ^^ — ay'.

Pour cela je remarque que

/>- — rt^ = ' p + q \aj P — q V ai-

de sorte que l'on aura

(p-— aq' )" = p -i-q y'a )" ^ p — q v « i"

Or

/ ,- ,- /" {m — 1 ) . ,

[p + q v'«)"' = /''"' -t- >»P"' 'q V" ^ p"'--qo

m (m — 1 ) ( 'H — 2 ) , ,

donc, si l'on fait

X ^= p'"
m m — I

)
Diirii — i)(m — 2.){m — 3)

2 .3.4

„,(»,_.)(,„_ 3)
^,„_3^,^^ ^^

'"""-')••'"'- 4) /,.,- .^S«=y = n,p--' q + —^ ^"'9 '«
2.3.4.5

on aura

[p -1^ q \Ja)"' =^ X ^ Y ^ a ;

et, prenant le radical \ a en —, on aura de même

fp — q\ia)'" = x — yyd;

donc

(p-— aq-f = (x — r v"«J (.^ — X ^jc-J = ^'— «)';

de sorte que l'on aura en général

x' — ay' = 1

,

en prenant pour m un nombre quelconque entier et positif.

Au reste, les équations

'/*"•" 7 v'ar =: X -i- y \ « et i p — y V a
)'" ^ x — _) v «
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iJoiiiicriiiit

2

fX|»icssions (|ni rt'vionnt'iit ;ui iiirme (|iif les pn-cf-dentcs. mais (|ui nnt

ravantiige (Trlrc sous iiiif roiinc tiiiic; ainsi, pn-iiant siicccssivciiH-iit

pour m lous les noml)res naturels, on aura une intinilé de solutions du

prolili'nie proposé.

16. [.es dernières expressions de x et de y font voir que ces ([uanlités

toriiiciit deux suites récurrentes, dont Teelieile de relation est ip,

— p- «7"j, ou bien (à eause de/>- — «</'- -- i ?./>. -- i; de sente (|u'fri

dénotant par ^r', x", x'",... et v', y", v' .... les valeurs de .r et de v i|ui

repondent à /// = i, ^, '\, >n aura les séries siiivagles :

x' — p,

x" — 2p'— i,

x'"=r 4/>=- 3/>,

jr"= 8/>' — Hp- -+- 1,

x' =ilGp'— 20/?' -h 5 p,

el en général, lors(|ue rexj)osant est m.

m ( /H — 3 ) , ,
m (m — i)(ni — 5)

X = -yr-'jy" — w }"'-> p'"-- -I !^ -' yj"-^pr' ' — ii^ .' a'"-'//*

2.3.4

et de uiénie

y" = 7.pq,
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et en général. li)i'S(|Lie l'exposant est m,

[m — 3)(w — 4 m— 5 »!'"—

s

-
]

( »; — 4 ) ( »t — 5 ) (w — 6
) „ .

On |)eut mettre encore les expressions générales de x et de y sous une

autre forme beaucoup plus simple; mais il faut pour cela distinguer les

cas où m est pair ou impair.

Soit : i" m impair, on aura
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Soil :
2" /// |);iir. cl l'nii aiiiii

x" =-(i--,.p-),

J7" = — (1 — iHp'-h^H/)*— 3a /r).

cl cil y('ilct;il

lùistiilc

r" r_ q {Gp — i.j p' - 3-? p' j.

697

I r '"' tirlni- — A] m'I/ii- — iiini'— 16) "1

cl cil "CIICI-ll

r = =p '/ "'/'
[m- — 4 ) 3 m {m-— 4) ( "'' ~ ' ^

?..3 .3.4.5

A l'ciiMid lie l'Miiihiiinilc des sii;iu's, on (utihIih le sii;iii' sii|M'iieiir

lors(|iie /// ol un n]iilti|ili' de '|, el rint'erieiir l(iis(|iie m est iiii iiuilliplc

de '1 |»lus 2.

De |iliis. |iiiis(|iie//-' — (1//- I . on pouriii substituer d;iiis les roiinnles

prtH't'dentcs 1 — (K/' ;iu lien de /r, cl Ton auiii eelles-ii :

I
" Pour le e;is de /// iin|i;iii-.

x' —p,

x"'=.p{i -4«v^),

x''=^p{i '^ f?.aip - i(Wr(/'j.

et en général

4. ' o^,: V 2.3.4.5.62.3.4

I. 8iS
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Ensuite

SOLUTION

r' = q,

j" = 5^ -f- loaq^ + iHaVyS

et en général

m ( w= — I
) m(m-— i ) ( m' — q) ,, ,

/» (m' — I
) ( ni- — q) ( ffi- — 25

) , ,

2 . 3
.
4 5 . 6

.

7

2." Poiif le cas (le >n pair.

X =: I -I- laq',

.r'" = î -+- 8aq' -+- 8a-q\

x"' = I + iSaq- -+- ^Sa'tf -(- 3->.a'q\

et en ijénéral

ni- m-(m — 4) >n'(in' — 4)('"*— '*')
,

'"/' -^ -T-^T-«-'^/* + ,.3.4.5.6 - - " */'..3.4^"''

Ensuite

et en ueiiei'al

r w((w^— 4) , m(m^— 4)("<^— 16)

Ces dernières expressions de x et de v ont i'avantaiie de n'ètri' cuni-

posées que de termes tous positifs, ce ipii les rend lieancnup plus

simples et plus eomniodes pour le ealeul.

17. Nous allons démontrer maintenant que si /> cl (/ sont les plus

petites valenis de r et v (|ni satisfassent ii Técpiation

x- — «>' =: I,
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loulfs les iiiitri'S vak'iirs |)ii,ssilili'> lic ? d ilc y sitoiiI m-ci'^Miireint'til

iriit'eimccs (l;iii> les fuiiimlcs i;cii(M;ilcs des deux lllImt•lc>^ |)ri'rc(li'iils.

Puiif cchi nous i('iii;ir(|iii'icuis (r;ilini'il (|ui' si I'hii ;i

p- - «y' = 1, p'' - «7' — '.

r| {|ii(/< >/y, (III ;iiii;i iiiissi c/ > t/ : i;»r ielr;iiiili;iiil hi |tiL'mi<'ri' {'iiiiiilKiii

(II' la scroiHlf, on a

p"' — p'' (t! (j'- — (j'] =^ <). ou hii'ii p' — p-^aiq"' q',:

donc SI /;
" — jr l'Sl imsilil. il laudia (|iif (j

' <j' \v soi! aii>si : donc

Sup|)osons iiiaiiilciiaiil (juc fi cl (j soiciil les plus [utiles valeurs <lc x

el y dans rc(|iiali(in

X- — «)- ^ I
,

el que p' el
(f

soient les valenrs de r et de v qui sont iniinédialenieiil

plus grandes qne celles-là, en sorle (|u'il n'y ail |)oint de iiiimlii-es plus

petits que p el q'
. qu'on puisse pieiidie pour r et y. aiilies que p el q

.

Cela posé :

Qu'on iiiiilliplic ciisciiiMc les deux l'quations

p^ — aq- =^ I et p'- — aq'- ^ i

.

el l'on aura n" 5 . en preiiaiil seiilemeiil le sii;iie iiii'erieiir.

pp' — (iqq' y — a[pq' — qp' r = i :

d'où l'on voit \\\\v pp' — aqq' sera aussi une des valeurs de .) . et pq ijp

une des valeurs de ^V(|iii satisfont a la uièiiie e(|natioii

.r- — rt) = ^ I.

Or je dis (pic /y/ — r/cycy e>l > o el < /> . Car \^' su\{ pp aqq - r. iiii

aura

H. p1 ^ ~ J^-

mais les eipialions

p- — aq' = t el p'- — iiq'- ^ i

88.
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donnent

g' q- q' q'

donc

p- p" , / I .P
q'q' \q- q'.' qq

et tirant la racine carrée,

P P'

V ^q' q'I

(l'oii l'iiii voit que

q q V 'q' q'/ q'q"

q q

de sorte que f- ^ — a sera toujours une (|uaiilité positive: par consé-

quent 3 sera aussi uu nombre positif.

2" Soit pp' — aqq' ^ p' -h u. on aura

oi-

q y q- q

donc

v/«-+--7

1/ a -1- — -(- -

p — ip u
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sr(|ii)'iil // sci'ii ;mssi iicyiiruc; dune

pp' -aq(i'<p'.

Diiiic il i';iii(li;i par riivpotlii'sc i|ur l'nii nil /y> (Hi/f —p. iM rniiimc

[pp' — iK/if Y — «(/"/' - (ip' y I '! /' "'/ ' •

il tiui(lr;i ims.si (juc l'un ail

(p<l' - 'IP'Y ~= '/'' •''"'"' /"/' -- '//'' - '/•

.Mais

P
9 V/'^^T^ '" ?^ = \/"

donc, à cause de </'>(/, on auia > '-p: donc pif' (/// sera positil: de

sorte (|ii'il liiiidia sii|)|)osef

'/ 'I

P<J ->IP ^<h

Xons aurons donc ces deux e(|iiations :

pp'-aqq' = p ei /'V 7// 7.

d'oii l'on tire

p" -h (M-
, jpq

' p-—aq ' p- — aq^

c'esl-ii-dire. à cause dep- — flr/- = 1

,

p'^p'-haq', q'='pq.

011 liien. ce (|ui revieni an même.

_ ip-^q\ja)'-^ p-q\a)

d'où l'on voil (|ue les valenis de // cl (/ soni conleniies dan> les lor-

nmles i;énérales du n" 15. en y faisant /// = 2.

Soient ensuite //' et r/' les valeiMS de r et de^- (|ui sont iuimcdialeuicnt
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plus iJraiides t\iw p et q : vu sorte qu'entre toutes les vtileurs |iossililes

de .T el (le )' (hins l'équation a-'*- r/y^:=i, il n'y ait (]ue /' et// (|ni

.soient moindres que p", et </ el q' (|ui soient moindres que q'

.

jVlnlti|)liant l'équation //- — «7"^ -- i par />^ — ay^ ^ 1 , et prenant

dans eetle nniltiplication le signe — '^n" 5;, on aura

(
pp' — uqq" ]' — a{ pq" — qp" )- = 1

,

de sorte (|ne pp — aqq" sera aussi une des valeurs de .r. el pq — qp

une des valeurs de r; et l'on prouvera iei par une niélliode senil)lable à

la précédente qnv pp' — aqq" > o et < p \ e\ pq" ^ qp' > <f et < q"

d'oii il s'ensuit (|ue l'on aura nécessairement

pp" — aqq" — p ou = /> rt j>q' — qp" = q <iu = q'

Ur les e(|uati(ms

pp" - aqq" = p et pq - qp" = q

donnenl. a cause de p- — aq- = i

.

p' =. p- -ir- aq- ^ p' el q"^2pq = q\

ce (jui est cdUlre riiypolhèse; et les ecjuatiiuis

pp" - (^m" = /'' • P'i" - w" = 9'

donnent

p" = pp' + «'/'/' '/' = P<l'
-^ 'IP''

c'est-a-dire, en mettant pour// et q leurs wileurs,

. _ ^p-^-qsjaf--^{p- q\laf
"

2

^ [p + q\Jaf ~{p-q\iaf
_

9.
V
«

Ainsi les valeurs de/)" et y" sont encoie renfermées dans les loriiniles

du numéro cité, en y faisant /// -- 3.

On prouvera par des raistmnements semblables (|ue les valeurs de .r

et de >' qui sont immédiatement plus grandes que p et q" , el (|ue nous
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flesifîricritlis |i:ii' ji cl y . sciciiil (\|)tiiiiiM'S ;iiii>i :

^ 'p± 1 v«)'-_^/>-?v «)'

^

cl ainsi <\c> aiilirs il l'infini: (Toii l'on l'onclnra »mi i^cnôial i|nf lo \a-

Icni's (le ,) cl V. iliiiil le (|iianlicinc scia m ;i niinnicilccc do |ircrnicics

valciiis /j fi cy. scioiil c\j)i'imccs di- la inanii'i'c snivaiilc :

/
~ im ,

tu

^^ p-^H\") -^ p -q\u

2 y a

l'iininic dans le ii" 15.

Ainsi ayant trouve les prcinii'res \alcni',- p et y. (in scia assiiic d"a\c)ir

|iar ces l'ofiiiiilcs tontes les valeurs pnssililcs de r et de v |)rii|iics a

salist'airc à re(|nati(in r- ay- ^^ \

.

IS. Je dis niaintenaiit i|nc Imis les iKnnlircs i et v (jni salisrinil ;i

l'equalioii

-I-' — ay' = I

se trouvent ncccssaireiiieiit parmi les nmnhrcs M. .M , M cl .\. .\

.... MM M'
,

.\ (jui tonnent les ti'actions ;^' ^^y • ^,-, (•oiivciiit'ntcs vers la

racine de (i. mais lonjours plus i;raiides (|ue l'cttc racine n" I : c'est-a-

<lire (|ue chacun des nomhrcs .r est necessairemcnl égal a (|nel(iu'nii des

leiincs de la série .M. .M', M" et que le nombre c(nrcs|)oiidanl \ est

égal au leriiK' eorrespondant de la série N. N . N" en sorti' que la

(Vaction - sera touiouis une de celles dont nous venons de naricr.
1

•'
'

Pour [)onvoir deniontrcr eette proposition, je commencerai par prou-

ver que si y esl égal ii un lernic (|uelcon(|ue de la série N, N . N'

X sera nécessairement égal au terme coiiespundant de la série .M. M .
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iM' (".ai- soit y = N (on f'eni le mèiiic raisonnement pour tous les

aulirs termes de la série N, N', N",..., et de sa correspondante M, M',

!\!'....), en sorte que l'on ait x- — aK- = i ; si M n'est pas =a:, il sera

nécessairement > .r, ii cause (|ue la ijuantité IVP — «N^ est toujours

> o f n" 2 1 ; ainsi l'on aura

M X
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I l<

rt'iiiciil — < j^i et par roii^cijtniil

X» ^ M'

M'
donc — a|i|)nMlicia |ilii> ilc- <i i|ii(' :^i rmic cl rautn- ilc ces ik'iix (|iiaii-

lilcs l'Iaiil d'aillciio plus liiaiidcs (|iii' a. a caiisc de .r^ — av^ > o r|

.\P — aN* > o; i\iu\r aussi — appriM licia plus de \(i cpic ;^; iiiai> \(i

M //(' . -, I
-ï" M '"

s(> li'niivc ciilii' TT cl -T II 2 ; donc se trouvera aussi entre ^r- et — :

N n r y n

donc on aui'a

donc on auia :

M X M X M /»'

N r > >• iN «

I" Ml .\x>o:

?.<• —:-^; <.^^—,' savon- M)— N.r<r^:

donc, [)uis(pn' Mi'— \.r est d'ailleuis un noinlii'e entier-, il faudra rieces-

sairemenl (juc l'un ail

y.— > I . et pal (-niisei|Urrit >>«'.

Soit donc V > // et < \': puiscpie l'on a. par- re(|iration ,i-- — ay-

et par le ir" I

X

;7 <v«.

(Ml aura neces>air-ernent

r «zr -^ ">

de plus, (ur a par- le rrrerne rrnnier'o

M' M m'
j^ >V"' *-'l P*!' conséquent ir-, — —r >o;

89
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or
r m' xn' — ym' M' m' i

PI
)' n' yn' N' n' \ n'

donc, à caiisf de v<N', on aura

X ni
, , > / M' /m' \

je (lis (|ue j;/?'

—

ym' doit nécessairement être égal à i: en filet.

puisque — >o, on aura il abord
' ' r n

xn' — yni > o;

donc
xn' — )••»?' = '. ou =2, ou >2;

niais si an — yni' = ou > 2, on aura pour lors

X ni ^ [ M' ni

^>'-(l-5)^

et comme \a se trouve entre ^r^y et — 11 1,, elle se trouvera aussi ne-
^ \ n

X m , ri '«
cessaueineiit entre — et -^^ mais lieaucuuii plus près de — (lue de -

y n III
/( ' >

-r M' IVr ni
, .

. X' m-
narce due ^rr > ^r^ r^ donc a se trouvera aussi entre — et —^
I ' )• > > n y "

mais plus près de -77 (lue de — ; donc on aura
1 I „'2 1 y-

x- m''—,— a>a -:
y- n-

— > 5 OU tii(>n ««-—/«-<--;
r- n - r

mais y>n . donc —
^^

< i : et à plus forte raison dti- — m - < i ; ce qui

ne peut être, a cause que m'- — an- est toujours nécessairement un
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iiniiiliif riilicr iici;;ilir ii'ii,, cl [tiir ckiiscmiiii'IiI an'' — m' (in iiiuiilin*

l'iilicr' |)(i^ilir. Ddiic il r;iii(liM iK'ct'ssiilrciiM'iil t|ii<' l'on ait

xii' — ym' = I .

On ;uii:i (loin .///

—

ym'— i • t'I loniinc on ;i ;ius.si ' n" I .M // - N '/' = i

.

on iiiiia

s;iv<ni-

(M' - j')«'-(N' - y]m' - o,

M' — X m
N' — r «'

'

(liini-, prcnani un ninnlnc (|nclcoii(]in' rnlirr ;. on ania

.•I (le là

W' — xz^ni'z. N— v = h's,

X ^ W — ni' z cl )-=N' — «'z:

donc, snl)sli.tuant ces valcnis dans l'ccinalion .«- — ax'' = i , on ania

M" — «N" — >
( M' m' — (iWn ) z -^

( m'' - an'r ) z' =^ i ;

ni' .M" — «N' est nn noinluc |iosilir. ///- — (tu- c>l un iiondirc nciialil

m" 2 I, cl je dis (j ne .M ///—</ N'// est nn ne indue netjalit : en ellel, conime

M' . m ^^ > \(i et , < \(i, on aura

M - ., "1

et •/ sera > I . a cause (|nc ^ doil a|)|iidcnei- |>liis île \ a (|nc n I :

M' m' - a N' «' = N' //' (^'- - a\ -- - N' «'
[( y - F

) \ « ^ Ty i

Donc, si l'on l'ait

M'=^— «N'==V, M ni' — a\ II' = — li. m'- — an'-——C,

89.
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A, B, (> (exprimeront des nombres positifs, et l'on aura

V + aBz — Cz'= I.

Siiil. en général. A -h 2Br — Cz- = w, en sorte (|ne

x' — ay = Il
;

en regardant r- comme une quantité variable ((ui commence par zéro, et

qui augmente à l'infini, on aura d'abord, lorsque z = o, m = A; ensuite

u augmentera jusqu'à ce que B = Cz; après (|uoi u diminuera continuel-

lement jusqu'à devenir infini négatif. Donc, si l'on donne à : une valeur

quelconque Z, telle que la valeur correspondante de u soit positive et égale

à U, il est clair que toutes les autres valeurs de :, comprises entre o et Z.

donneront pour u (jes valeurs positives et plus grandes que la plus petite

des deux quantités A et U, qui répondent à r = o et à r = Z.

Or nous avons trouvé

~t = M' — /)(' z et y = N' — h' z;

donc: 1" comme V < N, on aura ; o; 2" on a, par le n" 1,

M' = q"'m'^M et N' = 9"'«' + N,

doiK

jr =
(
5'" — s j m' +- M el .r =;

(
^"' — z ) + N ;

donc, puisque j > N. il faudra que s < q"; ainsi les limites de r- seront

o ei q , c'est-à-dire que ; sera comprise entre o et q'": mais, en faisant

; = o, on a

,1= \ = M'^-a\';

el, en faisant z = q' , on » x = M, y = N, et |)ar conséijiK'iil

« = a-' — (/}• = M- — a N- ;

donc, en donnant à z des valeurs intermédiaires, les valeurs correspon-

dantes de u, savoir de x'- — ay-, seront toutes plus grandes que la plus

petite de (-es deux (juantités ]\F— «N- et M'^— aN"-; mais l'une e! l'antre
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(le ri's (|ii;iiililfs siiiil iicccssairi'iiiriil ('i^;ilc> mi |iliis ;^r;iii(lcs i|iir l'iinili'

I II" '1 : (Imir il rst iiii|Missi|j|r (le l|-(Ml\f|- uni' \;ili'in' rdiivi'llliliji' lie r i|lli

i-cndc .r- — «y- - i , ce i|in csl ninli r l'Iix |i().llii'sc.

Ddiic il fsl iinpossihic (|iii' v Innilic ciili'c N cl N . rt l'uii |iriiiivci-;i dr

lii inciiic iiKinii'ic (|iril l'st ini|iossil)lt' (lu'il IoiiiIm- itiIic driix iiiilro

ternies voisins (|uelc(iii(|ii('s de l:i série o. N, N . N',...; dmii' il l'iiiil ne-

eessiiiieiiienl (jiie >' ((Uiieide ;ivee le leinie e(>rres|iiind;ml de la seiie i.

M. M , M eiiniine nous l'avons dénioiilic ei-dessns.

Ainsi, [loiir Iroiiver li's \;deiiis de .c et de v (|iii satisloiil ii re(|iialioii

X--— flY'= I . il ii'v aura (iii'ii snii>lilMer siiceessixenienl, dans la t'ninnile

.»•" — (ly-, il la place de .v. les nnniéraleiirs, el. ii la jdaee de v. les deiio-

..... M M'
, ,

niiiialeurs des liaelions t^- -r^i-- iini i onveriieiil vers la \aleiii-
I) .\ > '

de \<i. mais qui sont lonles plus i;iaudi> i|ue rclte \aleur. el l'iiii |)iius-

sera celte suhsiilutimi ius(|u';i ce (]n"elle donne i |iour la \aleur de

A'- ~ av'-. ce i|ui ariixcra neeessaireiueiil en c(Uisei]Ueiice de ce (|Uc ihiu>

avons lieiiionlre ius(|u'ici : niais (oniiue il l'audrait i|uel(|uidoi.s |iiiu>ser

cette sulislilulioii iri-s-loin, ce qui serait assez inconimode, on punira

souvent se servir avec avantage des niethodes que nous avons données

plus liant, ( oiniiie on le verra dans les exenqiles suivants.

An reste, coniiiie les termes des deux séries i. .M, .M o, N, .\

vont en aniiiiicnlant. il est (dair (|ii"eii snhsiitiiant snccessivemenl loii>

ces termes dans la rormnle y- — (iy- jns(|n';i ce (in'idle devienne l'gale

il I , on aura pai- ce moyen les plus |)eliles valeurs possildes qui saiist'as-

seiit au pi'oldi'ine; et ces \alenrs l'taiil ensiiile siilisliluees pour /< cl y

dans les rormiilcs des n'" 15 et Ki. on aura alors lonles les valeurs jkis-

sihles de .r el de v n" 17 .

I!). Soient, comme dans le n" 15,

y
?.

V H
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tn— 1

je (lis (|ii(", SI /// fsl ui) noiiiltii' infiiiicr, i ~ p et y — qa ' seront t<Mi-

jdiiis (livisihlt's par m.

En ell't't, si l'on (lcv('l()|)|)(' ces expressions, on aura, à rause que m est

impair.

m [m — il in[m — i ) ( w — 2
) ( m — 3 )—— ' p"'-'q'a H ^

'

m[ m — I
) ( "î — 2 ) ... 2

X = »'" H - p"'-'(i^a H
' —- , '

'

p'" *q'a'
^ 2 '^ ^ 2.3.4

2 . 3 . . . »( — I

pif'-'n

"'("'—')('" — 2 }... 2
) = /„/>"-'

(j H —

^

p"-'q'u -(-...

;// — .î m — I

m (m — 1
) ( "' — 2 ) . . , 3 :r~ 7~

2.3...;?? — 2 ' ^

^ ,
,^ . , /??(/??— ij m(in — \)(ni — 7.)

Or les coemcienls m, , '-i
i',- , iu&(ni a

2 2.3 .11
?)?{/??— I )( ??î ^ 2). .. 2 ,

.

. r • -1
I I—

^

-—- soni nceessairenienl divisibles par /«, lorsiiue m
z.i . . . m — f

' '

est premier, parce que ce nombre multiplie, comme l'on voit, tous les

numérateurs, et ne multiplie aucun des dénominateurs, de sorte qu'il

est impossible qu'il s'en aille |jar la division de chaque numérateur par

son dénominateur; division qui doit d'ailleurs se faire toujours exacte-

ment, il cause que les coeificienls dont il s'agit sont, ccuniiie on sait,

des nombres entiers. Donc tous les termes de la valeur de .r, à l'excep-

lion du pri'mier />'", sermit nécessaireiiienl divisibles par/;?, et tous vi^u\

m — I

(le la valeur de )'. a l'exieptiou du dernier ^"'« '
, léseront aussi; donc

/// — 1

.1 — p'" et r — (/'"a ' seront divisibles par m.

Maintenant mi sait (|ue, lors(|ue m est piemier, /;'" — /y est toujours

divisible par //^ quel que soit/;. |)(uirvu que ce soit un nombre entier;

donc .r —yD sera aussi divisible par m: de même, cf — q étant divisible

m — 1 m —
I tn — i

par /??, q'" ((
' — qa ' le sera aussi: (buic v — qa ' sera divisible

par ///.
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Donc: i" si a osl tlivisibli- par m. x - p rt y li' sridiil aussi: •>>' si //

n'est |t()int (livisiiilc |iai' /«, cDriiiiii' a'" -a rsl m'ccssaiifiriciil (li\isililc

|tar m, il l'aiidia (|iif «'" ' —
i !•• soil aiis^i: (loin-, ;i cause (|ue /// est

premier, il faudra (|ue l'un un l'aiilre îles faclein^ de d'""^ — i. savoir

/n —

1

m— I

a ' -\- \ et (I
' - I. soit (livisil)le \\;\\m.

m — I //i — I

Soit d'aliord a ' -\- \ divisiiile jiar m, et y« '

->r cf le sera aussi;

donc X — p et y -+- q seront di\ isildcs [)ai' //<.

m— I m— I

Soit ensuite a ^ — i rjivisihle parw, (jd ' —y le sera aussi: doue

r — /> et V— <7 seront divisibles par m.

Or, en multipliant enseniiile les deux f(|nali(Mis

\ ^ p- — tup et I := .1 = — (/)•-,

on a ctdie-ci :

1 = x'^ - ar'\

dans laquelle

x' =1 px zt (tqy el »' ^^ />>'i y-f :

ou liien. en substituant ptuir j:'et v leurs valeurs,

^ ^P± q \a i p + g v^'
'"" -_ P^<l\ n) p -q\(t '\

savoir, à cause de p- — nq- = i

,

2

m— I

Donc, eu pieniier lieu, si.« * + i est (li\i.>ililr par /;/. en >oiic ipu'

.r — pel y-hq le soient aussi, et qu'on prenne, dans les expressions de

X'
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x' cl (le >'', le sif>iie .su|ierieui', on aiii'ii

x' = px -t- aqy, y' := py -+- qx,

(III liieii

r' = ( X — /^ ) /> -I- r/ ( ) + (/ ) (/ + //' ~ uq' el y' =z{x — p}q + (y ^ q)p\

(lune, il cause dc/r' — aq- ^^ i, ,r'— i et y' seiunt aussi divisibles \nn- m.

m— \
- -

En second lieu, si (( ' —i est divisible |iiii' m, en sorte que a- — /> el

Y— q le soient aussi, et qu'on prenne, dans les expressions de x' el de v',

le siane int'érieui-, on aura

x' := px — aqy, y' = py — qx,

on bien

x' = {x—p)p — a{y- q)q + p' — aq' el y' = {y ^ q)l>~ ('V — p\q;

)ii il s'ensuit que x — i et y' seront encore divisibles par m.Il (

Donc, en général, si r est le reste de la division de a ' par m ' reste

(|ui ne p<'ut être que o ou ± i), et qu'on fasse

_ [p -t- q sfà)
""' +{p — q y/a)'""'

^

_ ( /> + g sJaT~' —(p — 1 \la)"'~'
? — -j= '

les nombres/?' et q seront d'abord tels que p- — aq"^ = i : et de plus q'

sera toujours divisible par m, et p' — p ou p — i le sera aussi, suivant

(|ue / sera ou ne sera pas nul.

20. Supposons à présent

^ ^ {p' + q''ftT+{p'-q'fa)\
2

\p' + q' ^a)"—{p' -q\'a)\

2 V'fl

si l'on développe ces expressions suivant les dernières formules du n" 16,

I
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on verra (|u«' v' csl loujoiirs divisililc |)ai- </ . et (|iic r — /; un .» i Toi

aussi, suivant (|iic // csl pair un impair; ur c/ est lunjonrs ilivi>il)lc pai- ///

niiini'ni précèdent . (lune y sera Innjonrs divisilile pai'//;, i-l .r p mi

•r — I le sera aussi, snixant ipie n seia impair mi |iair, cpiel (jm- soit

d'ailleurs le nomlire //, pourvu ipi'il soil plus i,nand que l'uuile.

Or. suit nï un nomlire pi'emiei' (jUeiciUKpie. et di'-siirnnics par r le reste

m'— r

di' la division de a '

|iai' m reste (|ui seia nécessairenieiil ou <>. ou

hieii rz I . si l'on l'ait dans les formules précédentes n = m - r . ou

prouvera, comme dans le numéro précédent, (jue v sera toujours divi-

sible |iai' ///', et (|ue .i- // on r — i le sera aussi, suivant (|ut' r' sera ou

ne sera pas nul: mais. lors(|ue / est nul. n est impair, et lorsque r est

riz I , /< est pair; donc y seia tonjouis divisilde par fnrii . et -i—p ou

.r— I le sera aussi, suivant (pie r sera on m' sera pas nul.

De pins. Icirsipie r e>t nul. a est di\isil)lr par m : et, si l'on <leveloppe

re\|ii-essi(Ui de // du numéro précédent, suivant les dernières t'ormnles

du n" l(i. on veria (|ne /; ~ /> ou /> — i sera divisilile ynici. suivant (pu'

/// — r seia impair on pair, c'est-à-dire suivant (pie r sera ou ne sera pas

nul; d'où, et du numéro précédent, il s'ensuit cpie si. / étant mil. /l'est

aussi, p - p sera divisible par nini , et. si r n'est pas nul. p —i sera

divisible |)ar //ini .

D'où je conclus: i"(pie \- sera toujours divisible par ////// : i^" que. si

les deux lestes r et r siuit nuls a la t'ois, .r — /> sera divisible par mm . et

(jne s'ils ne s(Uit |)as tnus les deux imis. alors .»— i sera divisible par //?//; .

Or

.r dz r \ « ^ /*' — '/' \ " " ' **' P ~ 1 \ '^ ^^ P -- 1 \ "
"'

'•

donc, faisant, poui- abréiier. m^r m — /• = M. on aura

el. par conséquent.
}> — <]\"

-M I
- M

P -?V^ ^ P - <I\C

- M - M
I>~<l \ " -_ p — <l\ »

.

9"
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où l'on remarquera que M sera toujours pair lorsque rel r' ne seront pas

nuls à la fois, et qu'au contraire M sera pair lorsque r = o eir'

~

o.

On pourra poursuivre ces opérations et ces raisonnements aussi loin

qu'i)ti voudra.

21 . Donc, en général, étant donné un nombre quelcontjue N impair,

dont les facteurs premiers soient m, m , m",..., si l'on nomme r, r , r",...

les restes des divisions de a ^ par m, de « ' par m', de a ^ par m",

et ainsi de suite, et qu'on fasse

M = { W( — /) ( m' — /')( m" —;•")...,

les expressions suivantes :

2

ip-*-1 ^(^y — (/> — gy/a)'

satisferont d'abord à l'équation a;- — aj-=:i; et de plus elles seront

telles, que y sera toujours divisible par N, et que a; — p ou a- — \ le sera

aussi, suivant que M sera impair ou pair.

Les mêmes cboses auront lieu aussi en faisant ,

M = Il (/?( — /){ m' —/')( m" — r"
]

,

n étant un nombre quelconque entier positif, comme il est facile de le

voir par ce que nous avons enseigné dans les numéros précédents,

.le dis de plus que, si l'on fait

M = 2'n (/» — ;)( m' — /')( m" — ;")...,

ï étant un nombre entier positif quelconque, la i|u:inlilc v sein (li\isibl('

par 2^N, et la quantité x — i le sera aussi.
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Pour (IciiioiiIiiM- (•(Kc proposition, il sullil «li- liiiie voir que v et j; — i

scroiil liiiijdiiis (livisililrs piir :>.' . Or, si l'on \';{\\. [KHir alncfitT, M - a'R,

on :iiii':i

Qu'oïl suppose : i"

.!• 'K

1)11 ;iiir';i

(t IMI

mais 011 a aussi

(loin

X =: p'^ + aij'' (M )• = ?. p'q'
;

p''— aq'^ = I ;

X — 1=2 ap' (/'

.

Doue >- cl .r I scidiil divisihk'S jtai' y.(/

Supposons :
2"

p' ±q'\a=(p±q^a, r 'H

on aura

p'±q\a='p"±:q"\^f,

H'oii

q =^p q ;

ainsi y sera (iivisihic par 2^' : de lut'iiit', en l'aisaiit

p"±q"\a= p±qy,ar .*

on titiuvcra (lUC ry sera ili\isllilc |iai' y.r/ , cl ainsi ilc suite.

Donc, si .V = I . V el .r — i seronl divisiities par ?.: si .v = 2, v et .t — i

seroiil (iivisililcs |)ar 2.2, si *=^, ces (|iianlités seront divisibles par

2.2.2,... ; donc, en licnciai, v et .< — i seront toiij(Uirs divisildes par j.'.

Par le nioveii de ces llicoirmcs ou peut res(Uidre le cas du u" 1 i: cal-

que! que soit le nombre donne, il est clair qu'on pourra toujours le ré-

duire il cette l'orme : 2'N. N étant impair: par consé(|uent, en connais-

90.
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sMiil deux nombres /> t't c/ qui satisfassent à l'équation i =/>" —fq'^ "n

pouiia toujours en trouvei' deux autres, et uièiiie une intînité tels que x

et )' qui y satisfassent aussi, et dont l'un y soit multiple d'un nombre

queleonque donné; au reste, ees tliéorèuies nous seront encore fort utiles

dans la suite.

Appliquons maintenant les méthodes précédentes àquehpies exemples.

Exemples.

22. Exemple I. — Soit proposé de trouver deu.r nombres .v et y tels,

ifue X- — 1 3 v'- ^= I .

,1e commence par extraire la racine carrée de i3 en fractions déci-

nuiles, et je trouve, en poussant l'approximation jusqu'à neuf caractères,

ce (|u'ou fera aisément à l'aide des grandes Tables de logarithmes d'Ulacq ;

,. . —TT „„,.,. ^ 36o55 iq5
le trouve, dis-ie, v i j ^ i.ooDoiqio = ^•
" J >

,' lOOOOOOO

Je divise le numérateur de cette fraction par son dénominateur, ensuite

le dénominateur par le reste, et ainsi de suite, comme si je voulais trou-

ver la plus grande commune mesure entre le numérateur et le dénomi-

nateur, et ces différentes divisions me donnent ces quotients : 3, i , i , i

,

1,6, I, I. I, 1,6, I, I,..., à l'aide desquels je forme, en commençant

par -i les fractions suivantes :

,
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if sulislitiii' iiKiiiitriKiiil les iiiini('i;ilciiis ilc cfs (lilIV'iciilcs tViictioiis à

hi |il;ii(' (le .<. cl les ilciKinrmiilciirs cm rcs|)ip|i(|;iiil> ;i l;i [ihicc de y ihuis

«y- = H. j';iiA Inniilllc .V

X

I

3

4

>

1

1

i8

"9

.37

356

y
o

I

I

2

3

5

33

3b

•71

-4
3

- 3

— 1

4

- 3

3

Je rt'iiiai(|uc ici ilciix valciiis de r ci de v, savoir : .» = /|, y = r et

.j-'=2j(j, v' = 7i. Ies(nielles (luniiciil egalemeiil R — '). {|iii est un

nombre iHcmicr: ainsi je [xiis l'aii'e usage de la luclliodc du u" (i.

J'aurai donc

a =; i3, K 3, .1 — 4, J'
=- ' , •«- = 256, )' =71;

donc .rv' -t- v.r'= T/t<> i|ui esl divisible par"^: de sorte (|ue j'aurai d'ahocd

q = -^ — il^o: ensuite r.r -- ayy — k.)!;- "|iii t'^t aussi divisible par '3
:

d'oii je tire /; =1 -^-^ — ()'|(): ainsi les nombres clieicbo seront ,r = ()'(<)

et )'=i«S(): en cllet. le cati'c de (J/(() est \j.\7.u\. et celui de iSo est

32 4oo, lc(iiicl c|;iiit iniilliplie par 1') donne laiaoo; de sorte ([u'on

{649r-.3{.8o)^=...

aura

On aurait pu Irouxcr d'abord ces mêmes valeurs de i et de y à l'aide

de la sn|)position ([ui <lonne R = — \, et (jui est par c(Uise(|Uent dans If-

cas de la niclbodc du n" 1 1 . Ku eU'et. puis(|ue ,r = 3 et >' = 1 . on aura.
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nn |M<>nant le signe inférieur,

_ ,r' -t- 3 _ ^ _ -^^ -•- > _ r

.

2 2
'

fl |);ir conséquent

.vp = t8, y(j ^ 5 el {xp)--ha{yq)'= 6^i), 2.xfpq = i8o.

Au reste, en continuant la série des fractions -- -,••, on trouvera
O I

Il • 3q3 649 ,, . |,

celle-ci :
-^. '^^••> cl ou I on aura
I 09 I 00

X r R

393 109—4
649 i8o I

d'où l'on voit que les nombres 649 et 180 sont les plus petits qui satis-

fassent à l'équation proposée x'^ — i3r- = i fn° 18 j; de sorte qu'en sub-

stituant ces nombres à la place de p el q dans les formules du n" 16 ou

17. on trouvera toutes les autres valeurs possibles de a- et de v; ainsi

désignant ces valeurs para?, x", x'",..., et par y, r, y' on aura

X r= 649, y = 180,

X' = 84240 I , y' r=: 253640,

x"z^ 1093435849, x"^= 303264540,

et l'on pourra être assuré qu'il n'y a pas d'autres nombres plus petits

que ceux-ci qui résolvent le problème (n" 17 j.

23. Exemple II. — Soit proposé de trouver deux nombres x et y qui

satisfassent à l'équation x^ — '9JK^ = ' •

La racine carrée de 19 se trouve par les grandes Tables de logaritlimes :

3588q4q4. en sorte qu'on a v 19 = ^
; d'où l'on tire, narropé-

.-7-FJ/-I T ,/ 100 000 000 ' '
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liili(ir) iri(li(|iitT (hnis ri'!xi;MiM,i; précèdent, les (|ii(>li('nls /). 2, i. '5, i. ?..

•S. 2, I ,
5, I . >. Icj;(|iicls ruiirriissciil ces liiid lotis :

2 I 3 i 2 8 ...

I 4 ') '3 4^^ <ji 170
— > —1 -1 -5-1 -1 -—>

-7i
— 1012 i II I

I
il)

(Imil les imiii('r;ilt'urs claiil siilistiliu's pdiir -r i-t lc> ilciioininjÉifiirs

[loiir )' (hiiis rc(|ii;ili()ii .j- — ic) v- = R. mi ;iiJi;i

X
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pour vdans l'équation x^ — logv^ = R, j'aurai

X
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(|ii;iiilitr H ;i des sii;iics dillfieiils, le produit <lr tes deux <'(|ualions sfi;i,

en |iii'ii;iiil le sii;iic -(-,

(xx' -t-ayj'y — a{xy' -4- yx' f ^ — K';

de s(»ilc ([H fil (llsi.s:iiil iiar A" on aura

p'^ — aq' = — I ;

d'nii l'on Miil i|ni' lo xali'iirs Iniiivccs de /< ri y ne salisfoîil pas ii l'fiiiia-

liiiii |)i(i|Misc('; mais en incnaiil le carii' ilr rr(|iiatiuii /r — ^/y- ^ -- i , on

auni

(
/'• -*-- "'/' r — " i '^p'i )' = I .

de sorte (|iie h ^ valeurs de .1 et de v (|iii l'ésidveiil le prolili-ine sont

X r- p- ->- atp el > '!><]•

savoir

Ji: :^: l5ii «70 ()J
1 l)3t> '.'.-jc) t'I ) I f) iJjo 4''4 4-*2 II'".

el ces valeurs son! en iiieiiie leiiips les plus petites (|ui satisfassent ii

l'eiiualion .>" io()V-= 1, eoiniiie on peut t'acileiiieni s'en ninvaineiM-

1 ., ... I 1(1 . , .,

en nmissant la sei-ie des haillons -? —,, lusiin a le iiue Ion en
I ,,,.111

trouve une ipii soit roiniee de ces inenies nonihres, el en (•aleiilant toutes

les valeurs de la roiinule .r- — (ly- i|ui repondeiil ii ces nicines Iradious.

(k'S exemples sont sullisanis pour taire eoiiiiailre l'usage et l'espril de

nos nietliodes: inuis ajoulerons seulement (|n(d(|ues reniari|ues i|ni

[imuront mériter rallenlion des (ieomèlres.

HciiKirqiic.s

.

25. UicMvniji 1; 1. — Kn examinant les valeurs de \\ des deux premiers

Exi:mi'i.i>, ou \(pit (|iie dans le premier les mêmes nomlires se Irnuxeiil

siiceessivemeiil a\ec les signes 4- el — . au lieu (|iie dans le seciuni.

les noudires ipii oui le signe -h sont Ions diliereiits de ceux (|iii mil le

signe —

.

1. ÇM
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Pour trouver In raison de cpUe différence, supposons en génértil

X- — ay' = K, ei x'- — ny'- = — H,

le (|Lii est le cas de I'Exe^iple I. et l'on aura

x' — ny- =: — .?•'- — uy''', savoir .r' + x'''^ a {
)•- -+- r'- ),

d'où l'on voit que ir- + .r- doit être divisible [)ar a. Or, on sait que la

somme de deux carrés n'est divisible que par les nombres (|ui sont aussi

la somme de deux carrés; donc, poui' (|U(' les deux e(piations dont il

s'agit aient lieu en même temps, il faut nécessairemeni (|uc le nombre

donne (7 soit la somme de deux carrés; c'est ce (|ui a lien dans ['Exemple [,

oii ^/=:i3 = () + 4. i'ii l'tni (|ue dans I'Exemple II « = iç), (|ui n'est

point la somme de deux carrés. Ainsi, toutes les fois (|ue a ne sera point

la somme de deux carrés, ce (jui arrive, comme on sait, lorsque (|ucl-

(|u'un des facteurs premiers de a est de cette forme !\/n -+- i, on pourra

être assuré qu'aucun nombre ne pourra être en même temps de la forme

.x-'- — aY', et de celle-ci av"- — .r'^ quels (|ue puissent être ,r et v, ar'

et r'.

Mais on ne peut pas dire réciproquement (|IM' l(trs()ue n est la somme

de deux carrés tout nombre ([ui est de la forme de jc'^ — ay- est aussi de

la forme de ay- — .r'-; au moins je n'ai pu parvenir juscpi'à présent à

m'assurei' en général de la vérité de cette projxisition, (|u<ii(jue je l'aie

d'ailleurs trouvée vraie dans un grand nombre de cas pai'ticuliers.

Au reste, il est évident que si — i est de la forme de .i- — av', loiil

nombre positif (|ui sera de la même forme sera aussi de la forme de

ay- — .r'--. car soient

• =^ /'" — '"/ ci H = X- — II}'',

ou aura, en multipliant ensemble ces deux e(|uations, cl cliangeani les

signes des deux membres,

H =a [yp± xq Y — f xp± nyii ).

Or, si l'on Iroiive dans deux seuls cas particuliers

R — x' — ay- et — R ^= x'- — ay''.
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cl <|iic H «dil iiii iKMiiltrc pifinitT, ;ilor> un |)ai\it'ii(lrH loujolirs n rrllf

('(|li;iliuii

rdimiic ii(iii> r;i\(iiis \ii cl;iii^ ri',\ i.\i l't i; III: <li' m>iIc (|ii"iiii m |iuiiir;i

(•(incline (I";iImiiiI (juc IimiI ihiiiiImc ijul >i'i:i ilf lu liHiiic de .r* - r/v'

S(:'ra aussi de la Ioiiih' di' dv .r"-.

Ht. Kl. M u'.oi I. il. - SiJ|)|)()s(iiis iiiaiiilcnant (|iic l'cni ait ri"(|iialiiin

/' — au' - — i:

en [n'cnanl les (aiT(''s, on aiiia

(
/• -^ «« rt ( ? fti I

-
I .

d'où l'on voit (|nc /- - (///' ol une des valcuis de » (|ni salistont à

ré(]uali(in ^
.r' — «)•' —

-

1.

et (|iie 2(11 csl la xalciii- ((iiicsiKindautr de v; mais nous a\(iiis (lein(Milic

f n" 17 (|nr titilles les valenis de .r et (le y i\u\ salislont a cette e(]iiati(in

sent rcniciiiiees dans ces rn|-iiiiiles :

2

_(p-h(l \ar— [p — q\a"'

/?> étant un nenilire (nndeiin(|ue positit', et /*. (j étant les plus [letites

valeurs (|ui salisl'assent a la nwine e(|nati(Hi .r- — av'- -- i : dene il t'audia

(|ne l'iui ail

>lu = p -f- q\a} — p — q^aj

é(inati(ins c|ni se i'(''(luisen! à eelle-ei :

. •
{ l ± u \ a / — {

p± (j \, a !

9»-
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Or je dis d'abord (}ue m ne saurait être un nombre pair; car, soit m^=in,

on aura

{t±u\jaf —[p^qsja)^",

et, extrayant la racine carrée,

/dzut^a=:±(p±q \aj"

;

or i p±q \a)" se réduit à cette forme : p ±q' \a , en faisant ' n" 1 .5

„>_ 'p-^']\.a)"-^{p-q\'â)"
P — '

^. _ ^p-^q\iaT-[p~q\aT
.

donc, puisque / et u sont, par hypothèse, des nombres positifs, et ([ue//

et q' le sont aussi, on aura !=^p' et u^^q'\ mais, à cause àe p^'— aq-— i.

on aura aussi p- — aq'- = i ; donc on aurait /- — aii^ = r , ce qui est con-

tradictoire; donc m doit nécessairement être un nombre impair.

Soit donc m— 2n -\-
\ , i'{ l'on aura

{ t±u
Y
flj"^ 'p±q v«f" ^p^q \d);

d'où l'on voit que p ±q \a doit être un carré; or, quelle que puisse être

la racine carrée de p ±q \a, il est clair, à cause de la quantité irration-

nelle \a, (|u'elle ne peut être que de cette forme r±s\a. de sorte (|ue

l'on aura

pzhq ti,a = ' rzhs s^a )' =^ r^ -i- as- dz 2 rs i^fi ;

et, par conséquent,

p ^^ V- -¥- as- et q ^ 1rs.

Ainsi, à moins que les quantités /> et q ne soient de cette forme, il est

impossible que l'équation t"^ — air =^ — i ait lieu; or. connaissant les

valeurs de ces quantités, il est facile de vérifier si elles sont de la forme

dont il s'agit; car, premièrement, il faudra que q soit un nombre pair:
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cnsuilc il csl i'VkIciiI (pic r v\ s ne |)('ii\ciil iMrc (|iic les r;nl('ni> ilr l:i

niditic (Ir (j\ (le sorlc (|ii"il ne s';iiiir;i (inc <lf' clirnlicr Icms ces l'îiilnir-.

cl (le les substituer' ;i hi |iI;m(' de r cl .v (l;iii> rci|ii;iliini /'•' H- r/.v- ^ p.

Si l'on |(ciil |i:ir' cv movcii Itou ver deux v;i leurs de /cl .v, ;diirs. cipiiiiiie

(/it:Mvrt)'=^-=!z*v«r.

_,
{r-\- s y^laf -\- {r— S\^aj"'

on iUM'ii

cl r;iis;iiil

y =

on ani';i

(I (Ul

et

Or il esl r:ieilc de voir (|uc les valenis de / et .s' sont les |)lus pelilcs

lors(|nc m =- I , iui<|nel cas on a /• ^= r cl s' := s; donc les plus petites va-

leurs de / cl de // seroiil / = / cl // = s: donc / et .ç seront les pins petites

\alcnrs (pii salisiasseiil ii l'ccpialioii /- — fin- = — i

.

IJsage (les nirlli(ul('s précédentes pour la résoliilioii des éipiatioDs

du sceoud det^ré a deux incoiiiuies
,
pur des nombres entiers.

'il . Soit projiosée l'éijualion

ot..r'' + j3.r}- -+- y
y'' +- ox -+- £ r -(- ; = d.

dans lacpndlc a. (S, y. c?, i et 'Ç. sont des nonii)res donnes entiers positifs

ou négatifs, cl .r cl v sont deux nonihres inconnus ipi'il s'agit de déter-

miner de uianii're (pi'iis soicnl rationnels et entiers.
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Qu'on tniiltiplie toute l'équation par l\rx. et qu'on la mette sous cette

l'orme :

( aa,r -4- ^ v -+- 5)= --^:((3.r
-^ â)'— 4a(y,)-= H- e r -f- ?) =- o.

Soient, pour ahréger.

(3'^— 43'7 = «•

[3ô — aa£ ^- A,

0'— 4^? = <^''

et !'e(juati(Mi precédenle deviendra

M- = «)• H- 26k -f- c.

(>ette équation elant multipliée para peut se mettre sous la loiine sui-

vante :

au' rzi
( ay -i~ h Y + fie — h\

ou liien, iMi taisant

ay-h t> rz i,

h- — ac -^ U,

sous ((dle-ci

t- — au' — U ;

d'où l'on voit d'idtord que le nondiic donné H doit être de eette t'ornie :

t- air, pour' (|ue le problème adnieltc une solution rationnelle.

J'ai d(UHie ailleurs (') la méthode de reconnaître si un nombre donne

est de la forme de /-— air, a étant aussi dcunu' : cl j'ai t'ai! voii' (jue pour

(|n'uu nombre quelcon(|ue R soil de celle t'orme. il faut (|uc cliacmi de

ses facteurs premiers (|ue je désignerai par rsoit tel, que a ^ — i soil

divisible par / ; si cette condition n'a pas lieu, on peut assurer hardiment

(pie R n'est pas de la forme dont il s'agit, et qu'ainsi le problème n'ad-

inel iiucune scduliou ratioruielle.

28. Supposons maintenant qu'on ait reconnu (|ue le nombre R est en

(*) On trouvera dans le Tome II le Mémoire auquel Laerange fait ici allusion: ce Mémoire

a été inséré dans le Rrcupil de l'Acndémie de Berlin. (Note de réditeiir.)
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cllcl (le l:i l'oriiic <!(.' l' — air, cl (|u'i>ii ;iil liniivc i-ii miMiic Iriiips dfiix

liulliliics P cl O tels, (|lic H ^ y- — (li)--. CM (
(• ( ;is le |irnltli'mc .sci;i ii-mi-

liihlo cil ii()iiil)rcs, cl il poiiiiM iiiciiic l'clrc de |iiusicur.s maiiicrcs; r"c.sl

ce ijiie iiiiiis sillons e\;iiiiiiici'.

Il csl ir^ilidid chiir (|iii'. |inis(|iie

Il I' — ^(O- -= /'— rt«'.

il n'y ;inr;i (|ii'ii sii|i|i()sci' / ; 1* cl //
~-- O. ce (|iii (i(iiincr;i

ay -i- Il 7= 1', >x.v -+- i ) ->- 'j = O,

cl. |»;ir coiiscciiiciil.

— '' — '' _ Q — d _ |î (
1' - l>)

( )i- je ieilKir(|lle :

l"nile les lliiiiilifcs 1' el O [leiivenl elle |ilis (iM>ili\ciiieiil uii iicyiili-

Ncinelll ;i voldiile. ce ijili (liiIlllclM (jlKill'c snlllliolls (lillereliles:

?." Si le iHUiilii'e U esl le |iro(luil de deux (Hi de |diisieiii's iicmiliies de

hi t'oriiie de P" — ai)-, il sei;i ;iussi [diisieiirs t'ois de celle nieilie l'oriiic:

(le soiic (lu'oii |toiii'i':i li'oiivei- dillcrciitcs v;ileiirs de P et de O.

Kii elVel, si W esl le |)rodiiit de deux t';iclciiis Icis (|iie p- ~ a//' el

p- — (Kf -, on aiii'a n" 5

R — ( /)//± fUjif' ) - (i
(
pq' ±

qi>'
)'

;

ainsi on jiniiifa supposer

I'
l'I'

'^
"<l'l

''' ^y= P'i'
-^

'IP'

ou
1» — />/< ,/,/,/' ,M O =:

p<i
— qp'.

Kii -encrai, si H c^i exprime par A"'H"(:M)\... V. 15. C. 1).... elanl

des noinlu'es de la l'oi'ine de P- — a (/. mais ijui ne soient (|M'nne l'ois de

celle l'orme, le nonilire H sera comme je l'ai démontre ailleurs de la

même l'orme autant de l'ois, ni plus ni moins, qu'il y a d'unités dmis la

moitié de ce nmnlirc m -f- i rt -l- i r-i-i i-Hi ...s'il est pair, mi

dans la moitié de ce même nomltrc iuiiiincntc de l'unité s'il est im-

pair. Ainsi les (|nanlitcs P et Q auront cliacunc autant de valeurs dit-
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(pieiiles (iii il v il a mutes dans — ou dans
' • 2

I //( -t- 1
) { H + I

) (
/ ^- I

] ( 4 -H I ) . . . -h 1
, , ,

5 et eliaeune de ces valeurs lournn-a
2

par ('(inséqucnl (|ualre solutions du prohli-me.

2!l. Kxaiu'uKUis séparément le cas où a est un nombre |)osilir, et celui

où a est un nombre néaatif.

i" Soil a un nombre néi;atif = — e, en sorte (|ue e soit positif, et la

forme du nombre R sera P- + eQ-; (bjnc, puisqu'il est impossible que

l'unité soit de cette forme, le nombre des facteurs A, B, i], D,... (numéro

précèdent; qui sont supposes être de cette forme sera nécessairement

limité; donc le nombre des valeurs de P et de Q le sera aussi; par consé-

(jUiMit le problème ne pourra avoir (pi'un certain nombre de solutions

ratiimiielles, cpi'il sera aise de trouver par la métliode précédente, et

s'il anive (pi'aucune de ces soluti(uis ne donne des nombies entiers pour

les valeui's des inconnues .r et y. on en devra conclure (pic le problème

n'admet point de solution en entiers.

2" Supposons que a soil un nombre positif; dans ce cas, comme l'unité

est t(mj(uirs de la forme de P- — «Q- quel que soit le nombre a, il esl

clair (pie le nombre des facteurs de R de la forme dont il s'agit sera

intini, parce (pi'on |)cul toujours regarder le nombre R comme multiplié

par une puissance (|uelcon(|ue de l'unili': ainsi, ou le probli'ine u'ad-

metira poiiil de solurnui du toui, mi bien il en adiiietira nécessairemeni

une intinile.

Pour comprendre toutes ces solulions dans deux formules générales,

soient // et ^' deux nombres tels, (|ue/>- — aq'- =^ i , et, multipliant cette

équation par l'équation P- — a Q- = R, on aura

(Pp' ±aQq' )
- a{\>ij' ±Qp' y ^ R;

.

d'oii l'on voit ([u'avant trouve deux nombres P et Q (|ui satisfassent à

l'équation P- — «Q- = R. on pourra- incttic dans les formules du n" 28

Vp ± aQ(/ a la place de P, et Pr/ ± Qp à la place de Q, ce (pii (buinera

en faisant abstraction de l'amliiguité des signes, a cause (]ue les munbres



r»'l N !• li 11 lii. i:\II. Il \l;l I ll\l 1, I inlK. '-iO

I* cl Q |Mii\iiii loiijdiirs l'Iic pris piisilivcnM'iil on nr-j^MlivinifHl,

a ^<i'

i)v iiiiiis ;i\(iiis (Iriiionln' ii" 17 i|ui' si ji cl (j soiil les |)lii> (iclils ii'Hii-

liics (|iii sMiisl'assciil ;i rc(|ii;ili((ii //-' - nij - -
i Inus les luilr-cs iininlucs

possililcs s(Uil l'cnrciini's (hiiis ces tuiiiiiilcs :

" a

en |)reii;inl poiir w Ions les iiiMnliie> ikiIuicIs i . a. "i à riiiliiii : donc,

si l'on siil)sliluc ces valeurs de ji el ry dans lo luiinnle.s [iiécédeiilfS,

on auia

.) — ^ ^- ' P + a V « -^ ^-" '/* - (I \'a >

art
'^ -( » T^, r I > ' ^

'\ax ' '

- —t::z
——^ '/^ - ^ V "4«a V V j^

Donc, si l'on inel dans ces roiiimleh les dillércntcs valeurs de I' el Q
(]ui naisseul des l'acleuis de R (|ui sonl de la l'oiMie de P- — r/(J-, el i|ni

sont plus grands (|Uc l'nnilé. el (ju'on fasse successivement w= i , 2, '^

on aura altsohuueiil lontes les S(dulioiis ralioiinelles possililes de l'équa-

ti(Ui projiosee

3" Soieiil. pour plus de siiuplicili'.

</Q iP = P'.

l

.

9?.
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et l'on mira

Pp' -haQq' — b
r= —'-

'
1

•' a

lact

donc, à moins (|ue les numérateurs de ces deux fractions ne soient divi-

sibles exactement par leurs dénominateurs, les inconnues x et y ne pour-

ront être des nombres entiers.

Supposons

P'(p' — i)-i-«Q'tf'^=
a

'

lact.

et nous aurons

P-A
a

P' + 6(3-«â

' a

Or je dis que l'on peut toujours prendre l'exposant m. dans les valeurs

Atp et 9', tel que x' et y' soient des nombres entiers.

Pour cela on décomposera le nombre x en ses facteurs premiers, en

sorte que l'on ait c/. = 1^ m'm"m" ..., m, m", m",... étant des nombres

premiers; ensuite ou divisera a '' par ni , et l'on nommera le reste r'

on divisera de même a ^
, et l'on nommera le reste r", et ainsi de suite;

ces restes étant trouvés, on fera m égal à un multiple quelconque de

2*"^' {ni — r') [m" — r") [ni" — r'")...; car, par ce que nous avons démon-

tré plus liaut (n" 21 ), il est clair que /?' — i el q' seront divisibles par aa;

de plus il est facile de voir parles formules du n" IG que p — i sera

aussi divisible par a, à cause que m est pair; par conséquent x' et y'

seront nécessairement des nombres entiers.

Donc, SI les quantités et ^ sont des nombres entiers,

ou pourra trouver une infinité de valeurs de x et de y en nombres
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l'iiliris; or ers i|ii;iiilili'> ne miiiI ;iiitic clKiSf (]Mf les \;ilciir> ilc x cl

(Ir V i|lli li|Mili(lr||l il /// = (), Cl' i|lli duimi'

p':=t, q'=:i), <'l |i:ll' ('(IIISI'l|llOnl x' = o, y' =: o,

(•'(sl-îi-dirc les llll'Ill(^ \;ili'iii> de ./ ri de v i|iie iiiiiis avoii> trouvées

d';ilioid ri"2S : d'oii il s'eiisnil (jne si l'on tidiive une seule solution du

prolilènie en nunilires eiilieis, d;ins le ciis de a positit, on |iouri;i pai- nos

t'uinniles rn Iroiivci- nue iulinile d'autics en |)ien;uit poui- P el Q les

iioinlurs ijni i'e|)iindenl ii l:i solution donnée, et |ioui r/i un multiple

(|uel(on(|Ue de -^'^ ' /// — /' m' — r" } • f)i — r

Au reste, il est l)on de i-euiiU(|Ui'r eneoic (ju'il ne sera pas toujours

iieeessaii'e <|ue rn soil un nmltiple de ce nonihi'c pour (|ue a' et y' soient

des nondires eutieis; car il esl visilde, par exemple, (|ue si P et Q étaient

divisildes par x, il sullirait alors (|ue m tVil un multiple de 2, c'est-à-dire

un niuuliri pair, et ainsi ties autres cas seinidaldes.

i-l.\ 1)1 loMt; i'iu;.\iii:u.

02.
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